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Ausbildung  die  freie  Menschheit  in  den  kommenden  Jahrhunderten 
erringen  wird."  Kosmos. 


Das  Uebersetzungsrecht  in  fremde  Sprachen  ist  vorbehalten. 


Vorwort. 


Nach  der  Neugestaltung,  welche  die  Theorie  der  algebraischen 
Formen  in  den  letzten  Decennien  unter  den  Händen  von  Hesse, 
Sylvester,  Cayley,  Salmon,  Hermite,  Aronhold,  Clebsch 
und  Gor  d an  erfahren  hat,  entsprang  die  Veröffentlichung  des  gegen- 
wärtigen Werkes  dem  Wunsche,  die  Resultate  jener  Arbeiten 
auf  einem  speciellen  Gebiete  einem  grösseren  Leserkreise  zu- 
gänglich zu  machen.  Bei  der  Wahl  einer  übersichtlichen  und  leicht- 
fasslichen  Darstellung  dieser  Grundlinien  der  antiken  und  modernen 
Algebra  der  litteralen  Gleichungen  glaubte  ich  derjenigen,  welche 
ich  in  meiner  im  Jahre  1866  veröffentlichten  kleinen  Schrift,  be- 
titelt: ,^Die  algebraischen  Methoden  der  Auflösung  der  litteralen 
quadratischen,  kubischen  und  biquadratischen  Gleichungen",  befolgt 
habe,  den  Vorzug  geben  zu  müssen.  Die  vorliegenden  Grundzüge 
umfassen  eine  systematische  Darstellung  der  Theorie,  der  histori- 
schen Entwickung  der  Disciplin  und  des  gemeinsamen,  die  Me- 
thoden, welche  die  Auflösung  der  algebraischen  Gleichungen,  spe- 
ciell  der  Gleichungen  der  ersten  vier  Grade,  zum  Gegenstande  haben, 
innerlich  mit  einander  verknüpfenden  Princips.  Ueberall  aber  und 
selbst  in  denjenigen  Abschnitten,  in  welchen  die  Resultate  der 
Forschungen  der  sogenannten  modernen  Algebra  eine  eingehende 
Berücksichtigung  finden,  tritt  das  Hauptproblem  der  antiken  Algebra 
in  den  Vordergrund,  nämlich  diejenigen  Werthe  der  Variabein  zu 
bestimmen,  welche  einer  vorgelegten  algebraischen  Function  den 
Werth  Null  ertheilen.  Denn  bekannthch  haben  es  die  Untersuchungen 
der  sogenannten  modernen  Algebra  im  strengen  Sinne  dieser  Dis- 
ciplin nur  selten  mit  Gleichungen  zu  thun  und  werden  die  Methoden 
ihrer  Auflösung  nur  nebensächlich  behandelt.  Vielmehr  ist  der 
Hauptgegenstand  dieses  neuen  Zweiges  der  algebraischen  Analysis 
die  Entdeckung  derjenigen  Eigenschaften  einer  binären  Form,  welche 
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insbesondere  durch  lineare  Transformationen  unveränderlicli  bleiben^ 
deren  genaue  Kenntniss  aber  für  ein  tieferes  Studium  der  Theorie 
der  algebraischen  Gleichungen  in  ihrer  gegenwärtigen  Ausbildung 
unerlässlich  ist. 

Von  der  Darstellung  blieben  aus  theils  theoretischen,  theils  prak- 
tischen Gründen  die  Näherungsmethoden  einstweilen  ausgeschlossen. 
Von  besonderem  W^erth  für  jeden  Bearbeiter  dieses  Feldes,  nament- 
lich für  den  Historiker,  erschien  mir  die  Aufstellung  eines  chrono- 
logisch geordneten  Verzeichnisses  der  Gesammtlitteratur,  welches 
bis  jetzt  vermisst  wurde  und  ohne  Zweifel  mancher  Ergänzungen 
bedarf.  Für  minder  unvollständig  halte  ich  die  in  dem  vierten, 
fünften,  sechsten  und  siebenten  Abschnitte  enthaltenen  Methoden 
der  directen  Auflösungen  der  Gleichungen  der  ersten  vier  Grade,  von 
denen  gegen  drei  Centurien  beschrieben  werden  und  zu  welchen  kaum 
Neues  wird  hinzugefügt  werden  können. 

Rostock,  im  April  1878. 


Ludwig  Matthiessen. 
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Erster  Abschnitt. 

Allgemeiue  Eigenschaften  der  algebraischen  Gleichnngen 
mit  einer  Unbekannten. 


I.    Form   der  Gleichungen   mit  einer  und  mit  zwei  Unbe- 
kannten. —  Polynome.  —  Begriff  der  Wurzeln.     * 

§  1.    Definition  der  algebraischen  Formen  und  Gleichungen. 

Wenn  eine  algebraische  Function  f(x)  oder  X  den  W>rth  Null 
hat  und  nach  fallenden^  ganzen  und  positiven  Potenzen  der  Haupt- 
grösse  X  geordnet  ist,  also  die  Form 

X  =  Ax^+  Bx''-'  +  fe«-2  -\ 1-  T=0 

hat,  so  soll  dies  als  die  allgemeine  Form  einer  geordneten  alge- 
braischen Gleichung  des  «*^°  Grades  mit  einer  Unbekannten  an- 
gesehen werden.  Wird  der  Coefficient  des  ersten  Gliedes  durch 
Division  mit  Ä  auf  die  Einheit  reducirt,  so  erhält  man  die  ein- 
fachere Form  der  Gleichung: 

^«  -f-  ax""-^  +  bx""-'^  H 1-^  =  0, 

welche  wir  den  folgenden  Betrachtungen  zu  Grunde  legen. 

Die  Coefficienten  a,  h,  .  . .  t  sind  bestimmte  Buchstaben-  oder 
Zahlengrössen,  welche  in  der  Folge  immer  als  reelle  vorausgesetzt 
werden  sollen.  Mit  Rücksicht  auf  diese  Verschiedenheit  der  Coef- 
ficienten pflegt  man  litterale  und  numerische  Gleichungen  von 
einander  zu  unterscheiden.  Die  Coefficienten  a,  hj  Cj  . . .  können 
positiv  und  negativ,  ganz  oder  gebrochen,  rational  oder  irrational, 
und  auch  zum  Theil  gleich  Null  sein;  t  heisst  das  Absolutglied 
der  Gleichung. 

Die  Normalgleichung  kann  der  Kürze  wegen  mit  X  =  0  be- 
zeichnet werden.  Die  Function  X  ist  das  Polynom  der  Gleichung 
und  zwar  eine  rationale  Function  von  x. 

Mattbiessen,  Grundzüge  d.  ant.  u.  mod.  Algebra.  \ 


2  Er&ter  Abschnitt.     Allgemeine  Eigenschaften.    I. 

Für  gewisse  Eigenschaften  der  algebraischen  Gleichungen  ist 
es  von  V^oriheii,  dieselben  unter  der  Form  homogener  Polynome 
zweier  Unbekannten  x  und  y  zu  betrachten^  und  zwar  mit  Hinzu- 
fügung der  Binomialcoefficienten  zu  den  aufeinander  folgenden 
Gliedern.    Ein  solches  Polynom  hat  die  Form: 

ax^  +  (r)  ^^""'2/  +  (2)  ^^''~'^'  H f-  (1)  ^^r~'  +  ^r. 

Nach  Cayley  ist  die  symbolische  Bezeichnung  hierfür: 

{a,  h,c,...t)  {x,  yf  , 

und    die   Benennung   „binäres   Polynom".    In    einem   speciellen 

Falle  kann  y  gleich  der  Einheit  und  der  Werth  des  Polynoms  gleich 

Null   sein;   man  hat  alsdann  eine  Gleichung  vom  n^^^  Grade   mit 

einer  Unbekannten,  also: 

/^ 
(a,  h,c,.  ..t)  {x,  ly  =  0. 


§  2.    Begriff  der  Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung. 

Jede  Grösse  von  allgemeiner  Beschaffenheit  oder  jeder  Zahlen- 
werth,  sei  er  reell  oder  complex  von  der  Form  cc  -{-  ß  y —  1 , 
welcher  für  x  substituirt  das  Polynom  X  gleich  Null  macht  oder 
der  Gleichung  X=0  Genüge  leistet,  heisst  eine  Wurzel  der 
Gleichung. 

Eine  Gleichung  auflösen  bedeutet,  ihre  Wurzeln  suchen  oder 
alle  Werthe  bestimmen,  welche  der  gegebenen  Gleichung  genügen. 
Die  allgemeine  Auflösung  einer  litteralen  oder  einer  numerischen 
Gleichung  würde  bestehen  müssen  in  der  Bestimmung  einer  ge- 
eigneten aus  sämmtlichen  Coefficienten  zusammengesetzten  Function. 
Bei  den  Gleichungen  der  ersten  vier  Grade  kann  dies  Problem 
durch  verschiedene  Methoden  immer  gelöst,  werden.  Dagegen  ist 
eine  Auflösung  der  vollständigen  litteralen  Gleichungen  höherer 
Grade  nicht  weiter  möglich.  Die  Unmöglichkeit,  die  allgemeinen 
algebraischen  Gleichunj^en  von  höherem  Grade  als  dem  vierten 
aufzulösen,  haben  Ruffini,  Abel'u.  A.  bewiesen.  Man  ist  deshalb 
und  auch  aus  practischen  Gründen  frühzeitig  bemüht  gewesen,  die 
Wurzeln  numerischer  Gleichungen  aller  Grade  durch  Versuche  und 
approximativ  zu  berechnen.  Diese  Näherungsmethoden  setzen  die 
Kenntniss  einer  Reihe  von  allgemeinen  Eigenschaften  der  Gleichungen 
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voraus,  welche  zunächst  im  Folgenden  entwickelt  werden  sollen, 
ehe  wir  zur  Darstellung  der  Methoden  der  directen  und  der  approxi- 
mativen Auflösung  der  Gleichungen  selbst  schreiten. 

IL    Binomische    und  trinomische  Factoren  des  Polynoms. 

§  3.    Theilbarkeit  des  Polynoms  durch  Binomialfactoren. 

Sind  a,  ßj  y,  .  .  .  verschiedene  Werthe  von  der  Beschaffenheit, 
dass  sie  für  x  in  die  Gleichung  substituirt  derselben  genügen,  so 
ist  offenbar: 

X  —  ß  =  0,     X  —  ß  =  Oj     X  —  y  =  0,  u.  s.  w. 

Durch  Multiplication  dieser  Gleichungen  wird  offenbar  ein  nach 
Potenzen  von  x  geordnetes  Polynom  erhalten,  welches  die  Wurzeln 
a,  ß,  y,  .  .  .  besitzt.  Diese  Bemerkung  führt  uns  zu  dem  folgenden 
Theoreme. 

Sind  x^f  X2J  x^,  . . .  die  Wurzeln  der  algebraischen  Gleichung 
X  =  0,  so  ist  das  Polynom  X  durch  jede  der  Differenzen  x  —  x^j 
X  —  x\2,  u.  s.  w.  ohne  Rest  theilbar.  Der  Beweis  dieses  Theorems 
kann  auf  verschiedene  Art  geführt  werden. 

1.  Beweis.    Angenommen,  man  dividire  die  Function 

X=  X-  +  ax^-'  +  hx^-''  -\ \-t  =  0 

durch  X  —  Xj^  und  die  Division  ginge  nicht  auf,  so  ist  der  Quotient 
Xj  eine  Function  von  x  vom  nächst  niedrigeren  Grade,  also  etwa: 

X,  =  x—^  +  Ax^'-'^  +  Bx^-^  H ^S, 

wobei  der  Rest  T  kein  x  mehr  enthält,  so  dass  man  hat: 

X=(x-  X,)  {x—^  +  Ax—'^  +  Bx—^  -\ f-  5)  +  r=  0. 

Da  nun  x  =  x^  oder  x  —  x^  =  0  ist,  so  folgt  hieraus  sofort  T  =  0. 
Es  kann  also  bei  der  Division  ein  Rest  nicht  bleiben. 

2.  Beweis.  Es  sei  x^  eine  Wurzel  der  Gleichung  X  =  0,  so 
ist  gemäss  der  Definition  der  Wurzel: 

X„  =  x{'  +  ax^^-'  +  hx,—''  -J )^sx,  +  t  =  0". 

Durch  Subtraction  dieser  Gleichung  von  der  gegebenen  erhält  man: 

(a;«  —  a'i")  +  a(a;"-i  —  x{'-^)  +  •  --  +  s{x  —  x^)  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  bekanntlich  durch  x  —  x^   theilbar.    Nun  ist 
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Xa  eine  Grösse,  welclie  nach  ihrer  Subtraction  von  X  einen  Theil 
des  Absolutgliedes  t  bilden  muss,  weil  sie  kein  x  enthält.  Da  sie 
aber  gleich  Null  ist,  so  wird  durch  die  Subtraction  derselben  die 
Beschaffenheit  der  Function  X  nicht  geändert;  d.  h.  sie  muss  selbst 
durch  X  —  x^  theilbar  sein. 

Ebenso  nun  wie  die  Function  X  durch  x  —  x^  theilbar  ist, 
muss  sie  es  auch  sein  durch  x  —  X2,  x  —  ^^3,  u.  s.  w.  Diese  Binome 
sind  also  der  Reihe  nach  auch  Factoren  des  jedesmaligen  Quotienten. 
Mittels  fortgesetzter  Division  durch  diese  Binomialfactoren  lässt 
sich  also  der  Grad  des  Polynoms  fortwährend  erniedrigen  in  dem 
Grade,  als  es  die  Mannigfaltigkeit  der  Wurzeln  x^,X2,x^  u.  s.  w. 
gestattet. 

Hieraus  ergibt  sich  denn,  dass  das  Problem,  gegebene  alge- 
braische Gleichungen  aufzulösen  allgemein  gefasst  darin  besteht, 
die  möglichen  Differenzen  x  —  x^,  x  —  X2,  m.  s.  w.  zu  bestimmen, 
durch  welche  das  Polynom  X  oder  die  auf  Null  gebrachte  Gleichung 
ohne  Rest  theilbar  ist.  Diese  Differenzen  müssen  gleich  Null  sein 
und  ihre  Subtrahenden  sind  Wurzeln  der  Gleichung. 

Es  möge  noch  gezeigt  werden,  wie  die  Division  des  Polynoms 
durch  einen  seiner  Binomialfactoren  bewerkstelligt  wird. 

Das  gegebene  Polynom  sei: 

X  =  Äx^  +  Bx—^  +  fe«-2  -] Sx-\-  T==0, 

und  der  Binomialfactor  x  —  a.  Nach  ausgeführter  Division  wird 
man  ein  neues  Polynom  von  der  Form 

Xi  =  ax''-^  +  Ix""-^  -\ \-  rx-\-  s 

erhalten  und  einen  Rest  tj  der  kein  x  mehr  enthält. 
Man  hat  alsdann: 

X=^X,{x—  a)  +  t 

Nach  ausgeführter  Multiplication  des  zweiten  Polynoms  mit  x  —  a 
erhält  man: 


, —  aa 


n — 1   _J_        r>   \nnn — ; 


+     c 
ah 


^n-2  _|_ f_       s 


—  ar 


X  -\-     t 
—  as 


und  nach  Vergleicbung  dieses  Polynoms  mit  dem  gleichwerthigen 
X  eine  Reihe  von  Bestimmungsgleichungen  für  die  unbestimmten 
Coefficienten  a,h,  c,  .  .  .  t,  nämlich: 


I 


§  3.     Binomialfactoren. 

a  =  A, 

h  =  aa  -\-  B  j 

c  =  «Z>  +  (7, 


t  =as+  T. 
Ist  a  eine  Wurzel  der  Gleichung  X  =  0,  so  muss  t  verschwinden. 
1.  Zahlenbeispiel.    Das  Polynom 

2x^  —  11  x'^  +  23a;3  —  18^2  _j_  29^  _  6 
durch  das  Binom  x  —  7  zu  dividiren. 
Man  findet: 

a=  +  2,  f?=  +  2.7  -  18  =  - 4, 

5  =  +  2.7  —  17  =  —  3,  c  =  -4.7  +  29  =  +l, 

c=  —  3.7  +  23  =  +  2,  /-  =  +  !. 7-    6  =  +l. 
Schema  der  Berechnung: 


+  7 


Der  Quotient  ist  2x^  —  ?>x^  +  2x^  —  4:X+  1  und  der  Rest  +  1. 
Die  Rechnung  kann  in  manu"^)  ausgeführt  werden. 

2.  Zahlenbeispiel.    Das  Polynom 

x^  ^x^-  13x'  +  13^2  +  36:2;  —  36  =  0 
durch  X  —  2  zu  dividiren. 

Schema  der  Berechnung: 

I  1       -  1       -  13       +13       +36       —  36  . 

I  1       +1       —  11       -    9       +18  (0) 

Der   Quotient    ist   x"^  -{-  x^  —  11:2?'^  —  9:z;  +  18    und    der    Rest   0. 
Mithin  ist  2  eine  Wurzel  der  Gleichung. 

Lehrsatz.     Ist  ^r^  eine  zweite  Wurzel   der  Gleichung  X  =  0 
und  X  =  (x  —  x^)  X^,   so   ist  x  —  x.^  ein  Factor  von  X^    und  x., 
eine  Wurzel  der  Gleichung  X^  =0,  so  dass  man  erhält: 
X  =  (X  —  Xj)  {x  —  X2)  X.2  =  0. 


+  2 

+  0 

—  17 
+  14 

+  23 
-21 

—  18 
+  14 

+  29 
-28 

-  6 

+  ^ 

+  2 

-    3 

+    2 

—    4 

+    1 

(+1) 

*)  Dieser   im  Mittelalter   gebräuchHche  Ausdruck  lieisst  so   viel  als  im 
Sinne,  oder  im  Kopfe,  arab.  Jiaicdi  =  Luft. 
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Beweis.  Da  die  Wurzeln  im  Allgemeinen  verschieden  sind, 
so  kann  der  Ausdruck  X  oder  (x  —  x^)  X^  nur  dann  durch  die 
Substitution  von  x  =  X2  gleich  Null  werden,  wenn  X^  =  0  ist. 
Da  ferner  x  —  x^  kein  Factor  von  x  —  ^^  ist,  so  muss  es  ein 
Factor  des  Quotienten  X^  sein;  also  X2  eine  Wurzel  von  X^  =  0. 
Durch  Division  des  Quotienten  X^  erhält  man  demnach  ein  Poly- 
nom vom  n  —  2*^"  Grade: 

Xg  =  a;"-2  _|_  ö^^^n-3  ^  . .  .  ^  q^x  -\-  r^j 

welches  gleich  Null  gesetzt  eine  dritte  Wurzel  x^  haben  kann  und 
so  fort.  Die  Bildung  der  Quotienten  numerischer  Gleichungen  wird 
in  folgender  Weise  bewerkstelligt. 

^  Zahlenbeispiel.  3x^  —  Ax^  —  Mx^  —  4:X  -\-  'd  =  0.  Wur- 
zeln dieser  Gleichung  sind  x^^  =  —  1  ^  —  1,  3,  ^.  Man  dividire 
also  zunächst  durch  x  —  x^  =  x  -\-  1^  dann  durch  ^  +  1,  durch 
X  —  3  und  X  —  ^. 

Schema  der  Berechnung: 


3       —    4       -14       —  4       +3 

—  1 

3—7-7+3          (0) 

—  1 

3       —10       +3          (0) 

+  3 

3-1            (0) 

+  i 

3            (0) 

ie  einzelnen  Quotienten  der  Division  sind  also: 

X^  =  Sx'  -    Ix^  —  lx  +3 

X2  ==  Sx^  —  10^  +3 

X3  =  3;:c  —    1 

~ 

X,  =  3. 

§  4.    Die  complexen  Wurzeln  und  die  trinomischen  Factoren. 
Lehrsatz.    Ist  x  =  a  -{-  ßY—  1    eine   complexe  Wurzel  der 
Gleichung  X  ==  0 ,  so  ist  auch  der  conjugirte  Werth  a  —  ß  ]/ —  1 
eine  Wurzel,  und  das  Polynom  X  durch  den  trinomischen  Factor 

x^  —  2ax  +  (a^  +  ß')  =  (x  —  a-  ß  Y^^^)  {x  —  a  +  ß  l/^=T) 

ohne  Rest  theilbar. 

Wenn  man  nämlich  für  x  zunächst  den  ersteren  Werth  a  ^  ßi 
in  die  Function  X  einsetzt,  so  erhält  man  nach  Vereinigung  der 
reellen  und  imaginären  Glieder  eine  Gleichung  von  der  Form: 


§  4.     Complexe  Wurzeln.    —  Trinomische  Factoren. 


wobei  P  und  Q  nur  gerade  Potenzen  von  ß  enthalten.  Die 
Gleichung  bedingt  aber  wegen  der  Heterogeneität  der  beiden  Glieder 
P  und   QßY —  1  die  Existenz  der  beiden  besondern  Gleichungen : 

P=0,     Q  =  0. 


Substituirt  man  für  x  den  zweiten  Werth  a  —  ß  ]/ —  1 ,  so  ändert 
sich  offenbar  nur  das  Vorzeichen  von  Q,  und  es  ist  wegen  P  =  0 
und  Q  =  0  auch  noch: 

Es  genügt  also  zugleich  der  Werth  a  ■ —  ßi  der  Gleichung  X  =  0, 
d.  h.  der  Ausdruck  a  —  ßi  ist  ebenfalls  eine  Wurzel. 

Lehrsatz.  Sind  die  Coefficienten  einer  Gleichung  rational 
und  a  -\-  Yß  eine  Wurzel  derselben,  so  ist  auch  a  —  Yß  eine 
solche,  vorausgesetzt,  dass  «  eine  rationale  Grösse  und  ß  kein  voll- 
ständiges Quadrat  ist. 

Der  Beweis  kann  in  derselben  Weise  geführt  werden^  wie  für 
complexe  Wurzeln.-  Substituirt  man  zunächst  für  x  den  Werth 
(^  _|_  Yß  in  das  Polynom  X,  so  erhält  man  nach  Vereinigung  der 
rationalen  und  irrationalen  Grössen  eine  Gleichung  von  der  Form : 

X  =  P+QYß  =  0, 

wo  P  und  Q  nur  ganze  Potenzen  von  ß  enthalten.  Wegen  der 
Heterogeneität  der  beiden  Glieder  kann  jene  Gleichung  nur  be- 
stehen unter  der  Annahme: 

P=0,     §  =  0. 
Folglich  gilt  ausserdem  die  Gleichung: 

P-QYß-0, 

und  diese  entsteht  offenbar,  wenn  man  in  X  für  x  auch  noch 
den  Werth  a  —  Yß  einsetzt.  Es  genügt  also  dieser  Werth  gleich- 
falls der  Gleichung  X  =  0  und  ist  deshalb  ein  Wurzelwerth  der- 
selben. 
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111.     Von   der   Continuität   der  algebraischen  Functionen. 

—  Derivirte. 

§.  5.    Die  Derivirten. 

Lehrsatz.  In  jeder  Gleichung  X  =  0  ist  das  Polynom  X  für 
alle  endlichen  und  reellen  Werthe  von  x  eine  continuirliche 
Function. 

Angenommen  es  ändere  sich  die  Hauptgrösse  x  um  die  Grösse  d 
so  wird  X  oder  f(x)  übergehen  in 

fix  +  c?)  =  {x  +  dy  +  a{x  +  dy-^  +  h{x  +  d^-''  -\ \- t , 

oder  nach  Potenzen  von  d  geordnet: 

fix  +  d)  =  fix)  +  f^  [( 1 )  *"-'  +  f  7 ')  »*""'  +  •••  +  « 

+  cP^(l^  x"-'  +  (."7  ')  ax"-'  +  ---+r 

+  ^'  [(3)  *"~'  +  C  7 ')  «^""'  +  •  •  •  +  ä 

oder  mit  einer  einfacheren  Bezeichnung: 

fix  +  d) = fix)  +  4  fix)  +  ^  fix)  +  j-f^3  r  (*)  +  •  •  • 

Die  Polynome  f{x),  f\x)j  u.  s.  w.  heissen  die  derivirten  Func- 
tionen, auch  wol  kurz  Derivirte  oder  Ableitungen  der  Haupt- 
function  f{x). 

Da  nun  für  endliche  und  reelle  Werthe  von  x  die  Derivirten 
weder  imaginär  noch  unendlich  werden,  so  ist  auch  die  Aenderung 

fi^  +  ct)-fix), 

der  Function  für  unendlich  kleine  Werthe  von  d  selbst  unendlich 
klein,  d.  h.  die  Function  X  kann  sich  nicht  sprungweise  (discon- 
tinuirlich)  ändern,  z.  B.  von  einem  endlich  positiven  Werthe  zu 
einem  endlich  negativen  übergehen.  Findet  dieser  Uebergang  statt, 
so  kann  es  nur  durch  die  Scheide  dieser  Zahlengebiete,  also  nur 
durch  Null  hindurch  geschehen  und  zwar  bei  einem  bestimmten 
Werthe  von  x,  z.  B.  x  =  a,  welcher  offenbar  eine  Wurzel  der 
Gleichung  X  =  0  sein  muss. 
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§  6.    Von  den  Grenzen  der  Wurzeln  einer  Gleichung. 

Lehrsatz.  Für  jede  Gleichung  X  =  0  lässt  sich  stets  ein 
solcher  Werth  von  x  angeben,  dass  für  ihn  und  grössere  Werthe 
das  erste  Glied  des  Polynoms  absolut  genommen  grösser  ist,  als 
der  übrige  Theil  desselben. 

Es  lässt  sich  nämlich  zeigen,  dass,  wenn  ohne  Rücksicht  auf 
das  Vorzeichen  m  der  grösste  Coefficient  des  Polynoms 

X  ==  rr"  +  ax""-^  -\ +  mx^'-y  +  •  -  •  +  ^ 

ist,  für  die  Annahme  x  >  m  +  1   das    erste  Glied  ic"  grösser  als 
die  Summe  aller  übrigen  Glieder  wird.    Denn  es  ist  unzweifelhaft: 

mx^-^  +  m^"-2  -| \-  m>  ax''-'^  +  bx''-^  -| \-  t , 

oder,  was  dasselbe  iat: 

m  ^f^  >  aa;'»-!  +  hx^-^  -\ \-'t. 

Weil  nun  x  —  1^  m  angenommen  wird,  so  ist  um  so  mehr: 

x""  —  l>  ax''-^  +  Ix""--  -\ \-  t , 

und 

x""  >  ax''-^  +  hx""--  -\ \-  t . 

Lehrsatz.  Ist  m  der  grösste  Coefficient  einer  algebraischen 
Gleichung  X  =  0 ,  so  wird  für  a?  >  m  +  1  das  Polynom  X  positiv 
und  für  ^  <  —  (m  +  1)  jDOsitiv  oder  negativ,  je  nachdem  n  gerade 
oder  ungerade  ist. 

Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  ergibt  sich  unmittelbar  aus  dem 
Vorhergehenden. 

IV.     Von   der  Existenz    der  Wurzeln  und  binomischen 

Factoren. 

§  7.    Von  den  Kennzeichen  einer  Wurzel. 

Lehrsatz.  Setzt  man  in  die  Function  Xod.Qvf{x)  für  a;  nach 
einander  zwei  reelle  Werthe  p  und  q  ein  und  erhält  dabei  Resul- 
tate f(p)  und  f{g)  von  entgegengesetzten  Vorzeichen,  so  muss  die 
Function  wenigstens  für  einen  zwischen  p  und  q  liegenden  reellen 
Werth  verschwinden,  also  zwischen  p  und  q  mindestens  eine  reelle 
Wurzel  der  Gleichung  X  =  0  liegen. 

Dieser  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folgerung  aus  der  Conti- 
nuität  der  ganzen  algebraischen  Functionen, 
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Wenn  f\p)  und  /"((/)  verschiedene  Vorzeichen  haben^  so  können 
mehrere  Wurzeln  zwischen  p  und  q  liegen.  Jedoch  kann  dies  nur 
eine  ungerade  Anzahl  sein.  Sind  dagegen  die  Vorzeichen  der  Re- 
sultate der  Substitution^  nämlich  von  f{p)  und  f{q)  gleich^  so  kann 
es  zwischen  p  und  g  nur  eine  gerade  Anzahl  von  Wurzeln  geben. 

Jedes  Polynom  X  von  gerader  Ordnung,  dessen  Wurzeln  sämmt- 
lich  einander  gleich  sind^  muss  für  alle  reellen  Werthe  von  x  stets 
dasselbe  Vorzeichen  behalten. 

Wenn  sich  kein  reeller  Werth  für  x  angeben  lässt,  durch 
welchen  das  Polynom  X.  zum  Verschwinden  gebracht  wird^  so  ist 
X  positiv  für  jeden  beliebigen  positiven  oder  negativen  Werth 
von  X.  Umgekehrt  wenn  der  Werth  von  X.  für  alle  möglichen 
reellen  Werthe  von  x  positiv  bleibt,  so  besitzt  .die  Gleichung  X  ==  0 
keine  reellen  Wurzeln. 

Nach  einem  in  §  6  bewiesenen  Satze  ist  nämlich  die  Function 
X  positiv  für  ic  >  m  +  1 ,  wo  m  den  absoluten  Werth  des  grössten 
Coefficienten  des  Polynoms  bezeichnet.  Liesse  sich  ein  anderer 
Werth  für  x  finden,  der  die  Function  negativ  machte,  so  gäbe  es 
offenbar  zwischen  beiden  einen  Wurzel  werth,  was  der  Annahme 
widerspricht.  Was  die  Umkehrung  dieses  Satzes  betrifft,  so  ist  be- 
reits auseinander  gesetzt  worden,,  dass  zur  Existenz  einer  Wurzel 
erforderlich  ist,  dass  die  Function  ihr  Vorzeichen  wechseln  könne. 

§  8.    Von  den  Kennzeichen  reeller  Wurzeln. 

Lehrsatz.  Jede  Gleichung  von  ungerader  Ordnung  hat  min- 
destens eine  reelle  Wurzel,  und  ihr  Vorzeichen  ist  dem  des  Ab- 
solutgliedes t  entgegengesetzt. 

Setzt  man  nämlich  zuerst  a?  =  0,  so  erhält  man  f{0)  =  -f-  ^^ 
wo  t^  den  absoluten  Werth  von  t  bezeichnet.  Setzt  man  darauf 
rr  =  +  (m  +  1),  so  erhält  f(x)  einen  Werth,  dessen  Vorzeichen 
mit  dem  von  x'^  übereinstimmt,  also  X  =  +  T.  Möge  also  t  po- 
sitiv oder  negativ  sein,  jedenfalls  wird  durch  enie  der  Substitutionen 
—  {m  -{-  1)  oder  (m  +  1)  das  Vorzeichen  der  Function  geändert. 
Ist  das  letzte  Glied  positiv,  so  wird  X  durch  einen  zwischen  0 
und  —  (m  +  1)  liegenden  Werth  von  x  zum  Verschwinden  ge- 
bracht, und  ist  das  letzte  Glied  negativ,  durch  einen  zwischen  0 
und  +  (m  -j-  1)  liegenden  Werth.  Es  liegt  also  zwischen  0  und 
4^  (m  +  1)  jedenfalls  mindestens  eine  reelle  Wurzel. 

Lehrsatz.    Jede  Gleichung  von  gerader  Ordnung  hat  wenigstens 


§  8.     Reelle  Wurzeln.  H 

zwei  reelle  Wurzeln  von  entgegengesetzten  Vorzeichen,  wenn  das 
letzte  Glied  negativ  ist.  ' 

Denn  setzt  man  zuerst  wieder  x  =  0,  so  wird  /"(O)  =  —  f^; 
setzt  man  darauf  x  =  '^  (m  4-1);  so  wird  in  beiden  Fällen  das 
erste  Glied  x"'  der  Gleichung  X  =  0  positiv.  Mithin  liegt  eine 
negativ  reelle  Wurzel  zwischen  0  und  —  (^m  +1)  und  eine  positiv 
reelle  Wurzel  zwischen  0  und  +  (m  +1). 

Lehrsatz.  Jede  Gleichung  von  gerader  Ordnung,  deren  Ab- 
solutglied positiv  ist;  ihre  Coefficienten  mögen  reell  oder  auch  zum 
Theil  complex  sein,  hat  wenigstens  eine  reelle  oder  complexe 
Wurzel. 

1.  Beweis*).    Es  sei: 

X  =  a;«  +  aa;"-i  +  bx''-~  -\ \-  t  =  0 , 

worin  n  gerade  und  t  positiv  ist. 

Setzt  ma.nx  =  yy — 1,  so  geht  das  Polynom  über  in: 

—  r  +  a{y^^y-hf-'  +  &(>/^^)«— >«-2  -\ 1-^  =  0. 

Es  ist  nun  allgemein: 

WO  p  und  q  reelle  Grössen  sind,  unter  denen  eine  auch  Null  sein 
kann;  ferner  ist  jede  Potenz  von  j^  +  üV —  1  wieder  von  derselben 
Form.  Führt  man  diese  Ausdrücke  in  die  y  Gleichung  ein  und 
kehrt  sämmtliche  Vorzeichen  in  die  entgegengesetzten  um,  so  er- 
hält man : 

Diese  Gleichung  ist  von  gerader  Ordnung  und  das  Absolutglied 
wesentlich  negativ. 

Man  setze  nun  als  erste  Substitution  in  der  Gleichung  Y  ==  0 
die  Hauptgrösse  y  =  u  -\-  v]/ —  1,  wo  it  und  v  positiv  sein  mögen, 
so  wird  das  Polynom   Y: 

iC"  +  «1«^"-!  +  &i;(«-2  -j \-  s^H  +  t^ 

+  (a,«t«-i  +  \ie'-^  + \-s,u  +  Q  y^^ 

Hier  sind  die  neuen  Coefficienten  Functionen  von  a,  hyC,  . . .  . 
sowie  von  p^,  Qiy  P27  3^2?  ^-  s- ^-  endlich  noch    von   n  und  v.     Die 


*)  Beweis  von  A.   Burg.     Jahrb.   des  k.  k.  polyt.  Inst.  Bd.  XVII.    Ein 
scharfsinniger  Beweis  des  Satzes  von  Laplace  wird  in  §  48  mitgetheilt  werden. 
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Coefficienten  sind  sämnitlich  endlich,  so  lange  die  letzteren  Grössen 
es  bleiben.    Darunter  ist: 

a.2  =  nv  —  aq^  . 
Demnacli  ist  es   möglich,  v  immer  so  zu  wählen,   dass   das  erste 
Glied  «2^^"""^  positiv  ausfällt. 

Da  das  erste  Glied  des  reellen  Theiles  A,  nämlich  u^  wesent- 
lich positiv  ist,  so  kann  man  n  so  gross  annehmen,  dass  die  beiden 
ersten  Glieder  von  A  und  J5  positiv  werden  und  zwar  grösser  als 
die  Summe  aller  übrigen  Glieder.  Daraus  folgt,  dass  durch  eine 
geeignete   Substitution  y  ^=^  u  -{-  v  ]/ —  1   das  Polynom 

positiv  gemacht  werden  kann. 

Setzt  man  nun  als  zweite  Substitution  in  Y  die  Hauptgrösse 
7/  =  0 ,  so  wird  das  Polynom  F  =*=  —  t,  also  negativ.  Nun  ist  Y 
eine  continuirliche  Function,  weil  A  und  JB  es  sind;  also  liegt 
zwischen  y  ==  0  und  y  =  ii  -\-  vY —  1  wenigstens  eine  Wurzel  von 
der  Form  u^  +  v^  ]/ —  1  ,  wobei  w^  <  u  und  v^^  <^v  ist. 

Substituirt  man  ferner  y  ==  u^  -\-  v^y —  1  in  der  Annahme: 

X  =  yY^^  =  y{p  +  qV^^y, 
so  erhält  man: 

X  =  (u^  +  v^  ]/—  l)(p  +  qY—  l) 

=  Ki^  -  ^+  K  q  +  'v,p)Y-  1 

=a+ßY-\, 
wo  a  und  ß  reelle  Grössen  sind.    Dies  ist  also  eine  wirklich  vor- 
handene  Wurzelform    der   angenommenen    Gleichung.     Ist  /3  ==  0, 
so  ist  die  Wurzel  reell,  ist  a  =  0,  so  ist  sie  imaginär;  sind  endlich 
a  und  ß  von  Null  verschieden,  so  ist  die  Wurzel  complex.  "• 

2.  Beweis*).     Setzt  man  in  die  gegebene  Gleichung 
x  =  a-\-ßY^^, 
so  lässt  sich  das  Polynom  auf  die  Form 

X  =  A  +  JB  ]/^=^ 
bringen.     Es    lässt  sich    zeigen,    dass    stets    reelle   Werthe    für   a 
und  ß  möglich  sind,   für  welche  A  und  JB  verschwinden,   so  dass 
«  +  j3  Y —  i  eine  Wurzel  der  Gleichung  ist.     Der  Nachweis   setzt 
nun  die  Kenntniss  einiger  Theoreme  der  Differentialrechnung  voraus. 


*)  Man«  sehe  Burg,  Compendium  der  höheren  Mathem,    §.  708.    Anm. 


§  8.     Existenz  der  Wurzeln  überhaupt,  I3 

Setzt  man  niimlicli  Ä~  +  B^  =  Z,  so  kann  Z  für  reelle  Wertlie 
von  a  und  ß  nur  positiv  sein;  im  besonderen  Falle  auch  Null. 
Es  muss  also  für  a  und  ß  reelle  Wertlie  geben,  für  welche  Z  ein 
Minimum  wird.  Um  diese  zu  finden,  hat  man  nach  den  Regeln 
dieser  Untersuchungen  die  ersten  Derivirten  nach  a  und  ß  crleich 
Null  zu  setzen,  also: 


©-»•  m-"' 


oder  wenn  man  den  Werth  von  Z  einsetzt,  die  Dififerenzirung  vor- 
nimmt und  die  Gleichuncjen  durch  2  dividirt:  ♦ 


Aus  beiden  Gleichungen  folgt  durch  Elimination  entweder: 
I.     Ä  =  0,     B  =  0, 


oder: 


"^  mm-mm-"' 


wofür  man  auch  setzen  kann: 

IL  F{<.,ß)  =  0. 
Die  Gleichung  IL  enthält  zwei  Grössen  «  und  ß,  von  denen 
die  eine  willkürlich  ist;  mithin  kann  sie  kein  Minimum  für  Z 
liefern.  Setzt  man  nämlich  für  a  unendlich  viele,  continuirlich  auf 
einander  folgende  Werthe  ß^,  «^  -j-  <»;  ^1  +  2«  u.  s.  w.  ein,  wo  cj 
eine  unendlich  kleine  Grösse  bezeichnet,  so  findet  man  aus  II.,  falls 
sie  nach  ß  lösbar  ist,  eben  so  viele  continuirlich  auf  einander  fol- 
gende zugehörige  Werthe  A,  ft  +  09^,  ß^  -{-  co.,  u.  s.  w.,  welches 
andeuten  würde,  dass  Z  unendlich  viele  continuirlich  auf  einander 
folgende  Minima  besässe.  Es  müsste  demnach  Z  eine  constante 
Grösse  für  alle  möglichen  Werthe  von  cc  und  ß  sein,  was  absurd 
ist,  da  Ä  und  B  Functionen  von  a  und  ß  sind.  Ebenso  wenig 
würde  die  Gleichung  IL  ein  Mininum  von  Z  liefern,  wenn  sie 
keine  zu  «i,  «1  +  w  u.  s.  w.  zugehörigen  Werthe  von  ß  besässe. 
Dagegen  nun  entsprechen  die  Gleichungen  I.  allen  Bedingungen 
eines  Minimums  von  Z'^  also  da  Z  nothwendig  ein  Minimum  haben 
muss  und  die  entsprechenden  Werthe  a  und  ß  die  Gleichungen  I.  zur 
Folge  haben,  so  folgt  aus  der  Gleichung: 
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dass  es  einen  Werth  a  -\-  ß  ]/ —  1  für  x  gibt^  welcher  der  Gleichung 
X  =  0  Genüge  leistet  oder  eine  Wurzel  derselben  ist. 

•  Aus  den  drei  vorangehenden  Lehrsätzen  folgt  endlich^  dass 
jede  algebraische  Gleichung  der  angenommenen  Form  wenigstens 
eine  Wurzel  hat.  Dies  Theorem  führt  uns  zu  zwei  wichtigen 
Theoremen  der  höheren  Algebra,  welche  im  folgenden  Paragraphen 
bewiesen  werden  sollen. 

§  9.    ^on  der  Anzahl  der  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung. 

Lehrsatz.     Jede  Gleichung  vom  w*®^  Grade  hat  mindestens 
n  Wurzeln. 

Sei  a  die  Wurzel,  welche  der  gegebenen  Gleichung 

X  =  x''  +  aa;"-i  +  &rr"-2  -I \-t==0 

nothw endig  zukommt,  so  ist  x  —  a  ein  Factor  derselben,  also: 
X=(x-  «)Xi 

=  (x  —  a)(x''-^  +  a^x""-^  +  &i^"-3  -\ |-Sj)  =  0 . 

Diese  Gleichung  wird  aber  ausser  durch  x  —  a  ==  0  erfüllt  durch 
die  andere: 

X^  =  a;"-i  +  a^^x""-^  +  h^x""-^  -\ 1-  s^  =  0  . 

Ist  ß  die  Wurzel,  welche  dieser  Gleichung  nothwendig  zukommt, 
so  ist: 

X,  =  (x-ß)X, 

=  (x  —  ß)  {xf-^  +  a^  x'^-^  +  \  x''-^-\ h  ^2)  =  0 

und  X^(x  —  a)(x  —  ß)X^  =  0  . 

Fährt  man  in  die  Schlussfolgerung  fort,  so  kommt  man  durch 
stetige  Erniedrigung  der  Ordnung  des  Polynoms  auf  einen  Quo- 
tienten Xn—i,  welcher  ein  Binom  ist  von  der  Form  x  +  a«—!,  so 
dass  man  erhält: 

Xn-2  ==-(x-'  Ö)(X  -^  ün-l)  =  0 

und 

X  =  (x  —  a)(x  —  ß) (x  —  (?) (^  +  ^«-1)  ==  ö  • 

Der  letzte  Quotient  liefert  also  die  Wurzel  x  =  —  a„_i  =  t .  Da 
nun  das  Polynom  für  jede  der  Substitutionen  a;  =  a,  /3,  y  •  •  •  r 
verschwindet,  so  folgt  daraus,  dass  die  Gleichung  wenigstens 
n  Wurzeln  hat. 
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Lehrsatz.    Jede  Gleichung  vom  w*^^  Grade  hat  nur  w  Wurzeln. 

Seien  a,  ßjy  .  . .  z  die  n  nothwendigen  Wurzeln  der  gegebenen 
Gleichung  vom  n^^""  Grade,  so  müsste,  falls  es  noch  eine  n  -\-  V^ 
von  jenen  verschiedene  Wurzel,  z.  B.  o  gäbe,  dieselbe  für  x  sub- 
stituirt  das  Polynom  zu  Null  machen,  also: 

X=  (g)  —  a)((o  —  ß){co  —  y) (0  —  t)  =  0  . 

Dies  würde  aber  nur  dann  möglich  sein,  wenn  einer  der  n  Binomial- 
factoren  z.  B.  co  —  7  =  0  wäre.  Daraus  würde  folgen  a  =  y,  d.  h. 
es  muss  a  schon  unter  den  n  Wurzeln  enthalten  sein.  Die  Gleichung 
vom  n^^^  Grade  hat  also  nur  11  Wurzeln  und  keine  mehr. 

Führt  man  also  die  Division  des  Polynoms  X  durch  den 
Binomialfactor  x  —  a  aus,  ^o  erhäJt  man  eine  Gleichung  von 
nächstniedrigerem  Grade,  welche  die  übrigen  n  —  1  Wurzeln  liefert. 

V.  Bildung  des  Polynoms  einer  Gleichung  aus  Binomial- 
factoren  und  Beziehung  der  Coefficienten  zu  den  Wurzeln. 

§  10.    Von  der  Bildung  der  Coefficienten  aus  den  Wurzeln. 

Sind  sämmtliche  W^urzeln  einer  Gleichung  bekannt,  so  lässt 
sich  umgekehrt  das  Polynom  herstellen  dadurch,  dass  man  sämmt- 
liche Binomialfactoren  x  —  «,  o;  —  ß,  u.  s.  w.  mit  einander  mul- 
tiplicirt. 

Für  numerische  Wurzeln  lässt  sich  leicht  durch  ümkehrung 
des  in  §  3  beschriebenen  Divisionsverfahrens  die  Gleichung  bilden. 
Angenommen,  die  Bildung  des  vollständigen  Polynoms  sei  fortge- 
schritten bis  zum  Polynom 

X,=  x^+  a,x^-^  +  h,x'-'  H h  ^'1  ==  0, 

und  der  hinzutretende  Binomialfactor  sei  x  —  «,  so  ist: 

Xk^i  =  {x  —  a)Xk 


—  a  \      —  aa. 


^  .  .  .  .  —  ai^      —  a^'i . 


Ist    die  Wurzel   gebrochen   von   der  Form  ^,   so    multiplicire 
man  mit  mx  —  a,  also: 

Xj,j^i  =  {mx  —  a)Xk 


—  a 


x^  -(-  m\  I  x^-^  +  •  •  •  +  '>n\  1  X 


—  aa. 


ai^    I      — a\. 
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Zahlenbeispiel.    Die  Wurzeln  einer  Gleichung  vom  fünften 


Grade   seien 

-1,2,  3, 

-5. 

Sehe 
1 

—  2 

-  3 

ma 
1 
1 

1 

der  Berechnung: 

+  1 

-  1         -    2 

-  4        +1 

+    6 

+! 

4 

-13 

-    8 

+  27 

+    18 

+  5 

4 

+    7 

—  73 

-13 

+  143 

+  90 

Für  litterale  Wurzeln  wird  diese  Aufgabe  sehr  erleichtert  durch 
die  gesetzmässigen  Beziehungen,  welche  zwischen  den  Wurzeln 
und  den  zu  bestimmenden  Coefficienten  der  Gleichung  X  =  0  be- 
stehen. 

Ist  die  gegebene  Gleichung 

X  =  x''  +  ax""-^  +  Ix""-^  +  cx'^-^  -\ \-t  =  0  , 

so  sind  die  Coefficienten  a^h^c-'-t  die  auf  einander  folgenden 
Summen  der  Combinationen  der  Wurzeln  x^  X2  x^  -  -  -  Xn  zu  allen 
Classen  und  zwar  mit  abwechselnden  Vorzeichen  also : 

X=-x''--i:G{x^x^..,Xn)x''-'^-\-Z^G{x^x^..Xn)x''-^—2:C{x^X2.,Xn)^^ 

12  3 

+ h  (—  1)"  ^G{x^x.,  ...*•„)■=  0 . 

n 

Andere  abgekürzte  Bezeichnungen  hierfür  sind: 

X  =  a;«  —  {^x^^x""-^  +  \^x^X2'\x^~^  —  [Xj^X2X^]x''-^  -\ 

+  (-iy[X,X,...Xn]   =  lZl^^(^1^2-"^n)^ 

n 

M 

Die  speciellen  Werthe  dieser  Symbole  sind: 

2JC(Xj^X2  ...  Xn)  =  [X^^]  =  Xj^   -^  X2  +  ''•-{-  Xn  =  ü, 

1 

■^  ly  [X]^  X2  •  •  •  Xn )  ""■  [_ X^  "^2 J   "^l  "^2      i~      1     3  ~T"  *  *  *  ~i        ^ — 1     '* '~\    0  • 

2 

^  \j [X-^ X2  •  •  •  Xn )  L "^1  ^2  '  '  '  ^'i'  J  '^± ^2 ^3  *  *  •  '^'J  i^  J- /     f  • 

n 

Demnach  ist: 

der  negative  Coefficient  des  zweiten  Gliedes   gleich  der  Summe 

aller  Wurzeln, 
der  Coefficient  des   dritten  Gliedes   gleich   der  Summe   der  Pro- 

ducte  aus  je  zwei  Wurzeln, 
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das  Absolutgliecl  t  gleich  dem  Producte  aller  Wurzeln,  und  zwar 
positiv  genommen^  wenn  die  Grleichung  von  gerader  Ordnung  ist, 
und  negativ  genommen,  wenn  sie  von  ungerader  Ordnung  ist. 
Hat  die  Gleichung  zwei  Wurzeln  x^  und  x.,,  so  ist 

X  =  X-  —  (x^  -f  x.,)x  +  x^x.,  =  0  ; 

hat  sie  drei  Wurzeln  Xi^XojX.^,  so  ist 

X  =  X^—  {Xj^+  Xo  +  x^)x^  +  (x^x.,  +x^x.^-\-  x.^x^x  —  X^X,X^  =  0 . 

Um  die  Allgemeinheit  dieses  Gesetzes  zu  beweisen,  kann  man  sich 
der  KästnerschenBewetsmethode  bedienen,  indem  man  vom  n — 1*^° 
Grade  auf  den  ?i*^°  schliesst.  Es  sei  also  das  Product  von  n  —  1  Bi- 
nomialfactoren  : 

{x  —  x^){x—x.:) . .  .{x  —  Xn-^)  =  x"-^  ~  :^G  X''-''-  -\ 1-(— l)""'^^' 

1  n— 1 

und  der  folgende  Binomialfactor  x  —  ic„,  so  erhält  man  durch  Mul- 
tiplication  des  Polynoms  mit  demselben: 

{x  —  x^ix  —  x.^  ...{x  —  x,^  =  x^—  (UC  +  Xn)x''-^ 

1 

+  (UC  +  XnUC)x—'  —  (ZC+Xn2:C)x—^  H h  (—  lyXnUC. 

2  1  3  2  n— 1 

Rücksichtlich  der  Classe  der  Combinationen  sind  die  Vorzeichen 
unverändert  geblieben,  rücksichtlich  der  Coefficienten  des  neuen 
Polynoms  ist 

der  zweite  ZC  +  ^«  yon  der  ersten  Dimension,  gleich  SCj 
1  1 

der  dritte  UC  -{-  x^^JC  von  der  zweiten  Dimension,  gleich  5(7; 

2  1  2 

u.  s.  w.;  endlich 

der  letzte  Xn^C  you  der  n^^'^  Dimension,  gleich  SC. 

n — 1  n 

Da  nun  vorhin  gezeigt  ist,  dass  das  Gesetz  für  drei  Binomial- 
factoren  gilt,  so  gilt  es  auch  für  vier,  fünf  u.  s.  f.;  folglich  all- 
gemein. 

Das  Gesetz  der  Bildung  der  Gleichungen  aus  Binomialfactoren 
liefert  n  Gleichungen  mit  n  Unbekannten  zwischen  den  Wurzeln 
und  den  Coefficienten.  Sie  sind  indess  im  Allgemeinen  zu  einer 
directen  Bestimmung  der  Wurzeln  nicht  geeignet,  da  sie  zur  Be- 
rechnung der  einen  Wurzel  durch  Elimination  der  n  —  1  übrigen 
nur  die  ursprüngliche  Gleichung  wiedergeben.  Man  kann  diese 
wichtigen   Relationen   jedoch    durch   geeignete   Combinationen   der 

Matthiesseu,  Grundzüge  d.  ant.  u.  mod.  Algebra.  2 
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unbekannten  Wurzeln  zu  neuen  Unbekannten  mit  Yortheil  zur 
Auflösung  der  Gleichungen  von  ^en  ersten  vier  Graden  anwenden^ 
wie  im  Abschnitt  über  die  Combinationsmethoden  gezeigt  werden 
wird. 


VI.     Von  den  Zeichenfolgen  und   Zeichenwechseln.   — 
Cartesischer   oder   Harriot'scher  Lehrsatz. 

§  11.    Von  den  Zeiclienfolgen  und  Zeichen  wechseln. 

Lehrsatz.  Wenn  in  einer  Gleichung  X  =  0  die  Vorzeichen 
der  Glieder  von  gerader  Ordnung  geändert  werden^  so  erhält  man 
eine  Gleichung,  deren  Wurzeln  denen  der  ursprünglichen  mit  ent- 
gegengesetzten Vorzeichen  gleich  sind. 

Die  gegebene  Gleichung  sei: 

X  =  x""  +  ax""-^  +  hx""-^  +  cx""-^  -\ 1-^  =  0. 

Setzt   man   —  x  an   die   Stelle  von  x,   so   erhält   man  offenbar,  n 
möge  gerade  oder  ungerade  sein,  die  folgende  Gleichung: 
x""  —  ax""-^  +  hx""-^  —  cx""-^  -\ \-  {^—  lYt  =  0  . 

Lehrsatz.  Sind  sämmtliche  Wurzeln  einer  Gleichung  X  =  0 
positiv,  so  haben  die  Coefficienten  abwechselnde  Vorzeichen; 
sind  sämmtliche  Wurzeln  negativ,  so  sind  die  Coefficienten  ohne 
Ausnahme  positiv. 

Der  erste  Theil  dieses  Satzes  folgt  aus  §  10,  der  zweite  Theil 
aus  der  Form  des  Products: 

Bei  lauter  positiven  reellen  Wurzeln  hat  die  Gleichung  also  lauter 
Zeichenwechsel  (changes,  Variationen);  bei  lauter  negativen 
reellen  Wurzeln  lauter  Zeichenfolgen  (continuations,  Perma- 
nenzen).    Diese  Sätze  lassen  sich  jedoch  keineswegs  umkehren. 

§  12.    Harriot'scher  oder  Cartesischer  Lehrsatz*). 

Eine  Gleichung  X=0,  diese  möge  vollständig  oder  unvollstän- 
dig sein,  kann  nicht  mehr  reelle  positive  Wurzeln  haben  als  Zeichen- 


*)  Harriot,  Artis  analyticae  praxisad  aequationes algebraicas  resolvendas. 
Fol.  Londin.  1631  (Posthum). 

Cartesius,  Geometria  a  R.  d.  C.  De  natura  aequationum.  p.  70.  Am- 
stelod.  1683.  —  Gauss,  in  Crelle's  Journ.  Bd.  III.  S.  1. 
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Wechsel  und  eine  vollständige  Gleichung  nicht  mehr  reelle  negative 
Wurzeln  als  Zeichenfolgen.  Sind  sämmtliche  Wurzeln  reell,  so  ist 
die  Anzahl  der  positiven  Wurzeln  gleich  der  Anzahl  der  Zeichen- 
wechsel, die  Anzahl  der  negativen  Wurzeln  gleich  der  der  Zeichen- 
folgen. 

Ist  die  Gleichung  X  =  0  vom  n^^"^  Grade,  so  hat  sie  w  +  1  Glieder 
und  darum  eine  /^fache  Aufeinanderfolge  von  Vorzeichen.  Es  stimmt 
dieselbe  also  zunächst  mit  der  Anzahl  der  Wurzeln  überein. 

Es  sei  nun  X^  das  Product  aller  binomischen  und  aus  je  zwei 
conjugirten  complexen  Wurzeln  gebildeten  trinomischen  Factoren, 
von  denen  die  binomischen  allein  die  negativen  Wurzeln  enthalten; 
ausserdem  mögen  a,  ß  .  .  die  übrigen  positiven  Wurzeln  bezeichnen, 
so  ist  das  vollständige  Polynom: 

X==X,{x  —  a)(x-ß).... 

Wenn  sich  aber  zeigen  lässt,  dass  das  Theilpolynom  X^,  einer- 
lei welche  die  Reihenfolge  seiner  Vorzeichen  auch  sein  möge,  nach 
der  Multiplication  mit  x  —  a  in  ein  Polynom  von  wenigstens 
einem  Zeichenwechsel  mehr,  nach  der  weiteren  Multiplication  mit 
X  —  /3  in  ein  Polynom  von  wenigstens  zwei  Zeichenwechseln  mehr 
übergegangen  ist,  so  wird  der  Satz  in  Betreff  der  positiven  Wurzeln 
bewiesen  sein. 

Es  nun  das  Theilpolynom: 

Xi  =  X'"  —  ax'"-^  +  cx"'-^  —  dx'''-^ 1 \-  , 

also  die  Aufeinanderfolge  der  Zeichen: 

+  -  +  + +  -+• 

Man  entwickele  das  Product  X^^x  —  «),  wobei  sich  die  Zeichen 
der  Partialproducte  auf  folgende  Art  combiniren: 

+  -  +  + +  -  + 

-  +  —  +  ±  j:+~  +  ~ 

woraus  sich       -| hi  —  "F  +  H — I 1 

als  die  theils  bestimmten,  theils  unbestimmten  Vorzeichen  der  Glieder 
des  Productes  ergeben.  Es  sind  in  diesem  concreten  Falle  die 
Zeichen  von  vier  Gliedern  zweifelhaft,  wenn  das  Polynom  X^  elf 
Glieder  hat.  Vergleichen  wir  aber  die  Zeichen  des  neuen  Polynoms 
mit  denen  des  gegebenen,  so  ergibt  sich  daraus*),  dass: 

*)  Man   vergl.   Hymers,   Treatise    on  the  theory  of  algebraical  equa- 

tions.  §  55. 

2* 
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a)  für  jede  Gruppe  der  Zeichenfolgen  eine  gleiche  Anzahl  ent- 
sprechender Gruppen  von  zweifelhaften  Zeichen  existirt; 

b)  die  beiden  Zeichen^  welche  unmittelbar  vor  und  hinter  den 
zweifelhaften  Zeichen  stehen,  entgegengesetzt  sind; 

c)  ein  überzahliges  Zeichen  am  Ende  auftritt,  entgegengesetzt 
dem  des  letzten  Gliedes  vom  Polynom  X^. 

Also  im  ungünstigsten  Falle,  im  welchem  alle  zweifelhaften 
Zeichen  -f-  oder  —  sind,  können  wir  wegen  b)  die  oberen  Zeichen 
nehmen.  Dann  sind  alle  Vorzeichen  der  Coefficienten  des  Products 
dieselben  wie  im  Polynom  X^  und  ausserdem  ist  am  Ende  ein 
Zeichenwechsel  hinzugefügt.  Würden  wir  statt  der  oberen  die  un- 
teren Zeichen  annehmen,  so  wären  die  Vorzeichen  sämmtlich  die 
entgegengesetzten  des  Polynoms  X^  mit  Ausnahme  des  ersten, 
durch  welches  in  diesem  Falle  ebenfalls  wenigstens  ein  Zeichen- 
wechsel zu  den  bereits  vorhandenen  hinzutreten  würde. 

Fährt  man  in  'der  Multiplication  mit  den  Binomialfactoren 
X  —  ß^x  —  y....  fort,  so  kommt  jedesmal  wenigstens  ein  Zeichen- 
wechsel hinzu,  wodurch  der  erste  Theil  des  Satzes  bewiesen  ist. 

Verwandelt  man  das  Polynom  X  in  ein  aijderes  X,  dessen 
Wurzeln  von  entgegengesetzten  Vorzeichen  sind,  so  erscheinen  die 
negativen  Wurzeln  der  Gleichung  X=0  als  positive  der  Gleichung 
X  =  0,  und  diese  muss  daher  wenigstens  eben  so  viele  Zeichen- 
wechsel darbieten,  als  X  negative  Wurzeln  besitzt. 

Da  nun  also  jede  positive  Wurzel  der  Gleichung  X  =  0  we- 
nigstens einen  Zeichen  Wechsel  und  jede  negative  Wurzel  für  sich 
wenigstens  einen  solchen  in  X  =  0  erwarten  lässt,  so  kommt 
dies  dem  Sinne  nach  überein  mit  dem  Satze,  dass  die  Gleichung 
X  =  0  nicht  mehr  positive  und  negative  reelle  Wurzeln 

haben  kann,  als  Xund  X  beziehlich  Zeichenwechsel  ent- 
halten. 

Ist  die  Gleichung  X  =  0  vollständig,  d.  h.  ist  kein  Coefficient 
derselben  gleich  Null,  so  sind  in  ihr  eben  so  viele  Zeichenfolgen 
als  in  X  =  0  Zeichenwechsel,  und  darum  hat  die  Gleichung  X  ===  0 
unter  derselben  Voraussetzung  eben  so  viele  Zeichenfolgen  als  ne- 
gative Wurzeln. 

Weil  nun  bei  lauter  reellen  Wurzeln  die  Anzahl  der  positiven 
und  negativen  Wurzeln  gleich  der  Summe  der  Zeichenwechsel  und 
Zeichenfolgen  ist,  so  ergibt  sich  aus  dem  Hauptsatze,  dass  die  An- 
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zahl  der  positiven  Wurzeln  genau  gleich  der  der  Zeiehenweehsel; 
die  Anzahl  der  negativen  Wurzeln  gleich  der  der  Zeichenfolgen  ist. 
Ist  die  Gleichung  X  =  0  incomplet,  so  hat  sie  nicht  mehr 
reelle  negative  Wurzeln,  als  die  Anzahl  der  unmittelbaren  und  durch 
eine  gerade  Anzahl  fehlender  Glieder  unterbrochenen  Zeichen- 
folgen vermehrt  um  die  Anzahl  der  durch  eine  ungerade  Anzahl 
fehlender  Glieder  unterbrochenen  Zeichenwefehsel.  Es  ist  nämlich 
evident,  dass  jeder  wirklich  vorhandene  und  jeder  durch  eine  gerade 
Anzahl  fehlender  Glieder  unterbrochene  Zeichenwechsel  in  X  eine 
ähnliche  Zeichenfolge  in  X  voraussetzt,  z.  B.: 

X:     + +  -  +  + +  •- 

X:     +  +  -  +  ■•  +  +  + +  •-, 

dass  dagegen  jedem  durch  eine  ungerade  Anzahl  fehlender  Glieder 
unterbrochenen  Zeichenwechsel  in  X  ein  gleicher  in  X  entspricht. 
In  dem  vorstehenden  concreten  Falle  hat: 

a)  X  drei  unmittelbare  und  zwei  durch  eine  gerade  Anzahl 
fehlender  Glieder  unterbrochene  Zeichenwechsel:  ausserdem  zwei 
durch  eine  ungerade  Anzahl  fehlender  Glieder  unterbrochene; 

b)  X  drei  unmittelbare  und  zwei  durch  eine  gerade  Anzahl 
fehlender  Glieder  unterbrochene  Zeichenfolgen;  ausserdem  zwei 
durch  eine  ungerade  Anzahl  fehlender  Glieder  unterbrochene  Zeichen- 
wechsel. 

Ist  in  einer  Gleichung  vom  n^^"^  Grade  zufolge  des  Hauptsatzes 
die  Anzahl  der  positiven  Wurzeln  höchstens  p,  die  der  negativen 
höchstens  q,  also  die  Anzahl  sämmtlicher  reellen  Wurzeln  höchstens 
P  -{-  Qj  so  ist  die  Anzahl  der  complexen  Wurzeln  mindestens 
n—p  —  q. 

§  13.    Von  der  Anzahl  der  complexen  Wurzeln. 
Lehrsatz.     Jede  Gleichung  X  =  0,  welcher  eine  gerade  Anzahl 
p   auf  einander  folgender  Glieder  fehlt,  hat  mindestens  p  complexe 
Wurzeln.    Ist  dagegen  die  Anzahl  der  auf  einander  folgen4en  feh- 
lenden Glieder   ungerade,   so   hat   sie  mindestens  p±l  complexe 
Wurzeln,  je  nachdem  die  fehlende  Gruppe  zwischen  zwei  Gliedern 
von  demselben  oder  dem  entgegengesetzten  Zeichen  sind. 
Die  gegebene  Gleichung  sei: 
a^n  _|.  ax^-"-  -\ 1-  fx"'+^'-  +  Jcx"^  H \-sx  +  t  =  0. 
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In  ihr  fehlt  die  Gruppe: 

gx^'-^P  bis  ix""^^ 
und  das  vorangehende  Glied  hat  mit  dem  nachfolgenden  dasselbe 
Zeichen.  Schreibt  man  nun  dasselbe  Zeichen  vor  alle  fehlenden  Glieder, 
so  wird  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  etwa  g),  die  aller  Zeichenfolgen 
n  —  ca  sein.  Schreibt  man  dagegen  die  Zeichen  aller  fehlenden 
Glieder  der  Gruppe  abwechselnd  —  und  -f-?  so  dass  p  oder  j) -f"  1 
neue  Zeichenwechsel  eingeführt  werden,  je  nachdem  p  gerade  oder 
ungerade  ist,  also: 

p  gerade:         +  -\ [--|-  +  -|--|-_f- +^ 

+  +  ••••  +  -+-  +  + +, 

p  ungerade:     +H (--|-_|-4-  + -|_^ 

+  +  ••••  +  -  +  -+ +, 

so  sind  offenbar  n  —  ca  ~  p  oder  n  —  co  —  p  —  1  die  Grenzen 
der  Zahl  der  negativen  Wurzeln.  Deshalb  kann  es  höchstens  co 
positive  und  beziehungsweise  n  —  co  — p  oder  n  —  co  — p  —  1  ne- 
gative Wurzeln,  d.  h.  höchstens  n — p  oder  n — p—  1  reelle 
Wurzeln  geben.  Folglich  ist  die  Anzahl  der  complexen  Wurzeln 
mindestens  p  oder  p  -\-  1,  je  nachdem  p  gerade  oder  ungerade  ist. 
Wenn  die  fehlende  Gruppe  zwischen  zwei  Gliedern  von  ent- 
gegengesetzten Vorzeichen  steht;  z.  B.  die  angedeuteten  Ver- 
änderungen folgende  Systeme  ergeben: 

p  gerade:         +H h  +  +  +  H +  ; 

+  +  ••••  +  -  +  -+- +  ; 

p  ungerade:     +  -\ [-  +  +  +  - +  , 

+  +  ••••+-  +  -- +  , 

so  werden  für  p  gerade  wiederum  p  neue  Zeichenwechsel  ein- 
geführt-, hingegen  für  ^ungerade  nur  jp —  1  neue  Zeichenwechsel. 
Deshalb  sind  in  diesem  Falle  n  —  o  —  p  oder  n  —  o  — 1>  +  1 
die  Grenzen  der  Zahl  der  negativen  Wurzeln  und  die  Grenzen  der 
Zahl  der  reellen  Wurzeln  beziehungsweise  n — p  oder  n — i?+l; 
d.  h.  die  Minimalzahl  der  complexen  Wurzeln  ist  p  oder  p  —  1, 
je  nachdem  p  gerade  oder  ungerade  ist. 

Ist  also  i^  ==  1,  so  ist  die  Anzahl  der  complexen  Wurzeln  we- 
nigstens zwei,  wenn  das  Glied  zwischen  einer  Zeichenfolge  fehlt; 
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dagegen    ist    sie    unentschieden^    wenn   das   Glied   zwisclien    einem 
Zeichenwechsel  fehlt.     Ist  z.  B.  die  Form  der  Gleichung: 

X-  +  Bx--'^  +  Cx—^  H 1-^=0 

und  JBy-  0,  so  hat  sie  wenigstens  zwei  complexe  Wurzeln. 

Allgemein,  wenn  in  einer  defecten  Gleichung  die  fehlenden 
Glieder  zuerst  mit  solchen  Vorzeichen  ergänzt  werden,  dass  die 
Gesammtzahl  der  Zeichenwechsel  möglichst  klein  ist  und  gleich  ca; 
sodann  mit  solchen  Vorzeichen,  dass  die  Gesammtzahl  der  Zeichen- 
folgen möglichst  klein  ist  und  gleich  g,  so  ist  die  Anzahl  der  po- 
sitiven reellen  Wurzeln  höchstens  co,  die  der  negativen  reellen 
Wurzeln  höchstens  g;  mithin  die  Anzahl  der  complexen  Wurzeln 
mindestens  n  —  o  —  q. 


Zweiter  Abscliiiitt. 

Von  den  Transformationen  der  (Gleichungen  und  den  syninie- 
trisclien  Functionen  der  Wurzeln. 


I.    Vergrösserung  und  Verkleinerung  der  W^urzeln  durch 
Addition  und  Subtraction.  —  Lineare  Variation. 

§  14. 
'  Gegeben  sei  die  Gleichung: 

f{x)  =  X==x'^  -{-  ax""-^  +  ^^"~^  H \-  t  =  0. 

Dieselbe  lässt  sich  stets  in  eine  andere  verwandeln^  deren  V\^urzeln 
um  0  kleiner  sind,  so  dass  in  der  neuen  Gleichung: 

Y=y^  +  ^2/"~'  +  ^r~'  +  •  •  •  +  T  =  0 

die  W^urzel  y  =  x  —  z  und  x  =  y  -\-  s  wird.  Wenn  nun,  was  in 
der  Folge  häufig  geschieht,  durch  die  Substitution  x  =  y  -\-  s  oder 
X  -\-  z  die  gegebene  Gleichung  in  eine  neue  Y  =0  verwandelt 
wird,  so  soll  die  Grösse  2  mit  dem  Namen  Variation  bezeichnet 
und  die  neue  Gleichung  in  y  oder  x  die  variirte  Gleichung  oder 
kurz  die  Variirte  genannt  werden. 

Durch  Substitution  und  Entwickelung  der  Glieder  der  Gleichung 
Y  =  0  erhält  man  nun : 

^  =  (2)  ^'  +  (''7')  «^  +  &  =  f'-K^  :  (^^-2)!  , 

Wenn  man  die  transformirte  Gleichung  nach  steigenden  Potenzen 
der  neuen  Unbekannten  y  ordnet,  so  kann  man  mit  Einführung 
der  derivirten  Functionen,  wie  in  §  5,  schreiben: 
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f{y  + «) = m  +  r«  f  +  r  w  r^  +  •  •  • 


n— 1 


Zur  Substitution  der  linearen  Function'  i/  +  «  an  die  Stelle  der 
Wurzel  X  einer  numerisclien  Gleichung  kann  man  folgendes  ein- 
fachere und  bequemere  Verfahren  einschlagen.  Die  gegebene 
Gleichung  und  die  Variirte  sind: 

X  =  :r«  +  ax""-^  +  &^"-2  ^ \-  sx  +  t  =  0, 

Y={x—ay-{-A{x—ay-^  +  B{x  —  aY---\ \-S(x-a)  +  T=0. 

Da  das  Polynom  Y  durch  x  —  a  getheilt  den  Rest  T  und  den 
Quotienten 

Y^  =  {x—  ar-^  +  A{x  —  «)«--  H \-  S 

gibt,  so  muss  auch  das  Polynom  X  durch  x  —  a  getheilt  den  Rest 
T  und  den  Quotienten   Y^  geben. 

Wird  der  Quotient  F^  abermals  durch  x  —  a  getheilt,  so  erhält 
man  den  Rest  S  und  den  Quotienten 

Y,  =  {x  —  ay-'  +  A{x  -  «)""'  H h  -ß 

u.  s.  f.    Die  Transformation  kann   also  einfach  durch  eine  wieder- 
holte Division  des  Polynoms  bewerkstelligt  werden.    Die  Ausführung 
ist  bereits  in  §  3  demonstrirt  worden. 
Zahlenbeispiel.    Die  Gleichung: 

^4  _  2^2  _|_  4^  _  8  _  0 
in  eine  andere  zu  verwandeln,  deren  Wurzel werth  um  1  kleiner  ist. 


1         0 

—  2         4         —8 

1 

1         1 

-  1         3        (-5) 

1         2 

1        (4) 

1         3 

(4) 

1       (4) 

Die  Variirte  ist  demnach: 

^  _j_  4^/3  +  4^/2  _j_  4^  ,_  5  =  0. 

Ist  der  Coefficient  des  ersten  Gliedes  nicht  1,  so  ist  das  Verfahren 

ganz  ähnlich. 

Zahlenbeispiel.  Die  Gleichung: 

3^^- 

-  13^.'^  + 

22^2  _  54^  +  127  =  0 
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in  eine  andere  zu  verwandeln,  deren  W.urzeln  y  um  2  grösser  sind. 
Die  Variation  ist  also  x  =  y  —  2. 

3         -  13         -\-    22         —    54         +  127 

3         -  19         +    60        (—  174) 

3         —25       (+110) 

3       (-  31) 

Die  Transformirte  ist:  " 

3i/^  —  31^«  +  nOy^  -  1741/  +  127  =  0. 

IL     Vergrösserung  und  Verkleinerung  der  Wurzeln  durch 
Multiplication  und  Division. 

§  15. 

Wenn  eine  Gleichung  in  eine  andere  verwandelt  werden  soll, 
deren  Wurzeln  das  m  fache  von  denen  der  gegebenen  betragen,  so 
setze  man  in  der  gegebenen: 

X  =  ^'^  +  ax""-^  +  6^"-2  + \-  sx-\-t  =  0 

y  :  m  an  die  Stelle  von  x.    Multiplicirt  man  zur  Wegschaffung  der 
Quotienten  die  Gleichung  jetzt  mit  m",  so  lautet  die  Transformirte: 

yri  _^  may^~^  +  m^hy^~^  +  •  •  •  +  ni^~^sy  +  m^t  =  0. 
Man  wendet  diese  Transformation  dazu  an,  den  ersten  Coefficienten 
auf  die  Einheit  zu  reduciren  oder  vorkommende  gebrochene  Coef- 
ficienten verschwinden  zu  lassen. 

Aufgabe.    Den  Coefficienten  des  ersten  Gliedes  der  Gleichung 

a^x""  +  a^i^'^-i  +  a^x""-^  H 1-  a„  =  0 

auf  die  Einheit  zu  bringen. 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  seien  ^^iCg^s  •  •  •  ^w  Alsdaim  hat 
die  Gleichung 

oder 

yn    _|_  a,yn-^  +  «0^2^-'  H h  V~' ^«    =  0 

die  Wurzeln: 

Aufgabe.    Die  Gleichung: 


VQ^„. 
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in  eine  andere  zu  verwandeln,  deren  Coefficienten  ganz  sind. 

Sind  die  Wurzeln  XiX.2X^  .  .  .  Xn  und  ni  der  kleinste  gemein- 
schaftliche Dividuus  der  Divisoren  h^W  .  . . ,  so  hat  die  Gleichung 

die  Wurzeln: 

mx^ ,    mx.2 ,     ...     mxn  , 
und  alle  Coefficienten  sind  ganze. 

In  vielen  Fällen  erhält  man  indess  auf  die  angegebene  Art 
nicht  diejenige  Gleichung,  welche  die  möglichst  kleinen  Coefficienten 
hat.  Es  ist  klar,  dass  man,  um  dieselbe  zu  erlangen,  m  so  zu  be- 
stimmen hat,  dass 

h'  \'  \'  '•'  h; 

gleich  einem  Ganzen  seien.    So  z.  B.  genügt  der  Gleichung: 

die  Zahl  m  =12  statt  m  =  72,  und  die  Transformirte  ist: 
yo  _  16^2  _  54^  _^  120  =  0. 

Sind  die  numerischen  Coefficienten  einer  Gleichung  so  beschaffen, 
dass  sie  einen  gemeinschaftlichen  Factor  in  irgend  welcher  Potenz 
besitzen,  so  kann  man  unter  Umständen  die  Wurzel  der  Gleichung 
durch  Division  verkleinern. 

Zahlenbeispiel.     Setzt  man  in  der  vorigen  Gleichung: 

X  —  y  •^'"  —  -§-  ^  "T  ^  —  ^> 
m  =  72,  so  ist  die  Transformirte: 

yi  _  96^^^  —  1944^  +  25920  =  0, 
oder: 

y^  —  D  .  2^if  —  3^  2^?/  +  3^  2^  5  =  0. 
Die  Wurzeln  lassen  sich  durch  3  .  2  verkleinern,  wobei  man  erhält 
y  =  ^  .2ri  und: 

rf  _  2^rf  —  2  .  33>?  +  2^  3  .  5  =  0. 
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III.    Wegschaffung  des  zweiten  oder  eines  anderen  Gliedes 
der  Gleichungen.  —  Varianten  und  Retrovarianten. 

§  16.    Die  Reductionsformel. 

Eine  wichtige  Anwendung  der  in  §  14  angegebenen  Trans- 
formation ist  die  Wegschaffung  irgend  eines  Zwischengliedes  der 
Gleichungen.  Die  Variation  bietet  oft  ein  Mittel  zu  einer  bequemeren 
Auflösung  derselben  dar.  Um  die  Wegschaffung  des  zweiten  Gliedes 
zu  bewerkstelligen,  setze  man  in  der  Variirten  Y=0  (§  14): 

Daraus  folgt  z  = und  x  =  ti d.  h.  die  Wurzeln  müssen 


um  —  verffrössert  werden. 

n         ° 

Zahlenbeispiel.    Aus  der  Gleichung: 
x^  —  iox'^Ax—1  =  0 
das  zweite  Glied  wegzuschaffen. 

Hier  ist  a  =  —  6,  w  =  3,  also  s  =  2  und  x  =  y  -\-  2.    Man 
bilde  folgendes  Schema: 

1  —6  +4         —    7 

1  —  4  —  4       (-15) 

1  _  2  (-  8) 

1  (0) 

Die  reducirte  Gleichung  ist  i/^  —  8^  —  15  =  0  und  ihre  Wurzeln  sind 
sämmtlich  um  2  kleiner,  als  die  der  ursprünglichen.  Soll  das  r*® 
Glied  fortgeschafft  werden,  so  hat  man  die  Wurzel  zu  verkleinern 
um  eine  Grösse  ^,  welche  bestimmt  wird  aus  der  Gleichung: 

Um  das  letzte  Glied  wegzuschaffen,  muss  man  natürlich  die  ge- 
gebene Gleichung  selbst  auflösen.  Die  Wegschaffung  des  r*®"  Gliedes 
kann  also  auf  r  —  1  verschiedene  Arten  geschehen  und  es  gibt 
wenigstens  eine  reelle  Variation  ^,  wenn  r  gerade  ist.  Ist  aber 
r  ungerade  und  die  Wurzeln  der  Gleichung 

sämmtlich  complex,    so  kann  die  Gleichung  X  =  0  nicht  reducirt 
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werden,  ohne  dass  unter  den  Coefficienten  der  reducirten  Gleichung 
complexe  Coefficienten  auftreten.  Wenn  r  grösser  als  i{n  -}-  1) 
oder  ^(n  +  2)  ist,  je  nachdem  n  ungerade  oder  gerade  ist,  so  lässt 
sich  die  Bestimmungsgleichung  in  s  reduciren  auf  den  n  —  r  -f-  l*^"" 
Grad.  Dividirt  man  nämlich  die  Gleichung  X  =  0  durch  x'^  und 
schreibt  sie  in  der  Form^: 

©"  +  l(i:)"-'  +  K^r  +  --  +  T  =  0> 

SO  lassen  sich  durch   die  Variation  —  = \-  s   auch  die  Glieder 

mit  den  Coefficienten  s,  Vj  u.  s.  w.  fortschaffen. 


§  17.    Die  Varianten  und  Retrovarianten  einer  Gleichung. 

Wenn  man  eine  Gleichung  so  variirt,  dass  entweder  das  zweite 
oder  das  vorletzte  Glied  verschwindet,  was  durch  eine  lineare 
Transformation  geschieht,  so  erhalten  die  übrigbleibenden  GHeder 
Coefficienten,  welche  wir  im  ersten  Falle  Varianten,  im  zweiten 
Retrovarianten  nennen  wollen.  Sie  stehen  im  Zusammenhang 
mit  gewissen  anderen  Functionen  der  Coefficienten,  die  wir  später 
kennen  lernen.  Wir  gehen  zunächst  aus  von  der  gewöhnlichen 
Form: 

X  =  ^«  +  a^«-i  +  hx^-'  -\ 1-  s^  +  ^  =  0, 

und  setzen  zur  Wegschaffung  des  zweiten   Gliedes  x  =  y a. 

Entwickelt  man  die  Potenzen  der  Binome  und  ordnet  die  Gleichung 
nach  der  Hauptgrösse  ?/,  so  erhält  man: 

+ 

Soll  ausser  dem  zweiten  noch  das  >•'=  Glied  verschwinden,  so 
bedarf  es  dazu  der  Auflösung  einer  Gleichung  vom  r  —  l'«""  Grade*). 


*)  Tscliirnhaus  erfand  eine  Methode,  dureli  Substitution  einer  Function 
neuer  unbekannten  beliebig  viele  Glieder  einer  Gleichung  zu  eliminiren. 
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Von  besonderer  Wichtigkeit  für  die  Theorie  der  algebraischen 
Gleichungen  sind  nun  diejenigen  Formen^  welche  die  Coefficienten  j 
der  Variirten  annehmen,  wenn  man  von  der  Cayley 'sehen  Form 
des  Polynoms  ausgeht.  j 

Nach  §  1  ist  diese: 

fix)  =  ax-  +  (l\  hx—'  +  (2)^^""'  H hC^Asx  +  t^  0,  j 

oder  mit  der  eingeführten  symbolischen  Bezeichnung: 

{a,'b,c,.  ..s,t){x,  1)"  =0. 
Die  transformirte  Gleichung  lautet  in  diesem  Falle: 

+  (l)^  (2b'  -  Sähe  +  a'd)  y-^ 

~  (4)  ^  (3Ä*  -  Gab'c  +  ia^d  -  a'e)  «/'-* 

+     • ' =0. 

Die  Variation  ist  nun und  x  =  ii ,    also    y  =  - — ~^  - 

Setzt  man  dies  in  die  Transformirte  ein,  so  erhält  man: 

a^-^f{x)  =  {ax+hy  -  ('l\(b^-ac)  {ax  +  hy-^ 

+  (1\{2W  -^ahc+a^d)  {ax+yy-^ 

-(^^\{U'^  —  Qal^c  +  4.d'hd-a^e){ax  +  l)Y-'^ 

+        

oder  kurz: 

Die  Coefficienten    Fg,  F3,  F4,  u.  s.  f.  heissen   der  Reihe  nach   die 
quadratische,  kubische,  biqtadratische  Variante  u.  s.  f. 

Entwickelt  man  wiederum  die  Gleichung  nach  Potenzen  von  Xj 
so  erhält  man  durch  Vergleichung  der  einzelnen  Coefficienten  mit 
denen  der  ursprünglichen  Gleichung  die  Relationen  der  Varianten 
unter  einander.    Wir  erhalten  nämlich: 
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«a;»  +  (")6a-»-'  +  (^)w-2  +  P)rfx'-'  +  ...1 
=  o",r"+rjV-'5a;»-i+C2V--6^  x"-' +  (3)  «"-'*'   «■"-'+•• 

-G)^«"-^'-(:)("7>»"-'* 

Hieraus  ergeben  sieh  folgende  Beziehungen  zwischen   K,,  F3, . . .  . 
W  —  lOa^dV^  +  \Oac  V^  —  bh  V^  +  F5  =  «Y, 

^"  -  ( 2 ) """''''  ^2  +  (3 )  ci^'-'a  V, ±  n  =  «"-'^. 

Wenn  das  vorletzte  Glied  verschwinden  soll;  so  dividire  man  die 
Gleichung  durch  x'\  ordne  die  Glieder  entgegengesetzt  und  aub- 
stituire : 

\         \         s        t  t     , 

—  = r,     —  = \-  S. 

X  y  t  ^     y  X     ' 

Alsdann  ist: 

+ 

Die  Coefficienten  dieser  Reducirten  heissen Retrovarianten,  welche 
wir  mit  einem  doppelten  Index  bezeichnen. 
1.  Beispiel. 
,  ax'  -]-2'bx  +  c  =  0. 

Die  Reducirte  ist: 

(^  +  ^)  -  (*'  -  "^)  =  0, 

und  die  quadratische  Retrovariante  der  quadratischen  Function: 


32  Zweiter  Abschnitt.     Transformation  der  Gleichungen.     IV. 

2.  Beispiel. 

ax"^  +  Ux'^  +  3cx  +  d  =  0. 
Die  Reducirte  ist: 

(4  +  c)'  -  3  (c'  -  6,;)(|-  +  c)  +  (2c=  -  36«?  +  <P«.) , 
und  die  quadratische  Retro Variante  der  kubischen  Function: 

die  kubische  Retrovariante  der  kubischen  Function: 
r3,3  =  2c^  -  Ucd+d'a. 

3.  Beispiel. 

ax^  +  4?>^'^  +  Qcx^  +  4(?^  +  (3  =  0. 
Die  Reducirte  ist: 

+  4  ('2(^^  —  3c^e  +  e'hV-  +  fA  -  ("Se/^  -  Ged'c  +  4e'dh-e'a\ 

und  die  quadratische  Retrovariante   der  biquadratischen  Function: 

F'2, 4  =  d^  —  ce  j 
die  kubische: 

F3,4  =  2t?^  —  3cde  +  e'h, 
die  biquadratische: 

F4, 4  =  Sc/'^  —  ßec^^c  +  ie'db  -  e'a. 

IV.  Transformation  einer  Gleichung  in  die  ihrer  reciproken 
Wurzelwerthe.  —  Reciproke  Gleichungen. 

§  18. 
Wenn  man  in  der  Gleichung: 

X  =  x^'  +  ax^'-^  +  hx''-^  _f-  ...  -|-  i^  =  (^x  —  x^Xx  —  X2Xo(^  —  ^3)'"  =  0 

—  an  die  Stelle  von  x  setzt,  also: 

y 


y 

so  erhält  man  durch  Multiplication  mit  f'  :  t: 
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r  +  ~  r-^  +  -T  r-  +  •••+:  2/  + 1=(2/- i)(2,- 1) ...=o, 

eine  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  reciproken  Wurzeln  der  ur- 
sprünglichen sind. 

Setzt  man  in  der  transformirten  Gleichung  x  an  die  Stelle  von 
y  und  multiplicirt  sie  mit  der  gegebenen  X  =  0,  so  erhält  man 
eine  Gleichung  von  2w*^°  Grade,  deren  Coefficienten  vom  Anfang 
und  Ende  gleich  sind,  nämlich: 

^'"+  («  +  t)  ^"'"'  +  (*  +  f  +  "  t)  """"'  +  ■•■ 

+  (a  +  ^'jx+l=0. 

Man  nennt  diese  Art  von  sj^mmetrischen  Gleichungen  reci- 
proke. Sie  bleiben  nämlich  dieselben,  wenn  man  in  ihnen  an 
die  Stelle  von  x  setzt.  Man  darf  daraus  schliessen,  dass  sie  je  zwei 
Wurzeln  von  der  Form  x,    und  —  besitzen.    Es    ist    einleuchtend, 

dass  wenn  man  jede  der  Wurzeln  XiX2X^  . . .  Xn  mit  ihren  reciproken 
Werthen  combinirt,  jede  reciproke  Gleichung  sich  in  n  trinomische 
Factoren  zerlegen  lässt,  nämlich: 

x^-(^x,  +  ^^x  +  l=0, 

x^^U.+y^x+l^O. 

Man  kann  den  Begriff  der  reciproken  Gleichungen  noch  etwas 
verallgemeinern,  indem  man  solche  darunter  versteht,  deren  Trans- 

formirte  mit  der  ursprünglichen   identisch  bleiben,   wenn  man  — 

an  die  Stelle  von  x  setzt.    Die  Gleichung  hat  alsdann   die  Form: 

a;2«  +  aa;2«-i  +  6^2^-2  _j (_  hu'^-'^x^  -f  au^'-^x  +  t(«  =  0, 

für: 

X^n  _[_  ^^2n-l    _|_  J^2«-2    _^ \.rX^  +  SX  +  t  =  0, 

und  es  bestehen  also  die  Relationen: 

US  =  at,     u^r  =  ht,     ti^q  =  et,  ...  u^^  =  f-. 

Mattbiessen,  Grundzüge  d.  aut,  u.  mod.  Algebra.  3 
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Ist  im  speciellen  Falle  w"  ==  +  1 ,  so  folgt  aus  der  letzten  Gleichung 
if  =  +  1;  und  je  nach  dem  Vorzeichen  +  oder  — 

1)  s==aj  r  =  bj  ^  =  (^, 

2)  s  ==  —  a,     r  =  —  h ,    g==  —  c ,     ... 

d.  h.  es  müssen  entweder  die  correspondirenden  Glieder  vom  Anfang 
und  Ende  gezählt,  gleich  und  von  gleichem  Vorzeichen  sein,  oder 
sie  müssen  gleich  und  von  entgegengesetztem  Vorzeichen  sein. 

Die  oben  zu  Grunde  gelegte  allgemeine  Form  der  reciproken 
Gleichungen  ist  von  geradem  Grade.  Sie  wird  aber  in  ihrer  Form 
nicht  geändert,  wenn  man  die  Wurzel  ^  =  -j-  1  hinzufügt,  wodurch 
sie  eine  Gleichung  von  ungeradem  Grade  wird.  Wenn  ferner  die 
Gleichung  von  geradem  Grade  2n  ist,  so  gibt  es  offenbar  ein  mit- 
telstes Glied  mx"^  mit  der  Beziehung  u^  .m  =  mt.  Dies  gibt  für 
t  ==  —  1  die  Beziehung  m  =  0.  Wenn  daher  die  Gleichung  von 
geradem  Grade  ist  und  die  correspondirenden  Coefficienten  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen  haben,  so  darf  es  kein  mittelstes  Glied 
geben. 

Da  die  Wurzeln  -\-  1  und  —  1  ihren  reciproken  Werthen 
gleich  sind,  so  können  sie  eine  beliebige  Anzahl  der  Wurzeln 
reciproker  Gleichungen  bilden,  auch  für  den  Fall,  dass  die  Wurzel- 
paare allgemein  x  und  —  sind.    Dabei  sind  x  —  1  oder  ^  +  1  ^^g 

Binomialfactoren,  d.  h.  -|-  1  oder  —  1  die  Wurzeln  .einer  Gleichung 
von  ungeradem  Grade,  jenachdem  das  letzte  Glied  —  1  oder  +  1  ist; 
ferner  sind  stets  beide  Binomialfactoren  x  —  1  und  x  -\-  1  vorhanden, 
d.  h.  +1  und  —  1  die  Wurzeln  einer  reciproken  Gleichung  von 
geradem  Grade,  wenn  das  letzte  Glied  —  1  ist. 

Wenn  demnach  diese  Factoren  eliminirt*  sind,  so  wird  die 
reducirte  Gleichung  in  beiden  Fällen  von  geradem  Grade  mit  posi- 
tivem Endgliede  sein. 

Die  vorstehenden  Sätze  erweisen  sich  analytisch  auf  folgende 
Art: 

1)  Die  reciproke  Gleichung  von  ungeradem  Grade  lässt  sich 
schreiben,  indem  man  die  correspondirenden  Glieder  vereinigt: 

{x^  ±1)  +  a(^"-2  ±l)x  +  h^x"^-^  ±  l)x^  -^ =  0. 

Da  jedes  Glied  dieses  Polynoms  durch  x  ^1  theilbar  ist,  so  sind 
^  1  Wurzeln  derselben. 
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2)  Die  reciproke  Gleichung  von  geradem  Grade  mit  negativem 
Endgliede  —  1  kann  ebenso  geordnet  werden,  nämlich: 

{x^n  __  1)  ^  a{pß—'^  —  1)  ^  +  h{x^—^  —  l)x'--\ =  0. 

Dieselbe  ist  theilbar  durch  X'  —  1,  weswegen  +  1  und  —  1  Wur- 
zeln dieser  Gleichung  sind. 

Die  reciproken  Gleichungen  von  gerader  Ordnung  lassen  sich 
auf  eine  Gleichung  reduciren,  deren  Grad  nur  halb  so  gross  ist. 
Sie  enthält  nämlich,  wie  oben  gezeigt,  lauter  trinomische  Factoren 
von  der  Form: 

und  noch  eine  gerade  Anzahl  von  der  Form: 

x^  —  1  =0, 
wenn  das  Absolutglied  +1  ist;  eine  ungerade  Anzahl  dieser  Form, 
wenn  dasselbe  —  1  ist.    In  dem  letzteren  Falle  lässt  sich  einer  der- 
selben eliminiren;  die  übrigen  geben  je  zwei  und  zwei  das  Product: 

{x^  —  1)  {x''  —  1)  =  {x^  -  2x  +  1)  {x^  +  2x  +  1), 
also  ebenfalls  trinomische  Factoren  der  vorhergehenden  Art.    Man 
dividire  einen  jeden  derselben  durch  x  und  ordne  die  Glieder  wie 
folgt: 


Setzt  man  x  -\ — -  =  y  ^   so   erhält   man  statt  sämmtlicher  quadra- 
tischer Factoren  lauter  lineare.  Ihr  Product  gibt  also  eine  Gleichung, 
deren  Grad  nur  halb  so  gross  ist  als  wie  die  Gleichung  in  x. 
Um  die  reciproke  Gleichung  von  gerader  Ordnung:  " 

zu  reduciren,  dividire  man  dieselbe  durch  it"  und  setze  die  von  den 
Enden  gleichweit  abstehenden  Glieder  paarweise  zusammen,  wie 
folgt: 

Man  setze  x  -\-  —  =  y  und  suche  'X  zu  eliminiren,  was  leicht  auf 

folgende  Art  bewerkstelligt  wird.    Es  ist: 

3* 
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folglich  allgemein: 

Steigt  man  von  den  kleinsten  Potenzen  zu  den  höheren  aufwärts^ 
so  erhält  man: 

u.  s.  w.  u.  s.  w.; 

allgemein: 

oc>n  +  -  =  2/'"  —  ^r~'  +  -V:  2    y     —  1T273 — ^r "'+••• 


V.     Bildung    der    Gleichungen     der    Wurzelsummen    und 
Wurzeldifferenzen.  —  Geminanten  und  Discriminanten. 

§  19.    Die  Gleicliuiigeii  der  Wurzelsummen  und  Wurzeldifferenzen. 

Wenn  man  irgend  eine  homogene  algebraische  Function  der 
Wurzeln  einer  Gleichung  annimmt,  in  welcher  nur  jedesmal  eine 
bestimmte  Anzahl  der  Wurzeln  enthalten  sind,  so  ist  durch  ver- 
schiedene Kunstgriffe  möglich  eine  andere  algebraische  Gleichung 
zu  bilden,  welche  alle  die  möglichen  Variationen  jener  homogenen 
Functionen  als  Wurzeln  enthält.  Handelt  es  sich  darum,  eine 
Gleichung  F==  0  zu  bilden,  deren  Wurzeln  alle  möglichen  Summen 
von  je  zwei  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  sind,  also: 

2/1  =  ^1  +  ^2,      ^2  =  ^1  +  ^3  ;      U.  S.  W. 

yi(fl 1  ^ 

so  wird  die  neue  Gleichung  offenbar  vom    -^^ — 2    ^^^  Grade    sein, 

da  dies  die  Anzahl  aller  Combinationen  von  n  Elementen  zur 
zweiten  Klasse  ist.  Um  zur  Gleichung  F  =  0  zu  gelangen,  müsste 
man  sämmtliche  Binomialfactoren: 

Vy  —  (^1  +  ^2)]  [y  —  (^1  +  ^3)]  •  •  •  [2/  —  (^2  +  ^3)]  • .  • 
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mit    einander    multipliciren    und    das   Product   gleich   Null    setzen. 
Man  erhält  auf  diese  Art  die  Gleichung: 

yr  +  Af-^  +  Blf~^  +  •  •  •  =  0, 

wo  >^*  ==  (  o  )  ^^^  ^)  ^)  ^}  •  •  •  gewisse    symmetrische  Functionen 

der  Wurzeln  x^^x^x^  .  .  .  Xn  sind,  die  sich  stets  durch  die  Coefficienten 
der  gegebenen  Gleichung  ausdrücken  lassen. 

Aufgabe.    Für  die  allgemeine  kubische  Gleichung 
x'^  +  ax^  -\-  l)x  -{-  c  =  0 
die  Gleichung  der  Wurzelsummen  zu  bilden. 

Die  Wurzeln  der  gesuchten  Gleichung  sind 

Vi  =  ^1  +  ^'-2,     y-i  =  ^1  +  ^z^     Us  =  1/2  +  ^3- 
Durch  Multiplication  der  Binomialfactoren  erhalten  wir 

i/—2(x,+x,,  +  x^)y''+(x^^-\-x.2^+Xs^  +  3x,x^  +  Sx,x^  +  3x,Xs)y— 

{X^   X2  -\-   X^X^     -j-  X^   X^  ~T"  ^1^3     ~r  ^^2   «^3  ~r  -^2^3       1"    "^^1^2 ^3)  ^^^  ^  J 

oder  kurz 

f^Af^By+C=^0. 
Es  ist  demnach  folgende  Gruppe  von  Bestimmungsgleichungen 
vorhanden 

^1  +^2  +  ^3  =  —  «; 

1  ^2     ~l  1        3     "l"  2        3     ~~"  7  X 

X^  X2  X^     =  C  y 

2(^1  +  ^2  +  ^3)  =  —  ^? 
^1^  +  ^2^  +  ^3^  +  3(a;ia;2  +  x^x^  +  ir2a:;3)  =  B, 
x.x^ix^  +  ^2)  +  ^1^3(^1  +  ^3)  +'^2^3(^2  +  ^3)  +  2x,X2X.,^  —  C. 
Aus  diesen  sechs  Gleichungen  folgt 

A  =  2a,     B==a'  —  h,     C  =  ah  —  c. 
Die  Gleichung  der  Wurzelsumme  ist  also 

y'  +  2ay'  +  (a' +  h)  y  +  (ah  -  c)  =  0. 
Für  Gleichungen  höherer  Grade  ist  dies  Verfahren  oft  mit  Schwie- 
rigkeiten verknüpft  und  ohne  Kenntniss  und  Anwendung  der  Eigen- 
schaften der    sogenannten   symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln 
der  Aufgabe  unmöglich. 

Es  soll  deshalb  ein  anderes  einfacheres  Verfahren  entwickelt 
werden,  wodurch  zugleich  die  Gleichung  der  Wurzelsummen  und  der 
Wurzeldifferenzen  erhalten  wird. 
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Die  gegebene  Gleichung  sei 

f{x)  ==  x^  +  ax""-^  +  hx""-'^  ^ 1-^  =  0, 

und  x-^x^x^  * .  .Xn  ihre  Wurzeln.  Bezeichnet  man  die  Summe  zweier 
Wurzeln  x^  und  x.^  mit  %j,  ihre  Differenz  x^—x.^  mit  ^,  so  ist  offenbar 

Da  die  Werthe  x^  und  iCg  der  Gleichung  f(x)  =  0  genügen,  so  ist 
(:l±fy  +  «  (l^_i)»-'  +  6  (Idli)"-  +...  +  ,  =  0 

und 

Eliminirt  man  aus  beiden  Gleichungen  ^,  so  erhält  man  die  Gleichung 
der  Wurzelsummen-,  eliminirt  man  dagegen  y^  die  Gleichung  der 
Wurzeldifferenzen. 

Zur  Vereinfachung  der  Gleichungen  setzen  wir 

und  schreiben  die  Gleichungen  in  folgender  Gestalt: 

(S  +  nr  +  «(S  +  nr-'  +  K?  +  n)-'  +  <?  + '))'-'  +  -  =  o, 

(j  _  ,)»  _  a(j  _  ^)«-i  +  &(J  —  ,)'-2  _  c(j  _  ,)»-3  +  ...  =  0. 

Werden  die  Binome  entwickelt  und  nach  Potenzen  von  %  geordnet, 
so  ergeben  sich  daraus  mit  Einführung  der  derivirten  Functionen 
die  beiden  Gleichungen: 

I-  tln)  +  rw?  +  f'ii)  o  +  -  +  /■"-' W  -(~^,y,  +  S«  =  0, 
n.  m  -  rin)%  +  rx»!)  ri  -  -  +  /■""'('J) (£)!  ±  5"  =  0 . 

Durch  Addition  und  Subtraction  dieser  beiden  Gleichungen  erhält 
man  zwei  andere,  welche  nur  gerade  Exponenten  der  Hauptgrösse 
enthalten,  sich  also  auf  den  halben  Grad  bringen  lassen,  nämlich 

iii.       /■  (n)  +  r  in)  -TT  +  ^"'(^)  iT2^  +  •  •  •  =  0, 
IV.      f  (,)  +  r{n)-^,  +  r«  ^:^|x-5  +  •  •  •  =  0. 

Fährt  man  mit  der  Elimination  von  ^  fort,  so  erhält  man  zuletzt 
eine  Gleichung,  welche  nur  noch  r\  enthält, 


§  19.     Gleichung  der  Wurzeldifferenzen.  39 

Entwickelt  man  die  Binome  und  ordnet  nach  Potenzen  von  rj, 
so  erhält  man  die  Gleichungen: 

V.    m)   +nt)>i   +ra).Y^   +...  +  ,,'.  =  0, 

VI.    /■(- i)  +  r{--i)v  +  n-i) ^^  +  ■  ■  ■  +  r  =0. 

Eliminirt  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  rj^  so  erhält  man 
zuletzt  eine  Gleichung  in  ^,  welches  die  Gleichung  der  halben  Wurzel- 
differenzen ist.  Dieselbe  ist  offenbar  von  doppelt  so  hohem  Grade 
als  die  der  Wurzelsummen. 

Aufgabe.  Für  die  allgemeine  kubische  Gleichung  sowol  die 
Gleichung  der  Wurzelsummen  als  der  Wurzeldifferenzen  nach  vor- 
stehender Methode  zu  bilden. 

Es  ist 
I.      f  +  {3v+c^)i'  +  i3rj''  +  2ari  +  b)i  +  (n'  +  ari'  +  hri  +  c)  =  0, 
IL     ^^  -(3n  +  a)i'  +  (3ri'  +  2arj  +  h)^  -  {ri'  +  ari-'  +  hri  +  c)  =  0. 
Durch  Addition  und  Subtraction  erhält  man  weiter: 

III.  r  +  (3,f +  2a,;  +  6)  =  0, 

IV.  (3^  +  «)S^  +  in'  +  ar,'  +  br,  +  c)^0, 
und  wenn  man  die  Werthe  von  ^^  einander  gleichsetzt: 

8ri^  +  Sarj^'  +  2{a'  +  h)ri  +  {ah  ^  c)  =  0. 
Setzt   man    wieder   y    an  die   Stelle   von  2?^,    so   erhält  man   die 
Gleichung  der  Wurzelsummen,  nämlich 

if  +  2a  f  +  («'  +  V)y  +  («6  -  c)  =  0. 
Geht  man  aus  von  den  Gleichungen  V.  und  VI.,  so  ist 

Eliminirt  man  hieraus  i]^  so  erhält  man 

_    a5  —  9c  —  8ar 

^-~  ^  2(a2  —  3&  —  12^' 
und  die  bikubische  Gleichung 

o  r  a6  -  9c  -  8ar-  "1'         9^    a?>  -  9c  -  8at^    _!_  k'    1    7.  =  O 
3  [2'(a^-^3ir=ri2nJ     ~  -""■  2(a-^-3ö-l7n  +  ^    +  ^         "^ ^ 

welche  die  Gleichung  der  halben  Wurzeldiflerenzen  ist.    Setzt  man 

wieder  2t,  =  z^  so  ergibt  sich 

^6  _  2(a2  _  3&)  ^  +  («^  —  ^^yfz  +  Y  (a&  -  ^cf 

_  i.  (a2  _  36)  (&^  _3ac)  =  0. 
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Man  kann  diese  Finalgleichungen  noch  auf  eine  andere  Art 
von  zwei  Sondergleichungen  ableiten.  Um  nämlich  die  Gleichung 
der  Wurzelsummen  unabhängig  von  s  zu  bestimmen,  beachte  man, 


Y  (2/  +  ^)  =  2/  -  y  (2/  -  ^) 
oder 

^1  =  2/  —  ^2 
ist,  und  dass  demgemäss  folgende  beiden  Gleichungen  coexistiren: 

f(po)  =  x""  +  ax''-^  +  hx''-^  +  cx''-''^  H =  0 

fiV  -  ^)  =  (2/  —  ooy  +  a{y  -  xy-'  +  h(i/  -  xy-''  + . . .  =  0, 
oder,  wenn  man  die  Potenzen  der  Binome  entwickelt: 

VII.  f(y)  -  f{y)x  +  /"(»/)  ^ +  »»  =  0 , 

VIII.  tX-x)  +  f'{-x)  y  +  f{-x)  ^  +  . . .  +  2/»  =  0 . 

EHminirt  man  aus  fix)  =  0  und  VII.  die  Grösse  x,  so  erhält  man 
die  Summengleichung  Y  =  0. 

Um  die  Differenzengleichung  unabhängig  von  y  zu  bestimmen, 
erwäge  man,  dass 

Y  (2/ +  ^)  =  Y  (^  -  ^)  +  ^ 
ist,  oder 

X-^  —  x^  ~|    ^« 

Es  coexistiren  also  die  Gleichungen 

f{x)  =  0, 
und 

f(x  +  ^)  =  {x  +  zy  +  a(x  +  zy-^  +  i(x  +  zy-''  -\ —  =  o. 

Eliminirt  man  aus  beiden  Gleichungen  x^  so  erhält  man  die  Dif- 
ferenzengleichung Z  =  0.  Man  entwickele  zu  dem  Zwecke  die 
zweite  Gleichung  in 

IX.  i{x)  +  {'(x) ,  +  fix)  "j^  +  . . .  +  ^»  =  0 , 
oder 

X.  /■(«)  + ^(^)^  +  f'(^)-:^  +  ...  +  x''  =  0. 
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Weil  f{x)  ==  0  ist,  so  reducirt  sich  die  Gleichung  IX.  nach  Division 
durch  z  auf 

XI.  fix)  +  rix) ^^  +  rix)  j-^  +  •  •  •  +  .''•-'  =  0. 

Wenn  die  Gleichung  Z  =  0  mehrere  Wurzeln  gleich  Null  hat,  so 
ist  dies  ein  Zeichen,  dass  die  Gleichung  X  =  0  mehrere  gleiche 
Wurzeln  hat.  Es  kann  also  die  Differenzengleichung  zur  Auffindung 
derselben  dienen. 

Um  noch  zu  zeigen,  wie  die  Summen-  und  Differenzengleichung 
der  allgemeinen  kubischen  Gleichung  nach  der  letzten  Methode  ge- 
funden wird,  so  bilde  man  die  Gleichungen 

YIL  (y-^  +  ay'  +  hy  +  c)-(3f  +  2ay+b)x  +  (3!/  +  a)x'-x'=0 
X.  (z'  +  a2-+hz  +  c)  +  (3z''+2az  +  h)x  +  {3z  +  a)x'+x'  =  0. 
Setzt  man  dazu 

f{x)  =  c  -\-  hx  -\-  ax-  -j-  x^  =  0  j 
so  hat  man  aus  dieser   und  jeder  der  beiden  andern  die  Grösse  x 
zu  eliminiren.    Beginnt  man  mit  der  ersten,  so  ist  die  letzte  Rest- 
gleichung : 

2[^ä  +  2at/  +  {a'  +  l)y  +  {ah  -  c)]  x 
=  y\f  +  ^a>f  +  ia'  +  h)y  +  {ah  -  c)] . 
Dieser  Gleichung  genügen  die  beiden  andern 

ys  +  2af-  +  {a'  +  h)y  +  (ah  -  c)  =  0. 
Da  die  erste  im  Allgemeinen  nicht  stattfindet,  so  muss  immer  die 
zweite  gelten  und   sie  ist  die  Summengleichung.    Im  andern  Falle 
hat  man  x  zu  eliminiren  aus  den  Gleichungen 

x^  -\-  ax^  -{-hx  -\-  c  =  0 
und 

?>x^  +  (3^-  -{-2a)x  +  z"  +  az+h^O. 

Die  letzte  Restgleichung  ist: 

2(3^2  -a'j^  Sh)x  +  [3i^  +  2az'  —  {a^  -  3&)^-  (a&-9c)]=0, 
woraus  der  Werth  von  x  in  die  zweite  Gleichung  eingesetzt,  die 
Gleichung  Z  =  0  ergibt. 

Da  sich  die  n  Wurzeln  einer  Gleichung  vom  n^^''  Grade  stets 
n{n  —  l)mdi\  zu  Differenzen  ohne  Wiederholungen  combiniren  lassen, 
so    muss    die   Gleichung  Z  =  0  im   Allgemeinen    vom    h  (ji  —  1)*^'' 


I 
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Grade  sein,  und  da  je  zwei  und  zwei  Differenzen  x^  —  X2  und  x.^  —  x^ 
dem  absoluten  Werthe  nach  gleich  und  von  entgegengesetzten  Vor- 
zeichen sind,  so  besteht  die  Differenzengleichung  aus  n(n  —  1)  Bi- 
nomialfactoren : 

(^  -  ^1)  (^  +  ^1)  (^  —  ^2)  (^  +  ^2)  (^  -  %)  (^  +  ^3)  .  . . , 
oder  aus  n  quadratischen  Factoren: 

woraus  hervorgeht,  dass  das  Product  dieser  Factoren  eine  Gleichung 
von  lauter  geraden  Potenzen  bilden  muss.  Schreibt  man  die 
Gleichung  in  der  Form 

und  setzt  u  an  die  Stelle  von  z^,  so  erhält  man  eine  Gleichung, 
deren  Ordnungsexponent  halb  so  gross  ist  als  der  der  Differenzen- 
gleichung und  deren  Wurzeln  die  Würzelquadrate  derselben  sind. 
Man  nennt  die  Gleichung  U  =  0  deshalb  auch  die  Gleichung 
der  quadrirten  Differenzen. 

§  20.    Von  den  Geminanten  und  Discriminanten. 

Es  ist  für  die  Auflösung  der  Gleichungen  und  für  die  Unter- 
suchung der  Natur  der  Wurzeln  oft  von  Wichtigkeit,  gewisse  Ver- 
bindungen oder  Functionen  derselben  zu  kennen.  Aus  den  wich- 
tigsten sind  hervorzuheben  die  Geminanten  und  die  Discriminanten. 
Unter  der  Geminante  Gn  einer  Gleichung  verstehen  wir  das  Ab- 
solutglied der  Summengleichung  und  unter  der  DiscriminanteD« 
das  Absolutglied  der  Differenzengleichung  oder  der  Gleichung  der 
quadrirten  Differenzen.    Demgemäss  ist  einerseits 

Gn   =  ±  (^1  +  X.2)   {X^  -f  X^)  {X^   +  ^4)     •  •  •  (X^  +  Xn)     X 

\^2      \     ^3/  {^2      1"  ^4}     *  *  *  (•^2      V    Xn)     X 

(^3  "T    X^)     '  '  '  {X^  -\-  Xn)     X 


\Xfi — 1  -|-  Xn)  5 


und  andererseits 

JJn   =  [+;  [X^           X2)  [X-^           X^j  [X-^           Xj^j     '  •  •  (X^  Xn)    X 

{X2           "^W  1*^2           '^4)"  '  '  '  V'^2  '^n)     X 

[X^           X^)     '  '  '  \Xq  Xn)     y^ 

ijX/n—l  Xn)    • 


§  20.     Die  Geminante. 
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Das  Vorzeichen  ist  +?  j^  nachdem  die  Anzahl  der  P'actoren  gerade 
oder  ungerade  ist. 

Um  die  Geminante  einer  Gleichung  vom  n*^"  Grade  zu  bilden, 
setze  man  in  der  Gleichung  VIII.  §  19  y  =  0  und  eliminire  x  aus 
den  beiden  Gleichungen 

fix)  =  0     und    /'(—  X)  =  0 . 
Ist  die  gegebene  Gleichung 

fix)  =  ^'^  +  a^"-i  +  hx'""'^  +  cx''-^  -\ 1-  f  =  0 , 

so  erhält  man  durch  Addition  und  Subtraction  der  beiden  Gleichungen 
die  beiden  einfacheren ': 

xn  -|-  ix"-^  +  dx^-^  +  fx^-^  -\ =  0 

ax""--  +  cx"-^  +  ex"-"^  -] =  0, 

welche  nach  Elimination  von  x  die  Geminante  ergeben. 

Dieselbe  lässt  sich  am  einfachsten  in  Form  einer  Determi- 
nante darstellen*).  Ist  n  gerade,  so  hat  die  erste  Gleichung  ein 
Glied  mehr  als  die  zweite;  ist  ii  ungerade,  so  haben  beide 
Gleichungen  gleichviel  Glieder.  Die  zu  berechnende  Determi- 
nante ist 

1     h     d    '     .    r     t    0     0     '    + 

0     1     h    d     -' '     r     t     0 

0     0    1    b    d    '      '     r     t 


Gn  = 


+ 


a  c  e  '  •  s  0  0  0 
0  a  c  e  •  •  s  0  0 
0     0    a    c     e    •     •     s     0 


Ist  n  gerade,  so  bilde  man 


Reihen  der  ersten  Gruppe, 


-Reihen  der  zweiten-,  ist  wungerade,  so  bilde  man  — - —    Reihen 

in  beiden  Gruppen.     Die  Diagonale  {-\ 1-)  ist  positiv  gerechnet. 

1.  Beispiel,     (rg  zu  bilden. 
Die  beiden  Gleichungen  sind 


*)  Man  sehe  §  44. 
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ax^  -|-  c  =  0  . 
Man  findet  nach  der  allgemeiuen  Anleitung 
-jl      h    + 
+  \  a     c    — 
2.  Beispiel.     G^^  zu  bilden. 
Die  betreffenden  Gleichungen  sind 

x^  -\-hx'+  d  =  0 
ax^  +  c  =0 

Die  Determinante  ist 


=  —  {c-a'h)=~{x^+x^){x^+x^){x,-\-x^). 


0,= 


+ 


1 

b 

d 

a 

c 

0 

0 

a 

c 

+ 


=  —  (c^  —  ahc  ~\-  a^d) 

=  ^  +  x^jix^  +  ^3)  •  •  •  fe  +  ^4)  • 


Die  Geminanten  der  Gleichungen  höherer  Ordnung  isind: 

G^=  —  (ad  —  cy  —  (ah  —  c){be  —  cd) , 

^6  =  —    e{ad—e)  —  caf\  Uad  —  e)  —  ^(ah—c)] 

-\- \a^f  —  ae{ah  —  c)  \    • 

Man   kann  die  Geminanten  zur  besseren  Uebersicht  ihres  in- 
neren Zusammenhanges  auf  die  Form 

G-n=-(qt—sr)P^^-{-(ot—sp)P,  +  {mt—sn)E,—  (]ct—sl)P^+"- 

bringen*).     Man  findet: 

G2  =  a  j 

G,  =  -(l.c~-h,a)B,,  J5o  =  l; 

G^^  —  (ad  -  ch)C^  ^(0,d-c.l)Cr,     C,  =  a,  C,  =  c; 

G^  ==  —  (*e  —  de)  Do  +  (1 .  e  —  da)Dj^ ;  D^^  =  ah -—  c,  D^  =  ad-- e] 

<^6  =  -  (cf  -  ed)E,  +  (af  -  eh)E,  -  (0  .  /'-  e  .  1)E,  ; 

Eq  =  —  a(ad  —  ß)  -{-  c(ah  - —  c)  , 

E^  =  —  a(af  —  g)  -\-  e(ab  —  c)  , 

E2  =  —  c(af  —  g)  -\-  e(ad  —  e)  ; 


*)  Matthiessen.    Zur  Theorie  der  bestimmten  Integrale  und  der  Garama- 
functionen.     Zeitschrift  f.  xM.  u.  Phys.  XII.  1867.  S.  309. 


§  20.     Die  Discriminante. 
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G,  =  -  {dg  -  fe)F,  +  (hg  -  fc)F,  -  {\  .  g  -  fa)F, ; 
F^==—{^al—c){{ah-c)d-(^af~g)^  +  {ad-e)[{a})~c)h---{ad-e)\ 
F^  =  -.(ah-c)[(ah-c)f-(ah  —  i)]  +  (af—g)[(ah—c)h—{a<^-e)] 

F,  =  -  (ad—e)  [{ah-  c)f—{ah  -  i)]  +  {af—g)[{ah-c)d—{ad-e)h-] 

G,  =  -{eJi~gf)G,  +  {ch-gd)G,-{ah-gh)G,  +  {0.h-g.l)G,', 

etc.  etc. 
Um  die  Discriminante  einer  Gleichung  vom  71^^^  Grade  7a\ 
bilden,  setze  man  in  Gleichung  XI  §  19  £  =  0  mit  alleiniger  Bei- 
behaltung der  höchsten  Potenz  z''~^j  welche  einen  Theil  des  Ab- 
solutgliedes von  f{x)  bildet.  Alsdann  eliminire  man  x  aus  den 
beiden  Gleichungen 

f{x)  =  0,    f{x)  +  z^-^  =  0 
und  setze   ^  =  0.     Für  eine  Gleichung  vom   n*^""   Grade   sind   die 
beiden  Gleichungen: 


nx^ 


+  {n  —  l)ax^-''  H \-{s  +  ^"-^  =  0 


Von  der  ersten  Gruppe  der  Elementenreihen  hat  man  n  —  1, 
von  der  zweiten  n  Reihen  zu  bilden.  Da  die  höchste  Potenz  von 
s,  nämlich  ^(«-D,  positiv  werden  muss,  so  hat  man  das  Vorzeichen 
der  Determinante  umzukehren.     Dieselbe  lautet 


-fl 

1 

a 

h 

c 

■ 

0 

1 

a 

h 

c 

0 

0 

1 

a 

h 

0 

0 

0 

t 

0 

0 

. 

t 

0 

n  {n-\)a{n-2)h        •             •       (s+^"~"^).    0             0            0         0 

0  n      i7i-l)a  i7i-2)b        •               •     (s+^"~^)       0            0         0 

0  0            n       {n-l)an{-2)b         •              •     (s-f^"""^)       0         0 

0  0            0            n      {n—l)a  {n-2)b        -              •      (s+^"~0  ^ 


1.  Beispiel.    Die  Discriminante  Do  zu  bilden. 
Man  berechne  die  Determinante 


+ 


-D., 


1 

a 

h 

2 

a 

0 

0 

2 

0 

=  _  («^  _  46)  =  -  K  -  x,y 


+ 


+ 

,'=0. 
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2.  Beispiel.    Die  Discriminante  D^  der  kubischen  Gleichung 
zu  bilden. 

Man  berechne  die  Determinante 


+ 


A 


1  a     h     c  0 

0  1    a     h  c 

3  2a   h     0  0 

0  3    2a   h  0 

0  0    3  2a  h 


k^h-9c:)'-Ua' 


3h)(h'-3ac) 


(Xi  X2)   [X^  Xq)  [X.2 


+ 


3.  Beispiel.     Die  Discriminante  D^  zu  bilden. 
Man  findet 


+ 


A 


1  a     h     c     d    0  0 

0  1     a     h     c     d  0 

0  0     i    a     h     c  d 

4  3a  26    c     0    0  0 

0  4    3a2b   c     0  0 

0  0     4   3a2&   c  0 

0  0     0    4  3a2&  c 


X{X2       X^)   [X2       x^) 

X  {x^      x^) 


+ 

==  ^  Uißd  -  acf  —  {16d  -  ac)  ["4(66  -  al){Q^ad  -  hc) 

+  2(Sh  —  3a') (Shd  —  36^)1  +  4(8&  -  3a'){6ad  —  hcf 

+  4(8öf?  — 3c2)(6c-a&)2-(8&  — 3a^)(9ac-4&2)(8&f^— 3c2)|. 

Die  Determinante  Z)„  lässt  sich  noch  unter  einer  etwas  abge- 
kürzten Form  darstellen^  indem  man  die  erste  Gruppe  der  Horizontal- 
reihen mit  n  multiplicirt  und  die  homologen  Reihen  der  zweiten 
Gruppe  paarweise  subtrahirt.     Man  erhält  auf  diese  Art: 


a     2b 

Sc 

• 

[.{n- 

-l)s—z 

n — 

M      nt 

0           0 

0 

0      a 

2b 

3c 

. 

[(« 

-1).-.«-'] 

nt              0 

0 

0      0 

a 

2b 

3c 

•      [{«- 

-l)s-/^-^]  nt 

0 

(-  if-'  X 

; 

; 

; 

'. 

\ 

n^-\jDn=- 

n{n-l) 

a(n— 

-2)b     ' 

. 

(«+.'»-') 

0                0 

0 

0      n 

{n- 

l)a{n- 

2)b 

• 

(8+.--0         0 

0 

0      0 

• 

n 

(n- 

-\)a{ 

n—2)b 

: 

•      {s-\-z-- 

')o 

§  20.     Die  Discriminante. 
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Bei  der  Bestimmung  des  Vorzeichens  dieser  Determinante  hat 
man  auf  die  Anzahl  der  Inversionen  zu  achten,  welche  bei  der  Bil- 
dung der  höchsten  Potenz  von  s,  nämlich  ^»(»— i)  unter  den  Per- 
mutationen vorkommen.  Das  höchste  Glied  in  der  Differenzengleichung 
ist  nämlich 

Deshalb  ist  die  Resultante  der  Gleichungen,  welche  man  durch 
Berechnung  der  Determinante  erhält,  durch  ( — ly—'^n^—'^  zu  divi- 
diren  und  dann  b  gleich  Null  zu  setzen.  Um  diese  Rechnung  an 
Beispielen  zu  zeigen,  so  ist 

a    26    + 


^^  =  +  12     a\--~^ 

+  \a     26     3c     0    |  — 
1  I  0      a      2h    3c         1  .2 


3     2a     6      0 
0     3      2a     h 


46)., 


{a'-3h){h'-3ac) 


+ 


=  ^(2a'  -9ab  +  21  c)'  -  ^{a'  -  36^ 
=  4a'c  -  a'¥  -  18ahc  +  W  +  21c^. 


'D.= 


a     2h  3c  Ad  0  0 

0      a  26  3c  4(1  0 

0      0  a  26  3c  4^ 

^    4     3a  2h  c  0  0 

0      4  3a  2h  c  0 

+    00  4  3«  26  c 


+ 


=  ^  I  (Iß^^  —  ^^y  -  (16^  -  «^)  \K^c—ah){ioad  -  hc) 

+  2(86  -  3a')(8hd  -  3c')\  +  4(86  -  3a'){6ad  -  hcf 

+  4{8hd  -  3c2)(6c  —  ahf  —  (Sh~3a'){9ac-4h'){Shd-3c')\ 

=  ^^(h'-3ac+\2d)'-l-^{12hd+9ahc-2-ic'-21aht-2Wf. 

Was  das  Vorzeichen  der  Discriminante  anbelangt,  so  hat  man  noch 
Folgendes  zu  beachten.  Es  ist  /*^)  gerade,  wenn  w  von  der  Form 
4m  oder  4m  -f  1  ist,  und  ungerade,  wenn  n  von  der  Form  4m  +  2 
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oder  Am  +  3  ist.  Ist  (  |  gerade,  so  muss  für  lauter  reelle 
Wurzeln  der  Gleichung  das  Absolutglied  ein  -|-  Zeichen  haben;  ist 
dagegen/     j  ungerade,   so    muss  für  lauter   reelle   Wurzeln   das 

Absolutglied  ein  —  Zeichen  haben.    Sind  die  Vorzeichen  entgegen- 
gesetzte, so   wird   man   hieraus   schliessen  müssen,  dass  unter  den 
Wurzeln   auch   complexe   vorkommen.     Für   lauter  reelle   Wurzeln 
ist  das  letzte  Glied  der  Gleichung  der  quadrirten  Differenzen 
D2  und  Dg  negativ, 
D4  und  D5  positiv, 
Bq  und  D7  negativ,  u.  s.  f. 

Man  wird  demnach  zur  Prüfung  der  Realität  der  Wurzeln  einer 
Gleichung  das  Vorzeichen  der  Discriminante  ermitteln  müssen.  Für 
die  Gleichungen  der  ersten  fünf  Grade  gelten  folgende  Regeln: 

Sind  1)2  und  D.  negativ,  so  sind  alle  Wurzeln  reell;  sind 
D2  und  Dg  positiv,  so  sind  zwei  Wurzeln  complex.  Sind  ferner 
D^  und  Dg  positiv,  so  sind  alle  Wurzeln  reell  oder  vier  com- 
plex; sind  D^  und  D5  negativ,  so  sind  zwei  Wurzeln  complex, 
die  übrigen  reell. 

§  21.    Die  Discriminanten  der  Cayley'schen  Formen. 

Geht  man  aus  von  der  in  §  1  genauer  bezeichnejien  Form  des 
binären  Polynoms 

so  nehmen  die  Discriminanten  eine  viel  einfachere  Gestalt  an.  Nach 
Brioschi  erhält  man  dann  die  Discriminante,  wenn  man  die  beiden 

partiellen  Differenzialquotienten  ( —  |  und  (V-]    gleich    Null    setzt 

und  die  Variabein  x  und  y  eliminirt.  Dies  Verfahren  lässt  sich 
von  dem  oben  angewandten  leicht  ableiten.    Das  binäre  Polynom  sei 

f{x,y)==ax-  +  (^^yx--Uj  +  (^^yx--'f 
dann  ist 

ßC\  =  nax''-^  +  (n  —  1)  f'l)  hx^'-^'y  -| (-  ns\f-^  =  0 . 

Multiplicirt  man  f(x,y)  mit  n  und  (  .— )  mit  Xj  dividirt  die 
Differenz  der  beiden  Gleichungen  durch  y,  so  erhält  man: 
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nhx"-'  +  (n  -  l)/"^")  cx^'-'y  +  •  •  ■  +  «^r~'  =  (§7)  =  0 . 

Man   kann    also    zur    Elimination    von   x   und  y  nehmen   die 
Gleichungen 

1.  Beispiel.     Man  soll  die  Discriminante  bilden  von 

f{x,y)  =  ax'^  +  2hxy  +  cy''  =  0  . 
Man  bilde  die  Determinante  der  beiden  Gleichuno^en 


1  /^f 
2 

1  /cf 


P)  =ax  +  hy  =  0 


Man  findet  daraus 

—         +    a     h    — 

Sind  —  und  —  die  Wurzeln  der  Gleichung  f{x,  y)=  0,  so  ist 
Vi  2/2 

2.  Beispiel.     Die  Discriminante  Dg  zu  bilden  von 
f{x,y)  =  ax^  +  36a;-y  +  Scj??/'  +  dy^  =  0. 
Man  berechne  die  Determinante  der  Gleichungen 


(1^)  =  Ix'  +  2ca;2/  +  df  =  0 


3 


Dieselbe  ist 

+  \  a     2h      c     0 


A 


0      a     2&     c  I 

&     2c     ^      Ol 
0      h     2c     d  '  + 


=  {ad  —  6c)-^  -  4 (r/c  -  &-)  (hd  —  r)  . 


Sind  ^  ,  ^  ,  ^die  Wurzeln  der  kubischen  Gleichmig/'C^,^/)  =  ^> 
so  ist 


Matthiesscn,  Grandzüge  d.  ant.  u.  mod.  Algebra. 
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3.  Beispiel.     Die  Discriminante  D^  zu  bilden  von 

f{x,y)  =  ax^  +  Ahx^y  +  Qcx^y'^  -\-  4idxy^  +  ey'^  =  0. 
Die  Bestimmungsgleichungen  sind 

Die  Discriminante  findet  man   durch  Berechnung   der  Deter- 
minante 


+ 


^4  = 


a 

U 

3c 

^ 

0 

0 

a 

3& 

3c 

d 

0 

0 

a 

3& 

3c 

h 

3c 

3f/ 

c 

0 

0 

h 

3c 

3t^ 

c 

0 

0 

6 

3c 

3^^^ 

+ 


Man  kann  dieser  Determinante  eine  kürzere  und  symmetrische 
Form*)  geben,  nämlich 


+ 


J^h  = 


■  3{ce  —  d') 
c^J),  3(be~cd) 
(ae  —  bd) 


4- 


(ae—hd),  3(&c — cd), 

S{ad--hc),  {[ae  —  'bd]  +  9[hd 
3(ac  —  ¥),  3(ad—  hc), 

=  [ae  —  hdf  ~  9lad  —  lc)Q)e  -  cd) 

+  2(ac  —  h''){ce  —  d')-]  [ae  —  ld\  +  21(ac  ~  h')(be  -  cdf 
+  27 (cc  —  d')  (ad  —  hcf  —  Sl{ac  —  ¥)  {hd  —  c')  (ce  —  d') 

4*\2/i     2/2/  V^i     2/3/  Kvi     yj  \y2     Vz)  v^2     y^j  \y^      yj' 

Ebenso  kann  man  die  Discriminante  der  kubischen  Gleichung 
abkürzen  in 


+ 


A- 


(ad  —  bc),      2(ac  —  b^) 
2{bd—c^),    (ad  —  bc) 


+ 


~,  [(2b''  -3abc  +  a'df  —  A(b'-  acfl 


Da  die  Discriminanten  symmetrische  Functionen  der  Wurzeln 
sind,  so  lassen  sie  sich  auch  auf  verschiedene  Art  symmetrisch 
schreiben,  z.  B. 


')  Man  vergl.  §  45  und  §  52. 


§  22.     Die  Gleichung  der  Wurzelproducte.  51 

I).^==2(h'—a€){bd  —  c'~)--(ad-bc){ch'-da)+2{c^--dh){ca  —  h^), 

Von  der  Mitte  ab  vertausche   man  rückwärtsschreitend  a  und 
ßj  h  und  d.    Ausserdem  lässt  sich  die  Discriminante  D^  schreiben : 
D^  =  (ae  —  Ud  +  3cy  —  27  (ace  +  2hcd  —  ad^  —  eh^  —  6")% 
unter  welcher  Form  sie  in  der  Theorie  der  biquadratischen  Gleichungen 
gewöhnlich  betrachtet  wird. 


VI.     Bildung    der    Gleichungen    der    Wurzelproducte    und 
Wurzelquotienten. 

§  22.    Die  Gleichungen  der  Wurzelproducte. 
Gegeben  sei  die  Gleichung 

f{x)  =  x^  +  ax^-~^  +  feo;'^--  H sx+t  =  0. 

AVenn  eine  Gleichung 

Y=  r-\-Ar-'  +  Bf-'  + , . .  4-  T^  0 

gesucht    werden    soll,    deren    Wurzeln    sämmtliche    Producte    der 
Wurzeln  von  f{x)  zu  je  zweien  darstellen,  so  dass 

ist,  dann  wird  offenbar  r  =  sein. 

Zur  Bestimmung  der  Gleichung  der  Wurzelproducte  kann  man 
sich  einer  Methode  bedienen,  durch  welche  zu-gleich  die  Gleichung 
der  Wurzelsurame  gewonnen  wird.  Man  setze  x^  -\-  x.t,=  s  und 
^1  ^1  =  ^  5  alsdann  ist 

x^  —  (^1  +  ^o)  '^  +  ^1%  =  x^  —  sx  -\-  IJ 
ein    quadratischer    und    trinomischer    Factor    von    der    gegebenen 
Gleichung.     Führt   man   die' Division   des   Polynoms   durch   diesen 
Factor  aus,  so  muss  man  zuletzt  einen  Rest  von  der  Form  Fx  +  Q 
erhalten,  welcher  gleich  Null  sein  muss,  woraus  folgt 

P  =  o,  (3  =  0. 

4* 
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Nun    sind  P  und  Q  ganze  algebraische  Functionen  von  s  und 
?/,  aus  denen  durch  Elimination  die  beiden  Gleichungen 

S  =  0,    Y=0 
gewonnen  werden.    Multiplicirt  man  P  mit  .9  und  addirt  Q^  so  er- 
hält   man  zwei   Reihen,    welche    sich   allgemein   darstellen    lassen, 
nämlich 

Setzt  man  nun  der  Kürze  wegen 

sn-1  _|_  as^~^  +  &s'^-3  H \-s==fi{s), 

Sn-2  _j_  ^5n-3    _|_  ^^«-4  _| 1_  ^  =  /^  (s)  , 

u.  s.  w., 
so  sind  die  beiden  Gleichungen,  welche  die  Gleichungen  der  Wurzel- 
summen und  Wurzelproducte  einzeln  liefern: 

in.  Ps  +  Q^ f(s) - yf.'is)  4- /- f:'{s) -  -^  fr (.)  +  ...= 0. 


IV.        P^-fM-yfÄs)  +  r^/r  (s)  -  :ni':-3  /r(«)  +  •  ■-  =  o. 

Beispiel:  Gegeben  sei  die  biquadrische  Gleichung 
x^  +  ax^  +  ^^^  +  ^^  +  ^  =  ö ; 
die  Gleichungen  S  =  0  und   F  ==  0  zu  finden. 
Durch  Ausführung  der  Division 

oder  auch  mit  Hülfe  der  Formeln  III  und  IV  erhält  man: 
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i's  +Q--  (/  +  ^f^'  +  h^'  +  CS  +  d)  -  u{3s~  +  2as  +  h)  +  f  =  0, 
P  =  {s^  +  aö^-  +  Z>5  +  c)  —  y(2s  -\-a)==0. 
Aus  beiden  Gleichungen  ergibt  sich  weiter 


('-9 


«i/ 


Substituirt   man  y  aus   der   zweiten  Gleichung  in  die  erste,  so  er- 
hält man  die  Gleichung  der  Wurzelsummen: 
56  ^Sas'  +  (ßa'  +  2h)s'  +  (a'  +  4ab)s'  +  (2«^^  +  «c  +  &^'  —  4:d)s' 
+  (a-c  -f  ah'  —  4rtf?)6^  —  («2^  —  ahc  +  c^)  =  0 . 
Substituirt  man  dagegen  s  aus   der  dritten  Gleichung  in  eine 
-   der  beiden  andern,  so  erhält  man  die  Gleichung  der  Wurzelproducte: 
2/'  -  h'  +  (ac  ~  d)i/  —  (a'^d  -  2hd  +  c^)if 
+  {ac  -  d)dif  —  hd'y  +  (P  =  0 . 

§  2d.    Die  Gleichungen  der  Wurzelquotienten. 

Ist  die  Gleichung  f{x)  =  0  gegeben  und  wird  eine  andere 
Y  =  0  gesucht  von  der  Eigenschaft,  dass  ihre  Wurzeln  allen  mög- 
hchen  Quotienten  aus  je  zwei  Wurzeln  der  Hauptgleichung  gleich 
sind,  also 


I 


t-v^  t//»j  SC-i  cCq 


so  folgt  aus  der  Form  dieser  Partialgleichungen,  dass  die  Final- 
gleichung Y  ==  0  eine  reciproke  Gleichung  vom  n{n — 1)  Grade 
sein  wird.  Denn  bildet  man  aus  je  zwei  reciproken  Wurzeln  y^ 
und  Y]^  die  trinomischen  Factoren 


y'- 

\x. 

+ 

?)' 

+   1 

=  0, 

f- 

-d 

+ 

u. 

3.    W., 

+   1 

-0, 

so  liefert  das  Product  aller  dieser  Factoren  eine  reciproke  Gleichung 
von  dem  sovielten  Grade,  als  von  n  Elementen  Variationen  ohne 
Wiederholung  gebildet  werden  können.  Die  Bildung  der  Gleichung 
Y  =  0  kann  erst  vorgenommen  werden,  sobald  die  Theoreme  über 
die  Berechnung  der  symmetrischen  Bruchfunctionen  der  Wurzeln 
gegeben  sind. 
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VII.     Bildung  der  Gleichungen  der  Wurzelpotenzen. 

§  24.    Die  Gleichungen  der  Wurzelquadrate. 

Ist  eine  Gleichung  X=0  gegeben,  so  wird  zuweilen  verlangt, 
eine  Gleichung  Y  =  0  zu  bilden ,  deren  Wurzeln  die  Wurzel- 
quadrate x^^j  x^y  x^^  u.  s.  w.  der  gegebenen  Gleichung  sind.  Diese 
Gleichung  der  Wurzelquadrate  ist  offenbar  eine  Gleichung  vom 
2^*^^^  Grade,  in  welcher  die  ungeraden  Potenzen  der  Unbekannten 
X  fehlen. 

Die  gegebene  Gleichung  sei 

x""  —  ax^~^  +  &^"-2  +  cx""-^  H f-  ^  =  0 

\X  ^\)  \p^  ^2)  \^  3/    *  *  *  V"^  '^nj  • 

Es  ist  alsdann  auch 

x""  —  ax""-^  +  Ix""-^  —  cx""-^  H +  ^  =  0 

=  {X  -\-  X^(X  +  X.^(X  +  ^J  "  '  {X  -\-  Xn)  . 

Multiplicirt  man  beide  Gleichungen  mit  einander,  so  erhält  man 

(xf-  +  Ix""-^  +  dx""-^  -\ y  —  {ax""-^  +  cx^-^  +  ex""-^  -\ Y 

=  (x'-  x,'){x'  -  x./)  (x^  —  X,')  '"(X'  —  xj)  =  0 . 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  ist  nun  nach  Entwickelung  der 
eingeklammerten  Ausdrücke 

^2«  _  (^2  __  2&)a^2'^-2  _^  (p2  __  2ac  +  2d)x^^-^ 
—  {c^  -  2ld  +  2ae  -  2f)x^—^  -\ =  0 . 

Demnach  wird  der  Coefficient  irgend  eines  r*®^  Gliedes  der 
Gleichung  der  Wurzelquadrate  gebildet  durch  die  Verbindung  des 
Quadrates  von  dem  Coefficienten  des  r*^"^  Gliedes  der  ursprünglichen 
Gleichung  mit  den  doppelten  Producten  je  zweier  gleichweit  zu 
beiden  Seiten  von  ihm  abstehenden  Coefficienten,  diese  regelmässig 
mit  abwechselnden  Vorzeichen  genommen. 

Die  gegebene  Gleichung  kann  nicht  mehr  reelle  Wurzeln 
haben,  als  die  ihrer  Wurzelquadrate  positive  Wurzeln  hat ;  sie  kann 
also  nicht  mehr  reelle  Wurzeln  haben,  als  die  andere  Zeichen- 
wechsel hat. 

§  25.    Die  (jleicliungen  der  Wurzelkuben. 

Soll  eine  Gleichung  gebildet  werden,  deren  Wurzeln  die  dritten 
Potenzen  der  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  sind,  so  multiplicire 
man  die  drei  Gleichungen 


§  25.     Die  Gleichungen  der  Wurzelkuben. 
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X"-  +  aJ^x^'-^  +  hJ.^x'^-^  +  cx^-^  +  dJ^x^-^  -{ =  0, 

^"  +  aJ,x^-^  +  hJ^x^-^  +  cx^-^  +  fZJga;"-*  H =  0 

mit  einander,  wo  Ji  und  J2  ^^^^  complexen  Kubikwurzeln  der  Ein- 
heit sind,  nämlich 


3  ah 


Die  Gleichung  der  Wurzelkuben  wird  gefunden  gleich 

+  Sc-  +  SO^^-ß  +  (c^  +  3«^^  -  3a&/*—  Sace  +  3«rF  - 

+  3h-c  —  3&cfZ  —  3&(/  +  6cf—  Säe  +  SO^''"^  H h  ^'  =  0. 

Um  das  Gesetz  *der  Bildung  deutlicher  hervortreten  zu  lassen, 
wollen  wir  die  Columnen  hersetzen,  welche  bei  der  Multiplication 
gebildet  werden: 


f  (2c-6a) 

^3«-3  _^(2f—ea-dh+c~) 

^^n-6  j^(2i—ha-gh+2fc-ed) 

a(-6+a^) 

+a(—e-i-2da-ch) 

+a{—h+2ga—ß-ec+cF), 

+6(-a) 

+h{-d—m+h^) 

+h{—g—fa+2eh—dc) 

+<1) 

-\-c{2c—ha) 

+c(2t-ea-db+c') 

+di-h+a^) 

+d{-e+2da—ch) 

+<-«) 

+e{-d-ca+h') 

1 

+/•(!) 

■     +fi2c-ha)   i 
+h{-a) 

Encke  hat  im  Astronomischen  Jahrbuche  für  1841  eine  andere 
Methode  angegeben,  die  Gleichung  der  AYurzelkuben  der  Stamm- 
gleichung zu  bilden.  Er  gründet  dieselbe  auf  die  identische  Gleichung 
{P  +  Q  +  >•)'  =P^  +  (['  +  >•'  +  3^i>  +  (Z  +  r)(pq  +pr  +  qr)  —  Spqr. 
Diese  Gleichung  hat  für  j)  -\-  q  -\-  r  =  0  die  zweite  Kelation 

P^  ~\~  Q.^  'h  ^'^  —  ojjqy  =  0 
zur  Folge.    Man  theilt  demgemäss  die  Stammgleichung  in  folgende 
drei  Theile : 

ic"  +  cx""-^  +  fx""-^   +  ix''-^  H =Py 

hx""-'^  +  ex''-'''  +  hx''-^  H =  r . 

Diese  Gleichungen  geben,  jede  für  sich  kubirt  und  auch  mit 
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einander  multiplicirt,  lauter  kubische  Potenzen  der  Unbekannten  x. 
Man  bildet  also  den  Ausdruck 

p^  -\-  cf  -{-  r^  —  dpqr  =  0 , 
welcher  nach  Potenzen  von  x  geordnet  die  gesuchte  Gleichung  sein 
wird.    Wir  wollen  hierbei  das  Gesetz  der  Coefficienten  nicht  weiter 
verfolgen. 

VIII.     Die  symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln. 
§  26.    Begriff  der  symmetrisclieii  Functionen. 

Ausser  den  in  §  10  betrachteten  Beziehungen  der  Wurzeln 
einer  Gleichung  zu  deren  Coefficienten,  den  G^eminanten  und  Dis- 
criminanten,  lassen  sich  noch  viele  andre  rationale  Beziehungen 
zwischen  den  Wurzeln  und  Coefficienten  auffinden,  deren  Kenntniss 
für  die  Theorie  der  Gleichungen  von  Wichtigkeit  ist.  Diejenigen 
Relationen,  welche  sämmtliche  Wurzeln  auf  eine  ähnliche  Art  ent- 
weder unter  sich  oder  mit  andern  Grössen  verbunden  in  sich 
schliessen,  nennt  man  symmetrische  Functionen  der  Wurzeln. 
Man  erkennt  dieselben  im  Allgemeinen  daran,  dass  sie  ihren  Werth 
nicht  ändern,  welche  Permutationen  man  auch  mit  den  Elementen 
vornimmt,  woraus  sie  bestehen.  Die  wichtigsten  Formen  derselben 
sind  : 

n;^  X^  +  0^  Xf  +  X^XP-\ h  ^'n  'K-1    =  ^'[^r  ^2^]  =  ^''^,P 

x^xPxl + x^xl  XI + x^^xPxl  -\ 1-  ^;v_j  xl_^ = ^[x'^  x^xl]  =  Srn,  p,  q 

u.  s.  w. 
Der  erste  Ausdruck  ist  die  Summe  aller  n  Wurzeln  zur  m*^^  Potenz 
und  hat  (  *  j  Glieder. 

Der  zweite  Ausdruck  ist  gebildet  aus  sämmtlichen  Variationen 
ohne  Wiederholungen  aller  n  Wurzeln  zur  zweiten  Klasse  und  ent- 
hält 2  C'^)  Glieder. 

Der  dritte  Ausdruck  ist  gebildet  aus  sämmtlichen  Variationen 
aller  n  Wurzeln  ohne  Wiederholung  zur  dritten  Klasse  und  enthält 

SlTg^  Glieder. 

Man  bezeichnet  die  erste  dieser  symmetrischen  Functionen  kurz 


f 
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mit  ^[.r/"]   oder   mit  S,n  oder    auch    mit  [Xi'"].    Sie    ist   diejenige, 
durch  welche  sich  alle  andern  ausdrücken  lassen. 

Newton  hat  in  seiner  Arithmetica  Universalis  sehr  elegante 
Formeln  gegeben,  vermittels  deren  sich  jede  rationale  symmetrische 
Function  der  Wurzeln  einer  Gleichung  durch  ihre  Coefficienten  aus- 
drücken lässt,  ohne  dass  man  die  Wurzeln  selbst  zu  kennen  braucht. 
Die  gebrochenen  Functionen  lassen  sich  auf  ganze  reduciren,  indem 
man  sie  auf  eine  gleiche  Benennung  bringt,  wodurch  man  Quotienten 
erhält,  deren  Glieder  ganze  symmetrische  Functionen  bilden*). 

§  27.    Die  Newton'schen  Formeln  für  ^Jlx^'"']  oder  >S;„ . 

Gegeben  sei  die  Gleichung  X  =  f{x)  =  0.  Setzt  man  in  dem 
Polynome  y  -\-  z  srn  die  Stelle  von  cv,  so  hat  mau 

f(ß^  =  t\y  +  ^)=i:y  +  ^  -  ^'i)ö/  +  -^  -  -^-O  •  •  •  {y+2  —  Xn)  =  o. 

Ordnet  man  dieses  Product  nach  Potenzen  von  ijy  so  resultirt 

f{y  +  --)  =  m  +  f(/)y.+  f'W  i^2  +  •  •  •  +  r, 

und 

f{s)  =  (^  —  x^)  {z  —  x.^  {z  —  x^) .  ..{z  —  Xn)  =  Z:C(z  —  Xj) . 

n 

Weiter  ist  die  erste  Derivirte 

r(z)  =  {z  -  x,Xz  -x,)'"{z-  Xn-i)  +  .  .  .  =  ZCiz  -  X,). 

n — 1 

Dieselbe   besteht    also    aus   n  Producten   von  je  n  —  1   Binomial- 
factoren. 

Setzt  man  x  an  die  Stelle  von  z,  so  wird 

f(x)  =  {x-X,)(x-X.^--(x-Xn)    [^^+^^-:^+-    +^0^^} 

_  m    ,    fix)    ,    f(x)  _j j_  fix)  ^ 


CC  —  X-^^  X  —  X.2  X         X^  X        X^ 

Führt  man  die  Divisionen  durch  die  Binomialfactoren  aus,   so  er- 
hält man 

f{x) 


=  ^«-1  +    X.  i  a;"-2  +    X? 
x  —  x^  I 

+    a  I  +  aXi 

+  & 


-\-ax^\ 
+  hx,  ; 
+  c      , 


*)  Man  vergl.  Vandermonde,  Me'm.  de  Tacad.  des  sciences.  Anne'e  1771. 


58         "  Zweiter  Abschnitt.     Transformation  der  Gleichungen,     VIII. 

fix) 


X" 


+       X^    X^-^^  +       ^/    X""-^   +      ^2 


+  •• 


endlich 

X  —  x^ 


■  -\-    a  \  -\-  ax^ 

11.  s.  w. 

/yW 1  I  /y>  /Y>n 2  I  /y>     i 


+  «  ■  i 


+  « 


+  6 


.n— 3 


+  «/ 

+  ax,^ 

+  6«„ 

+  « 

+ 


Addirt  man  diese  Reihen,  so  resultirt 


f{x)  =  nx^-^  +     S, 


-\-  nh 


+  6Ä.  I 

+  WC      I 
Nun  ist  aber  auch 

f(x)  ■■=  nx^-''  +  {n  —  l)ax^-^  +  {n--2)'bx''-^-{-  (n-  3)cx''-^  + 
Durch  Gleichsetzung  der  homologen  Coefficienten  erhält  man 

■    S^  +  aS^  +  26  =  0, 
S^  +  aS^  +  hS,  +  3c  =  0, 


Sm  +  aSm-1  +  hSm-2  H -}-  ftlt  =  0  , 

Man  kann  nun  auch  die  Summen  8^82  ...  Sm  unmittelbar  durch  die 
bekannten  Coefficienten  a,  h,  c  .  .  .  t  ausdrücken.  Es  braucht  nur 
nach  und  nach  der  Werth  von  S^^  aus  der  ersten  in  die  zweite 
Gleichung,  dieser  und  der  für  S2  erhaltene  Werth  in  die  dritte  u.  s.  w. 
gesetzt  werden. 

Man  findet  auf  diese  Art  die  Newton'schen  Gleichungen: 


S^  =  —  a^  +  Bah   —  3c, 


^4  = 

^5  = 


a^  —  Aa^  +  4ac  +  2h'  —  4d, 

a^  +  6a'h  +  bah'  -  ba'c  +  6ad  +  bhc 


be 


u.  s.  w. 
Die  Formel  5«^  gilt   nur  für    den  Fall,   wo  m<n  ist.     Um   den 
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Werth  5;,,  auch  für  ni  ^  n  zu  erhalten ,  multiplicire  man  die  Stamm- 
gleichuug  mit  a:''*~",  also 

X'''  +  ax'"-'^  +  hx'"--  -\ \-  tx'"-''  =  0. 

Substituirt  man  für  x  successive-  die  Wurzeln  x^Xo  .  .  .  x„,  und  sum- 
mirt  diese  n  Gleichungen,  so  geht  daraus  hervor 

Srn    +  aSrn-l  +  hS>n^2  H h   tS,n-n  =  0  . 

Nun  ist  selbstverständlich 

S„  =  V  +  a;/ +  V +  ••■  +  «.»  =  «, 
und  wenn   man  für  m   successive   substituirt  n,  Jt  -{-  1 ,  n  -\- 2,  so 
ergibt  sich 

S„.  +  aSn-i  +  hSn^2  H \-nt  =  0, 

.  Sn^i  +  aSn  +  hSn-^  H [-tS,  =  0, 


Sn+m  +  aSn+m—1  +  ?>Äj-f;/i— 2  +  *  *  *  +  tSm  =  0  . 

Die  Summen  der  aufeinander  folgenden  Potenzen  der  Wurzeln 
einer  Gleichung  bilden  eine  sogenannte  recurrirende  Reihe,  d.h. 
eine  solche,  in  welcher  eine  Gleichung  ersten  Grades  mit  constanten 
Coefficienten  Gültigkeit  behält  zwischen  einer  gewissen  Anzahl  auf 
einander  folgender  Glieder,  woher  sie  auch  immer  genommen  werden. 
Denn  irgend  eine  der  Grössen  z.  B.  Sm  hängt,  wenn  die  Gleichung 
vollständig  ist,  ab  von  den  n  vorangehenden   durch   die  Gleichung 

S,n   +  aSm—l   +  hS,n—2  +  •  •  •  tS,n—n  ==  0  , 

in  welcher  die  Constanten  die  Coefficienten  der  Gleichung  sind*). 

Der  Coefficient  Ä/,  und  alle  folgenden  >S^„^+i,  S„,_l_2,  werden  auf 
einerlei  Weise  dadurch  erhalten,  dass  man  eine  bestimmte  Anzahl 
von  den  unmittelbar  vorangehenden  in  umgekehrter  Ordnung  einzeln 
mit  den  Constanten  a,h,  c,  .  . .  t  multiplicirt. 

Diese  Reihe  der  Constanten  heisst  die  Relation sscala  der 
I  recurrirenden  Reihe. 

Um  die  Summe  der  gleichen  negativen  Potenzen  zu  erhalten, 
setze  mau  in  der  Gleichung  [^;,i-j-„]  nach  und  nach  m=  —  1,  — 2,  —  3, 
u.  s.  w.  und  bestimme  daraus  /S'_i,  >S'_2;  u.  s.  w. 

Mittels  der  voranstehenden  Methode  gehngt  es  auch  leicht 
den  Werth  der  Reihe 

(p{x,)  +    (p{x,)  +  (p(x.^  +  •  •  •  (p{0Cn) 


*)  Hymers,  Theory  of  algebraical  equations,  pg.  173.   §  151. 
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zu  finden,    wo  q){x)  eine   beliebige  rationale  algebraische  Function 
einer  Wurzel  bezeichnet.    Nämlich  aus  der  Gleichuns: 


folgt 


f'(x)(p(x)  ^     cf{x)  cp(x)       (fix) 

I    \*^ j  Jb  lA^'i  üb  '     tVi>  Ob    ■     «//. 


Da  die  Reste  der   Quotienten    einzeln   9^ (^i),  95(^2)7  ••  •   sind,    so 
erhält  man,  indem  man  mir  die  Reste  betrachtet, 

Ax'-^  -\.Bx''-^  ^ ^    yK)  y(.r,)-   _^ tK)" 

/  (^)  OJ  ^Tj  X  ^2  .1;  —  ^rt 

und  folglich 

Es  ist  folglich 

cpix,)  +  (fix.;)  +  «..  =  .4 
d.  h.  gleich  dem  Coefficienten  der  höchsten  Potenz  von  x,  welche 
in  dem  Reste  der  Division  von  f(x)q)(x)  durch  f{x)  enthalten  ist. 
Nimmt  man  nun  an,  es  sei  cp(x)  ='x,  dann  v^^ird 

q)(x,)  +  (p(x2) -\ ==S^', 

nimmt  man  darauf  cp  =  x\  so  wird 

fpM  +  ^{^2)  +;••==  /^2;  u.  s.  f. 
Der  Rest  der  Division  von  fix)  :  f{x)  ist  durch  f{x)  dividirt  gleich 

^«  4-  ax^-^  +  hx""-^  +  cx""-^  +  .  .  .  * 

Setzt  man  also  —  an  die  Stelle  von  x ,  so  erhält  man  die  Newton- 
sehen  Formeln  ebenfalls  durch  Entwicklung  der  gebrochenen  Function 


in  die  Reihe 

Beispiel. 

^4  _|_  ^.3  _|.  ^2  _[_  ^  _j_  I  _  0  . 
Der  erzeugende  Quotient  der  recurrirenden  Reihe  ist 

_  j_+j_t+ifi+ *i^  _  _  1  _ ,  _  ,^'  _  ,3 

1  +  Z  +  Z^  +  2»  +  2'' 
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Es  ist  folglich 

/Sj  =  S.,  =  S-^  =  04  =  —  1  . 
Diese  Methode  wird   mit  Vortheil  angewendet  in   denjenigen 
Fällen,    wo    die    Gleichungen    von    niedrigem   Grade    oder    unvoU- 
ständio-  sind. 


§  28.    Methode  der  natürlichen  Logarithmen. 

Ebenso  wie  die  unmittelbar  vorhergehende  Methode  lassen  sich 
in  einfacheren  Fällen  die  Potenzsummen  der  Wurzeln  einer  Gleichung 
unmittelbar  durch  die  Coefficienten  ausdrücken  mittels  Anwendung 
der  folgenden  Methode.    Gegeben  sei 

f(x)  =  X"  +  ax''-'^  +  6a;"--  -j =  {x  —  Xi)  (x  —  x.2)  •  --  =  0. 

Substituirt  man  —  für  x ,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  in 

1  +  ay  +  hy-  +  ci/-{ =  (1  —  x,y)  (1  —  x,tj){l  —x.,y)-" 

Nimmt  man   von   beiden  Seiten   den   natürlichen  Logarithmus,    so 
resultirt 


«!/  +      &     r  + 


-   2  «' 


-  -  S,y 


s^r 


ah  —    ac 

1     3!  1  1.2 

+  aH 

1        4 


woraus  sich  die  Newton  sehen  Formeln  unmittelbar  ergeben. 
Beispiel     a;"  —  1=0. 


Es  ist 


1  =  (x  —  Xi)  {x  —  x.^)  •  •  •  {x  —  Xn)  , 


und 


1  _  ^«  =  (1  —  x,y)  (1  -  x,y)  •..(!-  Xny) . 
Folglich  ist 

log  nat  (1  -  2/")  =  r  +  \  r"  + 1  y""  +  •  •  •  + 1  r'  +  •  • 

=  S,  y  +\S,y'^  +  '-'  +  j^  Srnf^  +  .  • . 
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=--=0 


Hieraus  ergibt  sich 

8^^  =  82  =  '''=  Sn—l  =  Sn-\-l  == 
Sn  =  S2n  =  Ssn  =='-'  =  Srn  =  fl  • 

Auch  mittels  Reihenentwicklung  derExponentialfunction  gelingt 
es  leicht,  umgekehrt  die  einzelnen  Coefiicienten  einer  Gleichung 
durch  Functionen  der  Potenzsummen  auszudrücken.    Es  ist  nämlich 

log  nat  (l  J^  ay  -{- hy^ -^ )  =  -  S,y  -  ~  S^y'  -  4  ^sV' 


und  folglich 

'^  +cty  +  W  +  ' 

'  =  e              2             3 

=  1  -  S.2/  -  1  S, 

f~~s. 

+  Y  ^.' 

Demgemäss  ist 

a  ==  —  S^^ 


o=-Y^s+  i:2^2^i~  17273  ^^ 
u.  s.  w. 


§  29.    Girard's  Formel  für  die  Potenzsummen  der  Wurzeln*). 

Der    niederländische    Mathematiker    Albert    Girard    hat    in 
einer  1629  verfassten  Schrift  für  die  Potenzsumme  die  Formel 


Sn 


m  Z 


angegeben.  Sie  wird  zumeist  Waring  zugeschrieben/der  sie  erst  1782 
und   zwar   ohne  Beweis   mittheilt.    In  diesem  Ausdrucke   erstreckt 


*)*  Girard,  Invention  nouvelle  en  l'Algebre.     Amsterdam  1629. 
Waring,  Meditationes  algebraicae.  1782. 
Lagrange,  Mem.  de  l'acad.  de  Berlin  1768   und    Traite  de  la  reso- 

lution  etc.,  note  XI. 
Serret,  Cours  d'algebre  superieiire  III.  §  '196, 

Unferdinger,  Sitzungsber.  d.  Acad.  d.  Wissensch.  in  Wien.  Bd.  LX. 
S.  36.    1869. 
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sich  die  Summation  auf  alle  positiven  ganzen  Zahlen  einschliesslich 
Null  für  Sj^S2S^  . .  .  Sn  y  welche  der  Gleichung 

Sj  +  26%  +  353  +  •  •  •  +  nSn  =  m 
genügen. 

Beweis  von  ünf erdinger.   Es  seien  x^x.^  .  . .  Xn  die  n  reellen 
oder  imaginären  Wurzeln  der  Gleichung 

f(x)  =  X''  +  ax"-^  +  hx''-'^  -\ \-  sx  -\-  t  =  0 

und 

Setzt  man  ;:t;  =  — ,  so  ist 

Y=l+ay  +  hi/  +  ct/-] p  jti/-  +  . . .  4-  tyn 

^  Ferner  ist  mit  n  maliger  Anwendung  der  Formel 

log  ^a*  r=^/  =  ^^  +  Y  ^'^'  +  y  ^'2/'  H — , 

log  nat  ^  =  [1]  7/  +  I  [2]  r  +  I  [3]  !/^  +  •  •  • 

Andrerseits  ist  auch 

lognat^=lognatj^.  =  -«  +  -i«^-|^^  +  ...  =  |(-iy^, 

wobei  immer  so  kleine  Werthe  von  y  resp.  von  2  denkbar  sind, 
dass  beide  Reihen  convergiren.    Um  auch  die  zweite  Entwicklung 

von   log  y.  in   eine  Potenzreihe   nach   y  zu   verwandeln,    benutzen 

wir  den  polynomischen  Lehrsatz.  Bezeichnen  s^,  s..^  s.j,  .  ,  .  Sn  solche 
ganze  positive  Zahlen  inclusive  Null,  welche  die  Bedingung 

^1  +  ^2  +  %  H ]-  Sn  =  r 

erfüllen,  so  ist . bekanntlich : 

1       2       ö  n  • 

wobei  sich  die  Summation  auf  alle  Werthe  von  ^^  bezieht,  welche 
die   vorhergehende   Bedingungsgleichung   erfüllen.     Hierdurch  wird 

\o^^  =  IJi:(—  IV  ^'~  ^^' a'^  .h'^.ü'^  ...t'n.y^^+^'^  +  ---^'''n. 

°  1  1  s^l  s.,l  s^\  .  .  .  s^i 

Wenn  diese  doppelte  Summation  nur  jene  Glieder  zusammenfassen 
soll,  welche  die  Potenz  y'"  enthalten,  so  kann  dieselbe  wieder  auf 
eine  einfache  Summation  reducirt  werden,  wenn  man  r  durch 
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ersetzt  und  nur  jene  Werthe  von  s^,  s^,  s^,  . .  .  Sn  gelten  lässt^  welche 
die  Bedingung 

s^  +  2  s._>  +  3s'3  -f  .  •  .  nsn  =  m 
erfüllen. 

Der  Coefficient  von  2/™  in  der  zweiten  Entwicklung  von  log  nat  -y 
ist  daher 

Die  Gleichstellung  mit  dem  entsprechenden  Coefficienten  der  ersten 
Entwicklung  gibt  alsdann  die  Formel  von  Girard.  Für  die  Summe 
negativer  Potenzen  hat  man  ähnlich 

S—m  =  MZI ~ ; , • 1 -j , • 

Sj!  S2!  S3!  .  .  .  S^i  fi+s^-i-'+s^ 

Um  die  Anwendung  der  Formel  zu  erläutern,  sollen  die  Formeln 
für  eine  möglichst  einfache  Gleichung  entwickelt  werden. 

Beispiel,    rr^  +  a^  =0. 

In  dem  vorliegenden  Falle  ist  a  =  h  =  c  =  '''  =  s  =  0  und 
^  =  +  «'* .  In  dem  Summenausdruck  verschwinden  also  alle  Glieder 
bis  auf  eins,  welches 

s^  =  5^  =  5g  ==  .  . .  =  Sn-i  =  0,     nSn  =  m 
entspricht.    Ist  m  kein  Vielfaches  vom  n,  so  kann  diese  Bedingung 
nicht  erfüllt  werden;  es  ist  daher 

[m]  =  Sm  =  0. 
Ist  dagegen  m  ==  hn ,  so  wird  Sm  =  Je  und  somit 
[m]  =  (+  Ifna^". 

Das  umgekehrte  Problem,  die  Coefficienten  einer  Gleichung  einzeln 
als  Functionen  der  Potenzsummen  darzustellen,  kann  auch  hier  durch 
ähnliche  Betrachtungen  auf  folgende  Weise  gelöst  werden. 

Schreibt  man  der  Kürze  wegen 

log  nat  Y  =  [1]  2/  +  I  [2]  2/'  +  I  [3]  2/'  +  •  •  •  =  «, 

so  ist 

Y=  1  +  ay  +  hif  -] \- ty"  ==  e-'' 

--''  +  172-'  r:2Tn  +  •  •  •  =  f  (~  IX •  fT-^'- 
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Bezeichnen  wiederum  s^^  s.^y  s..y  ...  solche  positive  ganze  Zahlen 
inclusive  Null,  welche  die  Bedingung 

Si  +  52  +  %  H Sn  =  r 

erfüllen,  so  ist  nach  dem  polynomischen  Lehrsatze 

«^  =.^  vi^- (t^^F'- H^'^l' •  •  •  ^'■''"'^"''^■■•"''* ' 

worin  sich  die  Summation  eben   auf  die  Werthe  von  s^^  s.,,  s.^, . .  . 
bezieht.    Dadurch  wird 

Soll  diese  zweifache  Summation  nur  jene  Glieder  vereinigen, 
welche  den  Factor  y'"  enthalten,  so  kann  man  dieselbe  wieder  auf 
eine  einfache  Summation  reduciren,  wenn  man  r  durch  seinen  Werth 
^1  +  ^2  +  ^3  +  *  •  •  ersetzt  und  nur  jene  Werthe  von  s^ ^  s^f  s^ . .  .Sn 
gelten  lässt,  welche  die  Gleichung  . 

Si  -}-  2so  +  3%  +  nsn  =  ni 
erfüllen. 

Der  Coefficient  von  y'"-  in  Y  wird  alsdann  sein 

und   die  Gleichstellung  mit  dem  entsprechenden  Coefficienten  des 
ersten  Ausdrucks  für   Y  gibt  das  Resultat 

§  30.  Waring's  Formeln  für  die  symmetrischen  Functionen  der 
Producte  aus  den  Wurzelpotenzen. 
Mit  Hülfe  der  Formeln  für  die  Potenzsummen  kann  nun  jede 
algebraische,  rationale  symmetrische  Function  der  Wurzeln  einer 
Gleichung  durch  ihre  Coefficienten  ausgedrückt  werden,  wie  z.  B. 
die  folgenden: 

Mattbie3sen,  Grundzüge  d.  ant.  u.  mod.  Algebra.  O 
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Um  7Mnächsi  Sm,p  zu  finden,  multiplicire  man  die  Gleichungen 

Srn  =  ^/"   +  ^/'^   +  ^3"'   H h  ^n'% 

Sp  =  X,P    +  ^2^    +  ^3^   +  •  •  •  +  ^«^ 

miteinander.    Dies  gibt 

+  X^"'X./  +  X/"XsP  H h  X./'X^P  -f 

Die  erste  Reihe  ist  gleich  Sm-\-p',  die  zweite  besteht  aus  allen 
Variationen  der  Wurzeln  zur  zweiten  Klasse  ohne  Wiederholung, 
wobei  das  erste  Element  .den  Exponenten  m,  das  zweite  den  Expo- 
nenten j9  hat.    Die  zweite  Reihe  ist  deshalb  gleich  Ä„,p  und  folglich 

^^m  •  ^p   ^m-\-2)  "i     ^7n, p 

oder 

^m,  p  ^m  •  ^p  ^m-\-p  '  \^) 

Um  Sni,p,q   zu   erhalten,   multiplicire   man   miteinander   die  Reihen 

Srn,p  =  X^"X/  +  a^/'^^Tg^  H 1-  X.^ X^^  -\ \-  Xr^'' Xn-y^  , 

^ci  ==  0^1^  +  ^/  +  ^3'^  H +  ^n^  . 

Dies  gibt 

S,^^p  .  Sq  =  x^^+^x/  +  x^'^+^x^p  +  x^^^+^x^p  +  •  •  • 

+  iCi"^rr/+5  +  x^'^x./'-^'J  H 1-  ^2™  V^^  H 

+  V'^2^^3'^  +  ^i'^^3^^2'^  H 1-  ic/^^/^a'?  +  .  .  . 

Die  erste  Reihe  ist  gleich 

die  zweite  Reihe  ist  gleich 

und  die  dritte  Reihe  gleich 

Es  ist  folglich 

und  da  man  die  symmetrischen  Functionen  von  zwei  Indices  mit 
Hülfe  von  Formel  (1)  berechnen  kann,  so  resultirt  aus  der  vor- 
stehenden Gleichung: 

Sm,p,  q    ==  SmSpSq  Sm+pSq   —  ^m-{-q  ^^p  ^^p-\-q^)u  +  ^  ^^m-\-p+q  •       (-^j 

Fährt  man  auf  dieselbe  Art  mit  der  Multiplication  fort,  so  kann 
man  offenbar  auch  die  symmetrische  Function  Sm,  p,  q,  r  und  so  fort 


§  30.     Die  Formeln  von  Waring.  ()7 

die  jeder  beliebigen  höhern  Combination  ausdrücken.  Da  nun  jede 
symmetrische  Function  einer  der  vorstehenden  Arten  angehört  und 
sich  durch  Addition  und  Subtraction  mehrerer  symmetrischer  Func- 
tionen niedrigerer  Ordnung  ausdrücken  lässt,  so  folgt  daraus,  dass 
der  Werth  einer  jeden  beliebigen  rationalen  symmetrischen  Function 
der  Wurzeln  einer  Gleichung  durch  die  Coefficienten  derselben  mit- 
tels der  Waring'schen  Formeln  gefunden  werden  kann. 

Die"  gegebenen  Formeln  erleiden  einige  Modificationen,  wenn 
einige  der  Exponenten  w?,  p,  q^  r  gleich  sind. 

Ist  p  =  m ,  so  geht  Formel  (1)  über  in 

^i/i,  in  •.     o 

Da  nämlich  in  diesem  Falle  die  Glieder  x^''x.2^  und  rr/'^j^  und 
alle  ähnlichen  Variationen  einander  gleich  werden,  so  vermehrt  sich 
ihre  Anzahl  S,n,p  auf  2Sm,my  woraus  folgt 

Tst  p  =  m,  so  geht  Formel  (2)  über  in 

Q  _  ^»^  m  ^q  —  ^  ^rn  ^m-^g  __  ^m'  ^g  ~  ^2  m  ^g  ~  ^  ^m+g,  m 

OnK  m,  g  ^     ^  1.2  ' 

indem  5,„^„j  aus    der  vorangehenden  Formel  ohne    den  Divisor  2 
einzusetzen  ist,  da  dieser  schon  in  dem  Quotienten  enthalten  ist. 
Wenn  q  =  p  =  ^n  ist,    so  werden   die  sechs  Variationen  in 
x^^x./x.^'i  auf  eine  reducirt  und  es  wird 

^m,  p,  q  t)  ^m,  m,  m  j 

also 

f-^in,  m,  m  1     2     S 

Sind  r  Exponenten  gleich,  so  muss  die  allgemeine  Formel  durch 
r !  =  1 .  2  .  3  . . .  r  dividirt  werden. 

Beispiel.    Gegeben  sei  die   Gleichung  .t"  —  1=0.     Es  soll 

gefunden  werden. 

Man  erhält  naph  (1) 

Snu  p  ==  Sin  Sjy  ^^m-^p  ' 

Im  §  28  haben  wir  bereits  gefunden,  dass  für  diese  Gleichimg 
die    Summe    der    ?>^**"  Potenzen    gleich   n  ist,    wenn  m   ein  Viel- 
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faches  von  n  ist;  dagegen  Null  in  allen  andern  Fällen.  Daher  ist 
Sm,p  =  '^^  —  n,  wenn  m  =  rn ,  p  =  Jen  ist;  Sm,p==  —  n,  wenn 
m  -\-  p  ==  in  ist.    In  allen  andern  Fällen  ist  Sm, p  =  0 . 

IX.     Transformation  der   Gleichungen    mittels    symmetri- 
scher Functionen. 

§  31.    Bildung  der  Gleichung  der  Wurzelsummen. 

In  den  Abschnitten  §  19 — 25  ist  bereits  gezeigt  worden,  wie 
sich  aus  der  Stammgleichung  X  =  0  neue  Gleichungen  bilden 
lassen,  deren  Wurzeln  symmetrische  Functionen  sind,  in  welche 
jedesmal  nur  eine  bestimmte  Anzahl  der  Wurzeln  der  Stammgleichung 
eintreten.  Man  kann  nun  dieselben  Aufgaben  mit  Anwendung  der 
Formeln  von  Newton  und  War  in  g  lösen.  Es  möge  sich  zunächst 
darum  handeln,  die  Gleichung  der  Wurzelsummen  zu  bilden. 

Gegeben  sei  die  kubische  Gleichung 

x^  +  ^^'"^  -\-  hx  -\-  c  =  0  . 
Die  Wurzeln  der  gesuchten  Gleichung,   welche  vom  dritten  Grade 
sein  muss,  also 

f  +  Af-\-By+G=0, 
sind : 

2/i  ==  ^1  +  ^2 ;      2/2  =  ^1  +  ^3 ;      2/3  =  ^2  +  ^3  • 

Durch  Multiplication  der  Binominalfactoren 

[y  —  (^1  +  X.,)]  [y  —'{x,  +  x^)]  [y  —  (x,  +  x^)] 
erhält  man 

-A=  +  2(x,+x,  +  X,)  =  +  2S,  =  -  2a, 
B  =Xi^  -\-  x.^^  -\-  x/  -\-3(XiX.^-\-  x^x^-\-  x.^x.j)  =  /Sa  +  SSi^i 

—  C  =  Xi^X2  +  X^X2^  +  Xj^X^  +  Xj^X^^  +  X2^X^  +  x^x.^^  -\-  2x^x.2X^ 

==  Ä,  1  +   2/^1,  1,  1  =  ^^^^l  ^3  +  ^^• 

Nun  ist 
S^=.-a,     82  =  a'-h,     S,,=^  —  a^  +  Sah  —  Sc, 
folglich  die  Summengleichung 

y'  +  2ay'  +  (a'  +  h)y  +  (ctl)  -c)  =  0. 
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§  32.    Eine  andere  Methode. 

Es    werde   dieselbe    an   der    allgemeinen    Gleichung  vom  n^^^ 
Grade   entwickelt.    Die   Summengleichung    sei    die   Gleichung  vom 

oder  r^^^  Grade 


C) 


r  +  Af-^  +  By-'  +  C,/-'  +  . . .  +  r  =  0 
und  y=x^-\-x.2.    Es  gelten  dann  folgende  Bestimmungsgleichungen 

2J(y)  =  Zix,  +  x.^  =  0^  -  1)  S,  5 
2)     y- =  Xj^  +  2x,x.  +  x,^ ; 
E{f)  =  Zix^  +  x,')  +  2E{x,x.^  =  (n  ~  1)  S,  +  2Ä„  i ;  ' 

3)     y^  =  x^^  +  3x,^x,  +  3x,x,^-  +  x.,^ ; 
Ziy')  =^  E(x,'  +  xj)  +  3i:{x,'x)  =  (fi  -  1)  ^3  +  3&, , ; 

u.  s.  w. 
allgemein 

x(r)=(«-i)s,„+(;')Ä,._.,i+(")s».-2,2+(3)Ä„,_s,3  +  •  •  • 

Da  man  von  diesen  Gleichungen  so  viele  zu  bilden  hat^  als  in 
Y  =  0  unbestimmte  Coefficienten  Ä^  B,  Cj  .  .  .  enthalten  sind,  so 
muss  man  bis  zur  n(^n  —  1)*^°  gehen  und  mittels  der  Formel  in 
§  28  die  Coefficienten  bestimmen: 

A  =  -  E{y)  , 

iJ  =  -  I  Z(f)  +  ^  [Z{y)f, 

c  =  - 1  £(/)  +  ^%_  2:(f)2:{y)  -  ^,  [^«]», 

u.  s.  w. 
Ist  die  gegebene  Gleichung  x^  +  ax-  -\-  hx  -j-  c  =  0,    so  ist 
S^=-a,     S,==a'  —  2h,     S.,  =  —  a' +  3ah  -  3c, 

Demnach  ist 

2;(^)  =  _  2a,  2:(//-)  =  2a'  -  2h,  Z(y')  =  —  2a' +  3ah  +  3c, 

und  endlich 

A  =  2a,     B  =  a''-\-h,     C^ah  —  c. 
Man  kann  dem  Ausdrucke  für  E(y"') ,  welcher  zur  Berechnung 
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der   Summengleichung  in   Betracht  kommt,    noch   eine   bequemere 
Form  geben.    Es  ist  nämlich  für  ganze  positive  Werthe  von  m 

und  wenn  man  für  x  allmähhch  substituirt  x^^j  X2  .  . .  Xn,  darauf  die 
entstehenden  Reihen  addirt,  so  wird 

{x.+x.y^ + {x,+x.;)^-+ ...  (x.+xn)"' + (x,+x,y- + (x,+x,y- + ... 

Nun  ist 

2J(2x,y  =  2- An 
und  es   sind  jedesmal   zwei  gleiche  Glieder  (x^  +  ^2)"%  fe  +  ^1)'" 
vorhanden,  folglich  ist 

Ist  nun  m  eine  gerade  Zahl  2h,  so  ist  die  Anzahl  der  in  der 
Klammer  enthaltenen  Ausdrücke  eine  ungerade,  also 

Ist  dagegen  m  ungerade,   so  ist  die  Anzahl  der  eingeklam- 
merten Ausdrücke  gerade,  und  wenn  m  =  2Ä;  +  1  ist, 

.   In  diesen  Summationen  sind  nur  die  New  tonischen  Formeln 
enthalten.    Man  findet  leicht 

^(y  )  =  I  (nS,  +  nS,)  -  S,  =  (n  -  1)  S„ 

^  iy')  =  I  («Ä  +  2S,'  +  nS,)  ~2S,  =  in-l)S,  +  2  Ä,  t , 
2:{f)  =  nS,  +  iS,S,  -  2^S,  =  («  ~  1)  S,  +  ZS,, , , 

2{f)^nS,  +  iS,S,  +  3S./~-2'S,; 

u.  s.  w. 


§  33.    Bildung  der  Gleichung  der  quadrirten  Differenzen. 
Die  gegebene  Gleichung  sei 

x""  +  ax""-^  +  hx''-^  -| 1-^  =  0 

und  die  Differenzengleichung 

s''  +  .4,:'-i  +  J55'-2  -i h  T  ==  0  , 
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Um  die  unbestimmten  Coefficienten  A,  B,C,  .  .  .  durch  die  be- 
stimmten der  Stammgleiehung  auszudrücken,  suchen  wir  den  all- 
gemeinen Ausdruck  für  2:(^'"),  wo  ^  =  {x,  —  a:,)-.  Für  ganze  positive 
Werthe  7on  m  ist 

2:{x-x,y'^==nx^'^-(^lY,x^^^-^  +  (^iy^x^^-^  -  ...  +  (_  1).^,^^. 

Setzt  man  für  x  successive  die  Werthe  x^jX.2,x^.  .  .  x,,  ein  und 
addirt  die  so  entstandenen  Gleichungen,  so  resultirt 

(X-X.;)^'^  +  {oC-X^y-  +. .  .  +  (a;^  _  Xn  )-  +  {X.,~-X,y-  +  {X.,  -  X^f-  +  •  •  • 

=  n  5.  -  (^; )  Ä.-1  S,  +  (;^)  Ä._2 S, +  (-  l)"^ nS,,. . 

Ist  m  ungerade,  so  werden  beide  Seiten  der  (ileichung  gleich 
Null;  ist  aber  m  gerade  und  gleich  2Z;,  so  ist  die  linke  Seite 
2i:{z^),  wenn  {x^  —  x.^^  gleich  ^e  gesetzt  wird.  Fasst  man  die 
"gleichen  Glieder  von  beiden  Seiten  mit  Ausnahme  des  mittelsten 
zusammen,  so  ergibt  sich 

Aß')  =  nS2,  -  (-/■)  S2,-iS,  +  p)  &_2 S, 

Man  findet  demgemäss 

Z{3  )  =  nS,  —  {S,y  =  (n  -1)S,-  2S,,  i ; 

2:(^2)  =  7tS^  -  4S,S,  +3S.y  =  {n  —  1)  S,  -  ASs,  i  +  65,,  2 , 

z(z')  =  nS,  -  6S,s,  +  iös,s,  -  10(53)- ; 

u.  s.  w. 

Das  Absolutglied  der  Gleichung  der  quadrirten  Differenzen  ist 
das  wichtigste  Glied  derselben,  da  es  Aufschluss  darüber  geben 
kann,  ob  eine  Gleichung  gleiche  Wurzeln  hat  und  ob  unter  den 
Wurzeln  auch  complexe  vorkommen.  Dasselbe  ist  eine  symmetrische 
Function  der  Wurzeln  der  ersten  Derivirten  und  kann  mit  Berück- 
sichtigung dieses  Umstandes  mit  Vortheil  berechnet  werden. 

Es  ist  bereits  in  §  20  gezeigt,  dass  die  Discriminante  einer 
Gleichung  f(x)  =  0  gefunden  wird,  wenn  man  die  Resultante  der 
Gleichungen 

oder  auch 

nf{x)~f'{x)  =  0,    f'{x)  =  0 

bildet.    Es  ist  nun 


^ 
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n — 1 

und  wenn  x  irgend  einen  der  Werthe  x^^x^  ...Xn  annimmt,  z.  B.  x^, 
so  reducirt  sich  der  Ausdruck  auf  ein  einziges  Glied: 

Die  Differenzengleichung  sei 

z'  +  ^ä"-i  +  Bz'-^  -\ h  ^  ==  0  , 

dann  ist 

u=-f{x,)r{x,)nx,).,,r(x^). 

Wenn  nun  Ij,  J^;  ?3  •  •  •  ^n-i  die  Wurzeln  der  Gleichung  f{x)  =  0 
sind,  dann  ist 

fild  =  (-  1)»  (^1  -  li)  (*2  -  k)  fe  -  k)  ■  ■  ■  (.''•»  -  S.) 

und  folgeweise 

X  .     .     . 

X  (^1  —  S«-l)(^2  —  h-l)  "-(oOn  —  |„_i). 

In  dieser  Productenreihe  ist  ( —  1)^(«— i)  ==  -[-  1  und  wenn  man 
jetzt  die  Verticalcolumnen  zu  je  einem  Producte  verbindet,   so   ist 
das  erste  Product  (x^  —  Ij)  (x^  —  Ig)  . .  .  (x^  —  ^n—i) , 
das  zweite       „        (x^  —  Q  (x^  —  gg)  •  •  •  (^2  —  ^«-1) 

u.  s.  w. 
Da  nun 

[Slfe]  =  +  '^^;      U.  S.  W.  , 

SO  ist  das  erste  Product  gleich 

"^"-^  +  ^  «*>"-'  +  ^  *^x"-'  +  •••  =  ¥  /'(*.) ; 

das  zweite 


W 


folglich 
oder 


f7 =««/■(!,) /■(y-../'(i.-i). 
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Beispiel.     f{x)  =  x^-^ax'  +  lx  +  c  =  0. 
Hieraus  ergibt  sich  zunächst 

Weiter  ist 

U  =  3^(1,^  +  ai;'  +  H,  +  c)  (y  +  «S/  -Vhl,  +  c) 
f  4-  afs  +  flV  +  «6i;s  +  h'p  +  6c5  +  c-\ 
^^33  +  hps-  +  cs^  +  acs^ 

I  -- 26/ —  3cps  — 2«cp  ) 

Setzt  man  für  p  und  s  ihre  Werthe  ein,  so  resultirt 
r/==  +  4«^c  -  «"&'  -  l^alc  +  46^  +  21  c^ 
=  —  (^1  —  x.^-  {x^  —  x^f  (ä^2  —  %)'  • 

§  34.    Bildung  der  Gleichung  der  Wurzelproducte. 
Gegeben  sei 

f{cc)  =  Jf  +  ax"-'  +  ^•^"~'  H \-t  =  0. 

Man  setze  .r^^o  =  y ,  so  ist 

r=  if  +  j//'-^  +  -Bv/'--^  +  . . .  +  T  =  0 


und 


^(2/)    =  K  a;^  ]  =  ^1, 1  =  — f:i — 


Z{y"^)  =  [^i'^o^a'"]  =  Ä«.m  = 17^ 

Nun  ist 

53  =  —  «^'  +  3rt6  — 3c, 
^^  =       a^  -  4a2&  +  4ae  +  2h-  —  Ad, 
S,  =  -  a'  +  oa'h  —  5«6-  —  öa^c  +  5«^  +bhc  —  De 
S^=       a'-  Ga'h  +  Qa'c  +  da'h'  -  Qa^d  -  12ahc  -  26 
+  Qae  +  66r?  +  3c-  —  6/;  u.  s.  w. 

Daraus  folgt  z.  B.  für  n  =  4 : 


.3 
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^  =  -  2:(y)  =  -  6  , 

u.  s.  w. 

Einfacher  und  allgemein  ist  die  folgende  Methode. 
Gegeben  sei 

x""  +  ax""-^  +  Ix""-^  -j \.t  =  0. 

Setzt  man  x^  x^  ==  y ,  so  ist  für  ganze  positive  Werthe  von  m 

(xxj)'"  +  (::i;^2)'"  +  (^^3)'"  H (xXn)'"  =  x"'S,n . 

Wenn  man  nun  für  x  successive  die  Wurzel  werthe  x^,  x.^,  x^  ...Xn 
substituirt^  so  ist 

(X,  X,y^  +  (^1  X,)"^  +  (X,  X,)"^  H {-(X,  X,)"^  =  X,^-S,n  ,  ■ 

(X.,  X,)"^  +  {X.,  X.,)"^  +  {X.^  X.;)"^  -\ \-(x.,  Xn)'"  =  X^"^S,n,    U.    S.    W. 

Addirt  man  sämmtliche  so  entstandene  Gleichungen,  so  resultirt 
oder 

^(r)  =  — ^ 

Demgemäss  ist  nun 

^{f)  =  ^^^Y^,    u.  s.  w. 
Endlich  ist  nach  §  28: 

A=-2J{y)  =  -^{S,'-S.^, 
•  JB=      ^^2J,'^2J,)  =  ^{S,'~-2S,'A  +  S,), 
C=-~{2J,'-32J,U,  +  22J,),  u.  s.  w. 

§  35.    Bildung  der  Gleichiing  der  Wurzelquotienten. 

Dieser  Aufgabe  ist  bereits  in  §  23  Erwähnung  geschehen,  ohne 
dass  die  Auflösung  gegeben  worden  ist.  Dieselbe  möge  an  der 
allgemeinen  kubischen  Gleichung 

x^  +  ax~  -\-  hx  -\-  c  =  0 


§  35.     Die  Gleichung  der  Wurzelquotienten.  75 

erläutert  werden.  Die  gesuchte  Gleichung  wird  von  dem  sovielten 
Grade  sein,  als  die  drei  Wurzeln  zu  je  zweien  ohne  Wiederholung 
variirt  werden  können;  also  vom  3.2  =  6^^  Grade.  Das  Absolut- 
glied wird  gleich  1  und  die  Gleichung  eine  reciproke  sein  müssen, 
also  von  der  Form 

/  +  Af  +  By'  +  Cf  +  Bf  +  Jy  +  1  =  0. 
Es  ist  also 


{&-y''' 


_[.r/x3]_ 

^ 

1 

c 

c 

7 

[X/X3«] 

y 

_     [X,^X/] 

^e,3 

_      SA- 

■s. 

\       2  /  1  2  3 

u.  s.  w. 
Mittels  Anwendung  der  Newton  sehen  Formeln,   die  man  bis 
Scf  zu  entwickeln  haben  würde,  findet  man: 

.                ab  — 3c 
Ä  =  —  — , 


JJ  ==         


c* 


^  —  2rt3c  + «^62  4- 6a&c  —  7c2  — 2Z>3 

Vorstehende  Aufgabe  findet  sich  in  den  Annali  di  matematica 
Tom.  VII,  gestellt  von  Tortolini*),  zu  der  von  mir  in  Grunert's 
Archiv**)  folgende  Lösung  gegeben  worden  ist. 

Man  bilde  die  Quotientengleichung 

/  +  Äy'^  +  Bi/  +  Ci/.+  Elf  +  ^^+1  =  0 
mittels  binomischer  Pactoren  aus  dem  Producte 

(»-:t)(»-I)(»-i)('-i)('-s)('^ö=»- 

Man  findet  leicht 

»'-[i]»-+('+[&]+[äi]+[¥-]k-^'+=[y 


+[jgi''+i»+B]+K]+[^]K- 


*)  Die   Aufgabe    erscheint    zuerst    in   Educational   Times,    Aug.    1866, 
p.  108.    Tortolini,  Kisoluzione  di  un  problema  etc.  Ann.  d.  mat.  VII.  p.  297. 
**)  Ueber  ein  algebraisches  Problem  von  Herrn  Barnaba  Tortolini, 
die  kubischen  Gleichungen  betreffend.     Grün.  Arch.  XL VIII,  S.  460. 
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oder  auch 


t 


+ii[a'-[ai»'-[5]'+'=»- 

Setzt  man  y  ^ —  ==  -^  ?  so  wird  einfacher 

--[y"+Mk-M-«)'~([a+^i=« 


Es  ist  nun 


I         2      I  1  *^»>  *^ 


')«2  +fe  '+a:s  V,         S,S.,—8^        ab  —  Sc 


yA 


Oun  ——  C  C 

Setzt  man  in  diesem  Coefficienten  statt  a,  hj  c  die  Coefficienten  der 
Gleichung  der  Wurzelquadrate,  so  erhält  man 

((t^—  2 6) (6'^  —  2ac)  +  S^c^  _  ~2a''c-\-a''h^-j-4:ahc—3c^  —  2b^ 

und  es  können  demnach  die  Coefficienten  A,  B,  G  gebildet  werden. 
Sind  die  Wurzeln  x^^x^jX^^  einander  gleich,  so  wird 
y^  -  6/  +  15^/^  -  20^^  +  Ibif  —  6y  +  1  ==  0, 
oder 

^^-6^^+12^  —  8  =  0. 
Man  erhält  die  Wurzeln 

2/i  ==  2/2  =  2/3  =  2/4  ==  2/5  =  2/6  ==  1  • 
Einfacher  und  allgemein  ist  die  folgende  Methode. 
Gegeben  sei 

x""  +  ax""-^  +  &^«-2  j^ [-  ^  =  0 . 

Setzt  man  -^  =  y ,  so  ist  für  ganze  positive  Werthe   von  m : 

(f)-+e)"+©"+-;+©"=*--(-Tr=-''- 

Wenn  man  nun  für  x  successive  die  Wurzelwerthe  x^,  X2,  x^  . .  .  Xn 
substitutirt,  so  ist 

u.  s.  w. 
Addirt  man  sämmtliche  so  entstandene  Gleichungen,  so  resultirt: 
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oder 

Demgemäss  ist  nun 

Z(y)  =S,S-i-«, 

2J  (■y-)  =  S2  S^2  —  ^i  f  u.  s.  w. 
Endlich  ist  nach  §  28: 

Ä=  —  Ziy)  =  —  S^S-i  +  n, 


B 


1.2  1.2 


^  Z3  —  32;,  Z,  +2^*3 

C  =  -- iTYTs ^;u-s-w., 

wodurch  die  Aufgabe  allgemein  gelöst  ist. 

§  36.    Symmetrisclie  Functionen  der  Wurzeln  und  Wurzel- 
differenzen nach  Meyer  Hirsch  und  Roberts*). 

Denken  wir  uns  die  allgemeine  Gleichung  n^^"^  Grades  in  der 
gewöhnlichen  Form 

gegeben,   so   sind   die  symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln  der 
ersten  sechs  Grade  in  folgenden  Formeln  enthalten: 
I.  Zix^)^  —  a. 
IL  2J{x,')  =  a^  —  2h',     i:(x^ X,)  =  '& . 

III.  2:(x,^)  =-a'  +  3ah  —  3c; 

Zix^^x^)  =  —  ah  +  3c ;     2J(XiX.2X.^)  =  —  c . 

IV.  2:(V)  =  «'  -  4«-6  +  2h^  +  4flc  -  4d- 
U^x^^x^)  =  a-h  —  2h-  —  ac  +  4f7; 
Z(x,^x,')  =  h'  -  2ac  +  2d', 
^(x^^x^x.^)  =  hc  —  4(1]     Zix^x^x^x^)  =  d. 

V.  Z(x^^)=  —  a^  -{-  ba^h  —  bah'~  —  Da-c+  Dhc  —  bad  —  be-, 
Z(x,^x.^  =  —  a^h  +  Sah-  +  a-c  —  bhc  —  ad  +  5c  5 
^K'^/)  ==  -  «^'  +  2rt'c  -i-hc  —  bad  +  5c; 


*)  Meyer  Hirsch,  Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Theorie  der  alge- 
braischen Gleichungen.  I.  Thl.  Berlin  1809. 

Fiedler,  Die  Vorlesungen  über  Algebra  von  Salmon.  S.  444.  Leipzig  1877. 
Roberts,  Quarterly  Journal.  Bd.  4. 

ä 
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leichungen. 

6e: 


12ahc  +  ^c^^ 


2J(x^^X2X.^)  =  —  a^c  -\-  2hc  +  ad 
2J(x^^X2^x^)  =  —  hc  -{-  3ad  —  be-^ 
2J(xi^X2X^xJ  =  —  ad  -}-  be-j 
Uix.x^x^x^x^)  =  —  c, 

VI.  U(x,')  --=  a''  -  Ga^b  +  9a'P  —  2P  +  Ga^c  - 
-  ßa'd+  6hd+ßae--6f', 

2J(x,'x2)  =  «'^  —  4a^6^  +  2b'  -  a'^c  +  labe 

—  6bd  —  ae  -\-  ßf] 

2J{x,^X2^)==a'b'-2¥  —  2a'c  +  Aabc-3c'  +  2a'd+2bd 

—  ßae  -{-  ßf\ 

Z{x^'x.,')  =  ¥  —  dabc  +  3c2  +  3a'd  —  Ud  —  Zae  +  S/"; 
2:{x^^X2X^  =  a'c  —  3abc  +  Zc^  —a^d-\-2hd  + ae—ßf-^ 
Zix^'x^^'x^)  =  abc  —  3c^  —  -Sa^d  +  Abd  +  lae  —  12  f-, 
Zix^xixi')  =  c'~2bd+2ae  —  2f', 
Zix^x^x^x^  =  a^d  —  2bd  —  ae  -\-  ßf-^ 
U^Xj^x^^x^x^)  =  bd  —  4ae  +  9/*; 
2J(Xj^X2X.^X4^x^)  =  ae—  ßf] 

2j  i^Xj^  X2  X.^  X^  ^5  Xq)  =  f  . 

Geht  man  aus  von  der  Cayley'sclien  Form  des  Polynoms 
{a,  b,c,...s,  t)  {x,  yy  , 
so  erhält  man  nach  Roberts  symmetrische  Functionen,  mit  deren 
Hülfe  sich  die  ersten  Glieder  der  Gleichungen  der  quadrirten  Diffe- 
renzen berechnen  lassen. 

Man  setze  der  Kürze  wegen 

b^  —  ac=V2, 

ae  —  Abd  +  3c^  =  Ja,2, 
ace  -\-  2bcd  —  adr'  —  V^e  —  c'  =  J^,^^, 
ag  —  ßbf+  \hee  —  10^^  =  J^,^, 
ai  —  8bh  +  2Scg  —  bßdf+  Sbe'  =  Js,2, 
b^g  —  2cd'  +  bde  —  Ucf—aeg  +  Zadf -  2ae' +  Zc'e  ==  M. 
Die  Function  M  ist  das  Leitglied  der  quadratischen  Covariante 
der  Form  sechsten  Grades 


{a,b,c,d,ej,g){x,yy. 


Alsdann  ist 


§  36.     Die  Formeln  von  Roberts.  7y 

a^  Z(x,  —  x.^'  =  n-(n  —  1)  F^ , 

a'  Z(x,  -  X,)'  =  n\n  —  1)  pF/  — ^  (n  -  2){n  —  3)a'J,,o  1  , 

a«  Z(x,  -  X.;)'  =  n\n  -  1)  pF^^  -^n\n  -  2){n  -  b)a'  V,J,,, 

—  ^n(w-2)(7n  — 15)rtV4,3-Y^(n-2)(w-3)(n-4)(n-5)«VG,2l, 

a'U{x,-x.;)'  =  n\n  —  l)U'r^^  —  jn\n  -  2){n  -  l)a'V,^J^,2 
+  2n\n  —  2)(ßn -  l)a' V,.Ji,3 
+  ^n\n  -  2)(w  -  3)(n^  +  8n  -  21)aVl2 

-  ^'''^'^  -  ^)(''  —  ^)(^'  -  4)  (^^  -  21)«'  ^2-^6,2 

—  I  w(m  —  2)(m  -  3)(m  —  4)(3n  —  7)«^  J?f 

Mit  Hülfe  dieser  Ausdrücke  lassen  sich  die  ersten  fünf  Glieder 
der  GleichuDg  der  quadrirten  Differenzen  berechnen. 

Um  für  die  Gleichung  von  der  gewöhnlichen  Form 

f(x)  =  ä;«  +  ax''-^  +  hx"-^  -\ \.sx  +  t  =  0 

die  Gleichung  der  quadrirten  Differenzen  mit  Hülfe  von  symmetri- 
schen Functionen  zu  finden^  kann  man  auf  die  in  §  33  angedeutete 
Art  verfahren*).     Durch  Entwicklung  erhält  man: 
Z(x,  —  x,;f  =  {n  —  l)>So  -  2>Si,i , 
2:{x,  -  X.;)'  =  (n  -  1)5,  -  4^3,1  +  6^2,2, 
E{x,  ~  x.;)'^  =  {n  —  \)S^  —  6/^5,1  +  15^4,2  -  2053,3,  u.  s.  f. 
Bezeichnet  man  die  Differenzengleichung  mit 

Z  =  ^'"  +  Az"'-^  +  Bz'"--  H [-  3Iz  +  N=0, 

wo  m  =  r  *  ]  ^  so  muss  man  so  viele  Summenreihen  bilden ,  als  Z 

unbestimmte  Coefficienten  hat^  also  gehen  bis  52,/^ .  Man  wird  dann 
zuerst  mit  den  Coefficienten  der  vorgelegten  Gleichung  f{x)  =  0 
die  Grössen  S^,  S.2,  S^,  u.  s.  f.  und  hieraus  mit  Hülfe  der  Waring- 
schen  Formeln  (§  30)  die  vorkommenden  Grössen  Sm,p  und  endlich 
mit  allen   diesen  Werthen   nach   den  voranstehenden  Formeln   die 


*)  Burg,  Lehrbuch  der  höheren  Mathematik.  I.  S.  100.  Wien  1832. 
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Grössen  2J(x^^  —  ^2)'"  berechnen.  Mit  Hülfe  dieser  lassen  sich  dann 
nach  §  28  die  unbestimmten  Coefficienten  Ä,  B,  C,. ..  der  Gleichung 
der  quadrirten  Differenzen  finden. 


X.     Substitution   linearer,    quadratischer,    kubischer    und 
höherer  algebraischer  Functionen  der  Unbekannten. 

§  37.    Allgemeine  Bemerkungen. 

Die  algebraische  Auflösung  der  .Gleichungen  der  ersten  vier 
Grade  wird  in  den  meisten  Fällen  dadurch  erzielt,  dass  man  eine 
geeignete  ganze  algebraische  Function  niedrigeren  Grades,  be- 
stehend aus  der  Hauptgrösse  x  und  einer  oder  mehreren  neuen  Un- 
bekannten, also 

cp{x,y,0,ti,..:)  =  O 
in   die   gegebene  Function  f(x)  einführt,  in   der  Weise,   dass   man 
die   Hauptunbekannte   x  aus    beiden   Gleichungen  eliminirt.     Man 
kann  alsdann  von  der  Resultante  \ 

0{y,  0,u,...)  =  O 
eben  so  viele  Partialgleichungen  (Resolventen) 
Z=0  ,     U=^0,  u.  s.  w. 
absondern,   als   neue  Unbekannte  vorhanden  sind,   so   dass  durch 
diese    Theilung    die   Auflösung    des  übrigen   Theiles   der   Function 
Oy  also 

F(y)  =  0, 

welcher  im  Allgemeinen  die  Reducirte  (reduite,  ridotta)  heisst, 
ermöglicht,  d.  h.  auf  die  einer  einfacheren  Gleichung  reducirt 
und  von  der  Ausführung  einfacherer  Operationen  abhängig  ge- 
macht wird. 

Die  Substitutionsmethode  ist  durch  Ferrari  und  Vieta  be- 
gründet, von  denen  Letzterer  zuerst  die  meisten  Reductionen,  na- 
mentlich die  Wegschaffung  des  zweiten  Gliedes,  lehrte.  Sie  ist 
später  durch  Graf  Tschirnhausen,  Euler,  Waring,  Bezout  und 
Lagrange  nach  verschiedenen  Richtungen  weiter  ausgebildet 
worden.    Die  Methode  von  Tschirn  hausen*)  besteht  im  Wesent-- 


*)  Methodus  auferendi   omnes   terminos  intermedios  ex  data  aequatione 
per  D.  T.   Acta  Erudit.    Lipsiae  1683,  p.  204  seq. 
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licheu  in  der  Substitution  einer  andern  algebraischen  Function  von 
der  Form 

ax'"  +  ßr"-^  +  yx''^--  -I [-  a  ==  y^ 

um  mittels  derselben  aus  der  Hauptgleichung 

beliebig  viele  Glieder  wegzuschaffen.  Genauer  kommt  das  Ver- 
fahren darauf  hinaus,  anstatt  der  Wurzel  x  der  Hauptgleichung 
eine  Wurzel  der  Substituirten  einzusetzen,  oder  was  dasselbe  ist, 
durch  Elimination  von  x  aus  den  beiden  Gleichungen 

fix)  =  0,  (p{x,  1/,  a,  /3, . . .)  =  0 
eine  neue  Gleichung  in  y  zu  formen,  welche  dadurch,  dass  man 
über  die  unbestimmten  Coefticienten  a^  ß,  y,  .  .  .  ö  disponirt,  auf 
weniger  Glieder  oder  überhaupt  auf  eine  einfachere  Form  redu- 
cirt  wird.  Unter  der  Voraussetzung  ni  <  n  kommen  nämlich  der  Un- 
bekannten y  in  der  Substituirten  eben  so  viele  verschiedene  Werthe 
zu,  als  wie  der  Unbekannten  x  in  der  Hauptgleichung.  Daher  wird 
die  Resultante  in  Bezug  auf  y  ebenfalls  vom  «*"'  Grade  sein, 
also  etwa 

y.  +  Ay-'  +  Bf'-'  +  . . .  +  r  =  0. 

Die  Coefficienten  Ä,  B^C, ...  sind  Functionen  der  Coefficienten 
a,h,c,...  und  a,  /3,  y, .  .  .  Wenn  man  nun  m  Coefficienten  der  Re- 
sultante r  =  0  zum  Verschwinden  bringen  oder  ihnen  sonstige 
Relationen  unterstellen  will,  so  hat  man  m  Bestimmungsgleichungen 
zwischen  7n  +  1  Unbestimmten  aufzulösen,  wobei  eine  der  Unbe- 
stimmten willkürlich  bleibt.  Das  Hauptgeschäft  bei  der  Trans- 
formation der  gegebenen  Gleichung  ist  also  die  Elimination  der 
Hauptunbekannten  x  aus  der  gegebenen  und  der  substituirten 
Gleichung. 

Bereits  vor  Tschirnhausen  hatte  Vieta   durch  Substitution 


Grunert,  Die  Methoden  von  Tschirnhaus  und  Jerrard  zur  Trans- 
formation der  Gleichungen.  Grün.  Arch.  XL.  S.  214.  1863. 

Bring,  meletemata  quaedam  mathematica  circa  transformationem  aequa- 
tionum  algebraicarum.  Lundae  1786.  Ein  Auszug  davon  in  Grün.  Arch.  XLI. 
S.  105.  1864. 

Lagrange,  Reflexions  sur  la  resolution  algebrique  des  equations.  Nouv. 
Mem.  de  l'acad.  roy.  des  sciences,  annee  1770,  pg.  134—215;  anne'e  1771,  pg. 
138—254.     Berlin  1772  et  1773. 

Hunrath,  Algebraische  Untersuchungen  nach  Tschirnhausens  Me- 
thode. L  Progr.  Glückstadt  1876. 

Mattbiessen,  Grundzüpe  d.  ant.  u,  mod.  AlgeLra  6 
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einer  einfachen  linearen  Function  der  Unbekannten^  nämlich  durch 
die  Variation 

X  —  0  =  y 

die  Gleichungen  reducirt^  um  sie  zu  einer  einfacheren  Lösung  vor- 
zubereiten. Dasselbe  Princip  suchten  spätere  Algebristen  für  die 
directe  Auflösung  der  Gleichungen  zu  yerwerthen,  indem  dabei  zum 
Theil  die  definitive  Wurzelform  a  priori  in  Rechnung  gebracht 
wurde.  Aus  der  Bemerkung,  dass,  wenn  das  zweite  Glied  fehlt, 
die  Form  der  Wurzel  für  die  Gleichung 

2  - — 

zweiten  Grades  x  =  yij^  , 
dritten  Grades  x  =  yy^  +  yy.^  , 

vierten  Grades  x  =  yy^  4"  K 2/2  +  Vv-d 
wird,   glaubte   Euler  schliessen  zu  dürfen,  dass,  wenn  das  zweite 
Glied  einer  Gleichung  gleich  Null  sei,  die  Substitution 

^  =  Vyi  +  V^/2  +  V¥^-\ \-Vyn-i 

zur  Auflösung  führe,  oder  mit  andern  Worten  die  Form  der  ge- 
suchten Wurzel  sei*).  Dabei  sollten  die  Grössen  y^  y»  -  •  -  Vn—i  die 
Wurzeln  einer  Gleichung  vom  w — 1*®"^  Grade  bezeichnen.  Ernannte 
diese  Hülfsgieichung  die  Resolvente  der  Hauptgleichung.  Euler 
erkannte  jedoch  bald,  dass  die  Anzahl  der  in  der  linearen  Function 
von  X  enthaltenen  Wurzeln  den  Grad  der  Stammgleichung  bei 
höheren  Exponenten  übersteige  und  deshalb  auch  zu  einer  Gleichung 
in  X  führe,  welche  in  rationaler  Form  von  höherem  Grade  als  dem 
^*®"  sei.  Deshalb  stellte  er  später**),  wie  bereits  zwei  Jahre  vor 
ihm  Warin g***),  den  Satz  auf,  dass  für  Gleichungen,  deren  zweites 
Glied  fehle,  die  Substitution 

X  =  yyv  +  zyv^  +  w  yv^  +  •  •  •  +  ivyv^—^ 
als  Wurzelform   allen   Anforderungen   genüge.     Gibt  man  nämlich 

yv  nach  einander  alle  Werthe  von  y\  .yv,  so  erhält  man  nur 
n  verschiedene  Ausdrücke  für  x.  Durch  Aufhebung  der  Wurzel- 
exponenten sollte  man  zu  einer  Gleichung  in  x  vom  selben  Grade 

*)  Euler,  De  formis  radicum  aequationum  cujusque  ordinis  conjectatio. 
Comm.  Acad.  Petrop.  vet.  VI.  p.  223.  1739. 

**)  Euler,  De   resolutione  aequationum    cujusvis  gradus.   Nov.   Comm. 
Acad.  Petrop.  IX.  1764. 

***)  Warin g,   Miscellanea  analytica   de    aequationibus  algebraicis.    pg. 
44.  1762. 
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gelangeü,  wie  dem  der  Hauptgleichung,  so  dass  durch  Gleich- 
setzung homologer  Glieder  die  übrigen  unbestimmten  Coefficienten 
y,  Zjii^  ,  .  .  sich  durch  eben  so  viele  Parti algleichungen  würden  be- 
stimmen lassen.  Man  erhält  so  freilich  eine  Finalgleichung  in  v^ 
von  deren  Lösung  dann  die  definitive  Berechnung  der  Wurzel  x 
abhängt.  Die  Finalgleichung  in  v  ist  nun  in  der  That  bei  den 
kubischen  Gleichungen  vom  zweiten,  bei  den  biquadratischen  vom 
dritten  Grade.  An  dem  Versuche,  die  Finalgleichung  für  die  all- 
gemeine Gleichung  fünften  Grades  überhaupt  zu  erhalten,  scheiterte 
Euler,  obwohl  er  der  Meinung  blieb,  sie  müsse  vom  vierten  Grade 
sein,  da  seine  Methode  sonst  nicht  den  Namen  einer  allgemeinen 
verdiente*). 

B.ezout**)  von  einem  ähnlichen  Prinzip  ausgehend,  betrach- 
tete die  gegebene  Gleichung  als  ein  Resultat  der  Elimination  von  y 
aus  den  beiden  Gleichungen 

^  =  Py  +  Q.y'^  -\-  ry^  -\ \-  ivy^-^ 

und 

?/"  —  1  ==  0 . 

Diese  Methode  unterscheidet  sich  von  der  Waring-Euler- 
schen  Methode  nur  dadurch,  dass  Euler  mittels  der  Gleichung 

yn  —  V  =  0 

eine  Finalgleichuug  in  v  sucht,  Bezout  aher  sogleich  v  =  1  an- 
nimmt und  so  die  Operation  nach  einer  andern  Richtung  verein- 
facht. Bezout  modificirt  seine  Methode  noch  für  den  Fall,  dass  n 
eine  zusammengesetzte  Zahl  ist,  z.  B.  71  =  JcL  Er  gibt  für  diesen 
Fall  die  Regel,  die  Hauptgleichung 

.T"  -f  ax""-^  +  &rr"-2  -| l-t  =  0 

zw  bilden  aus  den  beiden  andern 

xi-(m+py-{-qy'-\ (-  ivy^-') x'-'  +  (ni,  -\-p^y -\^...tv, y'-') a^-^ 

—  •  •  •  ±  (^w;t_i  +  pk-iy  -\ h  iVk-iy^-^)  =  0 

und 

y*  _  1  =  0 . 


*)  Blomstrand,  De  methodis  praecipuis  etc.    VII.  Lundae  1847. 

**)  Be'zout,  Memoire  sur  plusieurs  classes  d'eqiiations  de  tous  les  degres, 
quiadmettentuneresolutionalgebrique.  Mem.  de  Facad.  des  sciences,  aniiee  1762, 
Paris  1764.  —  Memoire  sur  la  re'solution  generale  des  equations  de  tous  les 
degres.  Ibid.  annee  1765.     Paris  1768. 

6* 
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Die  Elimination  von  y  in  dieser  und  der  vorangehenden  Me- 
thode wird  in  einer  äusserst  eleganten  Weise  auf  die  Auflösung 
von  linearen  Gleichungen  (Determinante)  zurückgeführt. 

Obwol  die  besprochenen  Substitutionen  von  der  von  Tschirn - 
hausen  vorgeschlagenen  abzuweichen  scheinen^  so  lassen  sie  sich- 
doch  auf  dieselbe  zurückführen.  Letztere  liefert  nämlich  mit  An- 
wendung der  Methode  des  grössten  gemeinschaftlichen  Divisors 
(§  38)  für  die  Wurzel  die  Form 

^^F  ^  Gy  ^H,f-^  •.•-{.  Ky^^ 

wo^==— n,   wenn  n  eine   gerade  Zahl,  sonst  /x- ==  — -(n— l)ist; 

ausserdem  iß  ==  v.  Daraus  folgt,  dass,  wenn  die  Coefficienten  F,  G, .. 
u.  s.  w.  und  y  noch  unbestimmt  gelassen  werden ,  es  gestattet  sein 
wird,  die  gegebene  Gleichung  f(x)  =  0  als  eine  solche  zu  betrach- 
ten, welche  durch  Elimination  von  y  aus  jenen  beiden  Gleichungen 
entstanden  ist.  Wenn  die  Final  gleich  ung  in  x  mit  der  gegebenen 
verglichen  wird,  so  gibt  das  n  Bestimmungsgleichungen  für  eben  so 
viele  Unbestimmte,  während  die  etwa  noch  übrigen  willkürlich 
bleiben. 

Einfacher  wird  indess  die  Rechnung,  wenn  man  die  gebrochene 
Function  auf  eine  ganze  bringt,  also 

X  =  0  +  py  +  qy'  -\ \-  tvß^-^ , 

was  immer  mittels  der  Hülfsgieichung  y''  —  v  =  0  möglich  ist. 
Um  einen  geeigneten  Factor  für  den  Dividenden  und  Divisor  zu 
finden,  braucht  man  nur  zu  setzen 

L  +  3Iy  +  m/  +  "'  +  By-  =  z 
und  y  mit  Hülfe  von  iß  =  v  zu  eliminiren,   wodurch  man  erhält 

Der  gesuchte  Factor  ist  also 

z^-^  -f  Az--^  +  Bz--^  -^ \-U 

und  der  Divisor  verwandelt  sich  in  —  F. 

Eine  andere  bemerkenswerthe  Substitution,  welche  vor  allen 
andern  den  Vorzug  verdient,  wurde  von  Lagrange  und  Van- 
dermonde  zur  Auflösung  der  Gleichungen  verwendet,  und  nicht 
unpassend  mit  dem  Namen  Combinations- oder  Typenmethode 


§  37.     Substituirte  Fuuctioneu.  ^5 

bezeichnet.  "Während  nämlich  bei  den  früheren  Substitutionen 
die  Wurzel  y  der  Reducirten  eine  ganze  algebraische  Function  immer 
nur  einer  einzigen  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung  umfasst,  z.  B. 
bei  der  Tschirnhausen'schen  Methode 

und  folge  weise 

suchten  die  letztgenannten  Algebristen  eine  Resolvente  herzustellen, 
deren  Wurzeln  aus  symmetrischen  Functionen  einiger  oder  aller 
n  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung,  aus  sogenannten  Wurzeltypen  ge- 
bildet werden.  Lagrange*)  hatte  bemerkt,  dass  der  Gang  der  Auf- 
lösuncr  immer  auf  orewisse  einfache  Functionen  der  unbekannten 
Wurzeln  führe.  Er  fasste  zuerst  den  scharfsinnigen  Gedanken, 
dass  für  jede  specielle  Gleichung  eine  besonders  geeignete  Function 
aller  Wurzeln  a  priori  bestimmt  werden  müsse,  der  Art,  dass 
ihre  Berechnung  von  einer  Gleichung  von  niedrigerem  Grade  ab- 
hänge oder  einer  solchen  ,  die  sich  in  mehrere  einfachere  Gleichungen 
zerlegen  lasse.  Es  sei  ausserdem  erforderlich,  dass  man  aus  der 
entdeckten  Function  die  W^irzeln  selbst  leicht  herleiten  könne. 
Er  substituirt  zu  diesem  Zweck 

x^  +  ax.,  -\-  arx.^  +  *  *  *  +  «"~^^'«  =  Vj 
wo  a  eine  der  Wurzeln  der  Gleichung 

««  _  1  =  0 
ist.    Bei   der  Auflösung  der   biquadratischen   Gleichung  substituirt 
er  auch 

Vandermonde**)  lehnt  seine  Methode  an  die  ältere  von  Eul er 
an,  indem  er  ausgeht  von  der  Substitution 

^==\[V%  +  Wi  +  Vyl  +  — h Vy^^  j  > 

dann  aber  an  die  Stelle  von  y  die  linearen  Functionen  der  Wurzeln 


*)  Lagrange,  Reflexious  siir  la  resolution  algebrique  des  e'quatioDS. 
'Nouv.  Mem.  de  Facad.  des  sciences,  anne'e  1770,  pg.  134—215;  annee  1771, 
pg.  138—254.  Berlin  1772  et  1773. 

**)  Vandermonde,  Memoire  sur  la  resolution  des  e'quations.  Me'm.  de 
Tacad.  roy.  des  sciences,  annee  1772.  Paris  1774. 
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2/0  =  (^1  +  «/^2  +  <^Z  H )% 

2/1  =  fe  +  «l'^2   +  «2'^3  -\ )% 

2/2  =  fe   +  «l'^2  +  «2'^3  H )% 


^„_i  =  {x,  +  a^^-^x.^  +  a.,^-^x.,  H )-  ; 

einsetzt,  wo  «i,  «^7  •  •  •  ^"~^  ^^^  imaginären  Wurzeln  der  Gleichung 

a«  —  1  =  0 

bezeichnen.  Die  Substituirte  wird  dadurch  zu  einer  identischen 
Gleichung,  und  das  Verfahren  besteht  weiter  darin,  dass  er  die 
Potenzirung  der  linearen  Function  ausführt  und  womöglich  auf 
symmetrische  Functionen  zu  bringen  sucht. 

Aus  Allem  geht  nun  hervor,  dass  bei  der  Auflösung  der  Glei- 
chungen die  wichtigste  Operation  in  der  Elimination  der  Haupt- 
unbekannten besteht,  und  zwar  im  Allgemeinen  aus  der  gegebenen 
Gleichung  und  einer  zweiten,  welche  ausser  der  Unbekannten  x 
noch  irgend  eine  Anzahl  unbestimmter  Grössen  enthält.  Dabei  sind 
besonders  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 

a)  die  allgemeine  Wurzelgrösse  x  wird  eliminirt  aus 

f{x)  =  0,  (p{x,y,0,u,'")==O', 

b)  sämmtliche  Wurzeln   Xj^,  x^,  x^  .  .  .  x''  werden  eliminirt  aus 

Die  Elimination  kann  auf  sehr  verschiedene  Arten  bewerk- 
stelligt werden,  nämlich 

1)  durch  die  Methode  des  grossen  gemeinschaftlichen  Theilers; 

2)  durch  die  Methode  der  symmetrischen  Functionen; 

3)  durch  die  Methode   der  linearen   Gleichungen •  von    Euler 
und  Bezout; 

4)  durch    die  Methode    der   linearen    Gleichungen    und    ihrer 
Determinante  nach  Hesse  und  Sylvester. 

Wir  wollen  sämmtliche  Methoden  in  den  folgenden  Paragraphen 
entwickeln. 
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i<  38.    Methode  der  Elimination  der  Hauptnnbekannten  durch  die 

Aufsuchung  des  grössten  gemeinschaftlichen  Theilers  beider 

Gleichungen. 

Diese  Methode  wurde  zuerst  von  Newton*)  angegeben.  Ge- 
geben seien  die  Gleichungen 

f{x)  =  ;r«  +  «r^-^-i  +  hx^-'^  -\ 1-^  =  0 

^{x^  y)  =  Ax"^  +  Bx"'-^  +  Cx'"-^  H \-  U  =  0, 

wo  Aj  B,  Cy  ,  .  .  unbestimmte  Coefficienten  sind,  welche  auch  y 
enthalten.  Es  soll  aus  beiden  eine  Gleichung  F{y)  =  0  gebildet 
werden,  in  welcher  kein  a;  vorkommt,  sondern  nur  Potenzen  von  ?/, 
deren  Coefficienten  Functionen  von  a,  h,  c,  ...  und  A,  B^  C, . .  . 
sein  werden. 

Bezeichnen  a^  ß,  y,  .  .  .  die  Wurzeln  der  ersten  Gleichung, 
^1 )  ßi  j  7i )  '  '  '  ^^^  simultanen  Wurzelwerthe  von  y,  so  ist  zunächst 
X  =  a  und  y  =  cc^  ein  solches  Paar.  Denkt  man  sich  nun  den 
Werth  «1  für  y  in  die  zweite  Gleichung  substituirt,  so  müssen 
beide  Polynome  f{x)  und  g?(^,  a^)  den  Factor  x  —  a  gemeinschaft- 
Hch  haben.  Dasselbe  würde  für  die  übrigen  Paare  simultaner  Wur- 
zeln gelten.  Da  man  aber  die  Wurzeln  selbst  noch  nicht  kennt, 
so  wird  man  den  gemeinschaftlichen  Factor  durch  die  Methode  des 
grössten  gemeinschaftlichen  Divisors  bestimmen  müssen.  Es  sei 
nun  durch  die  Reihenfolge  der  Divisionen  der  Grad  der  Reste  B, 
fortwährend  erniedrigt  und  erhalten 

(p  =q,B^  +^2, 

Bin— 2  ==  Q_mBm—l  +  Bm  . 

Man  gelangt  schliesslich  zu  einem  Reste  Bm,  welcher  kein  x 
mehr  enthält.  Weil  nun  f  und  (p  gleich  Null  sind,  so  ist  es  nach 
der  ersten  Gleichung  auch  B^  u.  s.  f.  alle  übrigen  Reste;  folglich 
auch  B„,  =  0.  Diese  Gleichung  ist  dann  die  gesuchte  Finalgleichung 
F(j/)  =  0,  welche  sämmtliche  W^urzeln  von  y  liefert.  Es  muss  diese 
Finaldeichung,  welche  ausser  y  noch  theils  bestimmte,  theils  un- 

*)  Man  vergl.  Euler,  Introductio  in  anal.  cap.  19,  und  Meyer  Hirsch, 
Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Theorie  der  algebr.  Gleichungen. 

Katter,  Üeber  die  Resultante  zweier  algebraischen  Gleichungen.  §  1. 
2  u.  5. 
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bestimmte  Grössen  enthält,  von  demjenigen  Grade  in  Bezug  auf  t/ 
sein,  als  verschiedene  Werthe  desselben  möglich  sind,  um  der  Glei- 
chung q){x,  y)  =  0  zu  genügen.  Da  der  letzte  Divisor  Bm—i  eben- 
falls gleich  Null  und  von  der  Form  Fx  -\-  Q  ist,  so  kann  dieser 
Ausdruck  als  der  gemeinschaftliche  Factor  betrachtet  werden.  Daraus 
ergibt  sich  sofort 

und  man  kann  also  die  zu  jedem  Werthe  ß  zugehörigen  Werthe 
von  a  finden,  indem  man  die  aus  Bm  =  0  gefundenen  Werthe  von  y 
in  diese  Gleichung  einsetzt. 

E  ul er  hat  bewiesen,*)  dass  wenn  die  unbestimmten  Coefficienten 
ÄjBjC,  .  .  .  in  Bezug  auf  y  vom  ersten  Grade  sind,  der  Grad  der 
Finalgleichung  auch  der  n*®  sein  muss.  Es  ist  einleuchtend,  dass 
dies  der  Fall  ist,  da  die  Resultante 

R,,  =  F(y)  ==  0 
alle    diejenigen   Werthe   liefern   muss,   welche   für  y  in  Rm—i  =  0 
substituirt,  alle  möglichen  Binomialfactoren  x  —  a  der  Hauptgleichung 
geben. 

In  vielen  Fällen  ist  jedoch  die  durch  diese  Methode  erhaltene 
Finalgleichung  nicht  genau  die  Resultante;  sie  kann  entweder  einen 
überzähligen  Factor  haben  und  sogenannte  fremde  Lösungen 
geben,  oder  es  können  im  Laufe  der  Operationen  Factoren  ver- 
loren gehen,  so  dass  man  nicht  die  vollständige  Resultante  hat. 
Wir  wollen  diese  Fälle  einzeln  betrachten. 

1.  Fremde  Lösungen.  Wenn  man  bei  der  Anwendung  der 
Methode  des  grössten  gemeinschaftlichen  Divisors  bei  der  Division 
zur  Erzielung  ganzer  Quotienten  die  Factoren  fuf^jf^^  u.  s.  w. 
eingeführt  hat,  welche  Functionen  der  bestimmten  und  unbestimmten 
Coefficienten  der  beiden  Stammgleichungen  sind,  so  sind  die  daraus 
entstandenen  Factoren  aus  der  Finalgleichung  als  fremde  Lösungen 
zu  entfernen.  Für  unsern  Fall  muss  die  Resultante  in  Bezug  auf 
die  unbestimmten  Coefficienten  Ä^  JB,  C\  .  .  .  U  vom  ?^*^"  Grade  sein, 
und  wenn  y  in  allen  mit  Ausnahme  des  Absolutgliedes  U  fehlt, 
wenn  z.  B. 

(p{x,tj)  ==  Äx"'  +  7?^^'-i  +  Cx"^-^  -\ 1-  (ü—  tj)  =  0 

ist,  auch  in  Bezug  auf  2/  vom  w*®°  Grade.    Es  ist  nämlich 


^)  Man  sehe  §  39. 
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y  —  {Äa^''  +  Ba"^-^  -\ \-  ü)  =  0 , 

y  —  {Aß'-  +  Bß'"-^  H \-V)  =  0^ 

y  _  (^t:^  _|_  ^T,m-i  _| Y-U)  =0, 

Multiplicirt  man  sämmtliche  Binomialfactoren ,  so  findet  mau 
mit  Anwendung  der  Summenformeln  der  symmetrischen  Functionen, 
dass  die  Finalgleichung  nicht  bloss  in  Bezug  auf  y,  sondern  auch 
in  Bezug  auf  die  übrigen  Unbestimmten  vom  ?i*®"  Grade  sein  muss. 
Dass  dies  bei  der  Finalgleichung  nicht  immer  zutrifft,  zeigt  fol- 
gendes Beispiel:    ^^  zu  eliminiren  aus 

I.     ax^  +lx-  +CX  +(7=0, 
•  IL     ax^  +  h' ar  -{-  c'x  -\-  d'  =  0 . 

Man  multiplicire  I.  mit  a  ,  IL  mit  a  und  subtrahire;  also 

III.  {al)  —  ah)x^  +  (oc'~  ac)x  +  (afV  —  ad)  ==  0 . 
Darauf  multiplicire  man  1.  mit   d\    11.   mit  d  und   subtrahire, 

woraus  sich  ergibt 

IV.  {ad'  —  dd)x^  +  (hd'  —  h'd)x  +  {cd'  —  cd)  =  0 . 

Mit  III.  und  IV.  verfahre  man  auf  dieselbe  Art,  indem  man 
die  Methode  des  gemeinschaftlichen  Divisors  nach  ab-  und  auf- 
steigenden Potenzen  zugleich  vornimmt.  Man  erhält  dann  ein  Paar 
Ausdrücke  für  den  gemeinschaftlichen  Divisor,  welche  man  ein- 
ander gleich  setzen  kann,  nämlich 

{ad'  —  dd)^  —  {ah'  —  ah)  {cd'  —  cd) 
^  ~  {ah'  —  ab)  {hd'  —  h'd)  —  {ad'  —  ad)  {ac  —  de) 

und 

{hd'  —  h'd)  {ad'  —  ad)  —  {ac    —  de)  {cd'  —  c'd)  ^ 
{ah'  —  dh){cd'  —  c'd)  —  {ad'  —  d  d)'^ 

Hieraus  folgt  die  Finalgleichung 
[(^ah'  —  ah)  {cd'—  c'd)  —  {ad'  —  a'df]'  —  [ah'  —  ab)  {hd'  —  h'd) 
—  {ad'-  a'd){ac'-a'c]:]  [{ac'-  ac)  {cd'-  c'd)-{hd'-h'd){ad'—ad)] 
=  0. 

Schreibt   man   der   Kürze   wegen   ah'  —  ah  =  {ah)j   so  erhält 
man  nach  Entwickelung  der  Gleichung  die  folgende: 
{ad)^  -  [2{ah){cd)  +  {ac){hd)]  {adf  +  [{ah)  {hdf  +  {acf  {cd)]  {ad) 
+  [{ah)  {cd)  -  {ac)  {hd)]  {ah)  {cd)  =  0, 

welche  in  Bezug  auf  a  offenbar  vom  vierten  Grade  ist.    Nun  ist  aber 
{ah)  {cd)  —  {ac)  {hd)  =  —  {ad)  (hc), 
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folglich  ein  überzähliger  Factor  (ad)  =  ad'  —  ad.  Man  kann 
hierdurch  die  Finalgleichung  dividiren  und  erhält  eine  Resultante 
bezüglich  a    vom  dritten  Grade^  nämlich: 

(ad)^  -  [2  {aV)  (cd)  +  (ac)  (hd)]  (ad)  +  [(ah)  (hdf  +  (ac)'  (cd,)]  j 
—  (ah)  (hc)  (cd)  =  0.  I 

2.  Die  vollständige  Resultante.  Wenn  im  Laufe  der 
Division  zur  Vereinfachung  der  Rechnung  aus  den  Resten  Factoren 
/i  7  /i  ?  •  •  '7  welche  Functionen  der  nicht  zu  eliminirenden  Unbe- 
kannten sind,  ausgeschieden  werden,  so  müssen  diese  Factoren 
der  Finalgleichung  als  zugehörige  Partialgleichungen  noch  mit  f 
zur  sovielten  Potenz  hinzugefügt  werden,  als  der  Grad  des  den 
jedesmaligen  Dividenden  bildenden  Polynoms  in  Bezug  auf  diC  zu 
Eliminirende  x  Einheiten  beträgt. 
Beispiel:  x  zu  eliminiren  aus 

I.     x^  —  4yx^  +  öy^x  —  2y^  =  A  =  0  -^ 
IL    x^  —  Ax'  +  (io-y)x  —  2y^  =  A^  =  0. 
A  sei  der  erste  Dividend.    Es  ergibt  sich  dann 
i^i  ==  -  4(2/  -  1)^^  +  (5/  +  y  _  6)0;  -  2y\y  -  1)  =  0. 
Hierin   ist   der  Factor  y  —  1  enthalten  und   der  Dividend  A^ 
vom  dritten  Grade.    Lässt  man  den  Factor  vorläufig  aus  der  Rech- 
nung fort,  so  wird  der  zweite  Divisor 

in.     Ax^  +  (by  +  6)a;  +  2^/'  =  0 . 
Multiplicirt  man  IL  mit  y  und    subtrahirt  von  L,   so   erhält 
man  nach  Division  durch  y  —  1 
IV.     x^  —  Qy  =  0. 

Aus  III.  und  IV.  folgt  durch  directe  Einsetzung  von  x 
2y'^  —  21  y^  +  108^^  —  lOSy  =  0, 
und  da  die  Resultante  vom  neunten  Grade  sein  mu&s 

(y  —  rf  (2y'  —  27/'  +  108/  —  108/)  =  0 . 
Wenn  in  dem  gemeinschaftlichen  Divisor  Fx  +  Q  der  beiden 
Polynome  die  Coefficienten  P  und  Q  durch  Substitution  einer  der 
Wurzeln  von  y  verschwinden,  so  dass  man  für  x  den  unbestimmten 

Werth  —  erhält,  so  ist  dies   ein  Zeichen,  dass  für  y  ==  cci  dem  x 

mehrere  Wurzeln  entsprechen,  was  für  unsern  Fall  offenbar  ein- 
treten muss,  wenn  die  Finalgleichung  gleiche  Wurzeln  enthält. 
Man  suche  alsdann  x  aus  dem  Reste  B,n-2  zu  bestimmen,  also  aus 


I 


§  39.     Vom  Grade  der  Resultanten.  9[ 

Brn-2  =0,x~  +  F^x-{-Q^=0. 
Wenn  auch  hier  die  Coefficienten  verschwinden,  aus 
i?m-3  =  ^\x^  +  0.,x'  +  F,x  +  §,  =  0 ;  u.  s.  w. 


§  39.    Von  dem  Grade  der  Resultanten. 

Um  zu  wissen,  ob  man  durch  die  Methode  der  Aufsuchung 
des  grössten  gemeinschaftlichen  Divisors  zweier  Polynome  ihre 
wahre  Resultante  erhalten  hat,  muss  man  den  Grad  derselben  in 
Bezug  auf  die  Coefficienten  der  Gleichung  kennen.  Bezout  und 
Euler  haben  hierfür  ein  paar  wichtige  Theoreme  veröffentlicht, 
welche  sich  mit  Hülfe  der  Sätze  über  die  symmetrischen  Functionen 
beweisen  lassen. 

Theorem  von  Bezout*).  Der  Grad  der  Resultante  zweier 
Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten  ist  nicht  grösser,  als  das  Pro- 
duct  der  beiden  Ordnungsexponenten,  und  genau  gleich  dem  Pro- 
ducte,  wenn  die  Gleichungen  vollständig  sind. 

Beweis  von  Poisson.  Der  Grad  der  Finalgleichung  wird 
offenbar  nicht  vermindert,  wenn  man  in  den  Coefficienten  der 
beiden  Gleichungen  in  x  nur  immer  das  Glied  mit  der  höchsten 
Potenz  von  y  beibehält,  wenn  man  also  annimmt: 

r.    x""  +  ayx''-^    +hy^x''-^  -\ \- sy-'^x      +  ^^"    =0, 

IL  X'"  +  a^yx'''-^  +  \y^xf"-^  H \-  s^y'"-^  x  +  t^y'"  =  0. 

Dividirt  man  I.  durch  2/";  II.  durch  y"*  und  betrachtet  —  als 
Hauptgrösse,  so  wird 

^^- (f  r + <f  r + ^f)'""^ + •  •  • + <7) + '• = •^' 

wo  die  Coefficienten  Zahlen  bedeuten.   Sind  «,  /3,  y,  •  •  •  die  Wurzeln 
der  ersten  Gleichung,  «i;  ft,  j/,  •  •  •  die  der  zweiten,  so  hat  man  auch 

"■  (f-«.)(f-'.)(f -'■)-=''' 

oder  auch 


*)  Be'zout,  Sur  le  degre  des  equations  resultant  de  revanouissement  des 
inconnues,    Mem.  Par.  1764. 


92  Zweiter  Abschnitt.     Trausformation  der  Gleichungen.     X. 

VII.     (x  —  a  y)  (x  —  ß  y)  (x  —  y  y)  '  "  =  0 , 
VIIL     (x  —  cx,y)  (x  —  ß,y)  {x  —  y^y)  •  •  •  ==  0 . 

Substituirt  man  nun  nach  und  nach  in  VII.  für  x  die  Wurzehi 
der  Gleichung  VIIL^  nämlich  x  =  a^y^  x  =  ß^y ,  .  .  .  so  erhält  man,  i 
da  für  jede  der  Substitutionen  das  Polynom  in  VII.  verschwinden  ' 
muss,  die  m  Gleichungen: 

r  {a,  -  a)  {a,  -  ß)  (a,  -  y)  - -- =  0 , 
r  iß,  -  a)  (A  -  ß)  (ft  -  ^)  .  .  .  =  0,  u.  s.  w. 
Diese  Gleichungen  geben  sämmtliche  Auflösungen  von  y  und 
deren  Product   nothwendig   die  vollständige  Resultante.    Dies  Pro- 
duct  ist  aber  vom  w^*^"  Grade. 

§  40.    Elimination  der   Hauptgrösse  durch  die  Methode   der  sym- 
metrischen Functionen.  —  Theorem  von  Euler*). 

Die  im  Folgenden  entwickelte  Methode  ist  von  Euler  1748 
gegeben;  sie  wurde  1750  von  Gramer  vei'bessert.  Das  daraus  ab- 
geleitete Theorem  lässt  das  allgemeine  Gesetz  erkennen,  von  welchem 
Grade  in  Beziehung  auf  die  Coefficienten  der  beiden  Gleichungen 
die  Resultante  sein  muss. 

Theorem  vo^  Euler.  Die  Resultante  zweier  Gleichungen 
vom  n^^"-  und  m^^"^  Grade  in  Bezug  auf  die  Hauptgrösse  x  ist  vom 
(ni  -f-  ^0**^*^  Grade  in  Bezug  auf  ihre  Coefficienten,  und  zwar  in  Be- 
zug auf  die  Coefficienten  der  ersten  vom  m*^",  in  Bezug  auf  die 
der  zweiten  vom  n*^^  Grade.  Sie  ist  eine  homogene  Function  in 
Bezug  auf  die  Coefficienten. 

Zum  Beweise  dieses  Theorems  nehme  man  an  die  Gleichungen 
seien 

f(x)  =  a^x""  +  Z>i^«-i  +  qit;«-2  -f- \-t^  =  Oj 

g)(^x)  =  «2^'"  +  &2^"^~^  +  c^^r'"-^  _| -^  ^^  =  0 . 

Um  zu  untersuchen,  welcher  Art  die  gemeinschaftliche  Wurzel 

Q 

x  =  —  ~ 


*)  Euler,  Introductio  in  Anal,  cap,  19.    Lausanne  1748. 
Gramer,  Analyse  des  courbes.  1750,    Appendice  IL 

Poisson,  Sur  l'elimination  dans  les   questions  algebriques.    Mem.  dans 
le  Journ.  polyt.  1802. 

Lacroix,  Elemens  d'algebre.  IL  §9.  1799. 
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sei,  setze  man  die  hypothetischen  Wurzeln  a^,  ß^,  y^  ...  in  die  zweite 
Gleichung  ein,  wodurch  auch  dieser  Genüge  geschehen  muss,  wenn 
das  X  der  einen  mit  dem  x  der  andern  identisch  ist.    Es  ist  demnach 

9^{ßi)  =  ci,ßr  +  h,ß,"^~'  +  c,ß,"^-^~  + . . .  +  ^;  =  0, 

u.  s.  w. 

Im  Allgemeinen  wird  die  Bestimmung  der  Wurzelwerthe 
dl,  ßi^yi  .  .  .  unausführbar  sein  in  algebraischen  Ausdrücken.  Wir 
erhalten  aber  eine  von  x  freie  Finalgleichung  bestehend  aus  Func- 
tionen von  «2?  ^2  7  ^2  •  •  •  ^^^  ^^s  symmetrischen  Functionen  der  Wur- 
zeln cCi,  ßi,  yi  '  '  ',  wenn  wir  sämmtliche  Partialgleichungen  mit  ein- 
ander multipliciren.  Die  symmetrischen  Functionen  von  «i,  ft ,  y^  . .  . 
sind  bestimmbare  Functionen  der  Coefficienten  a^,  ?^i,  ^i  •  •  •  Die  Re- 
sultante ist  demnach 

9)(«0  .  q)(ß,)  .  (p  (y,)  .  .  .  (p(t,)  =  0 . 

Sie  ist  aber  vollständig  und  hat  weder  fremde  noch  fehlende 
Lösungen.  Wie  aus  der  Bildung  des  Products  hervorgeht,  sind  in 
ihr  die  Coefficienten  in  Bezug  auf  q)  vom  ?i*^°  Grade,  in  Bezug 
auf  f  vom  7)1^^^  Grade  vorhanden,  also  in  Bezug  auf  alle  Coeffi- 
cienten vom  (^ni  4"  ny^"^  Grade.   Es  ist  übrigens  gleichgültig,  ob  man 

9(«i)  •  9^(ßi)  •  9p(ri) . . .  9(^1)  =  0 

oder 

setzt,  wo  a.,j  ßz^y-i  -  •  '  die  Wurzeln  der  zweiten  Gleichung  sind. 

§  41.    Eine  andere  Methode  der  Elimination  durch  die  Anwendung 
der  symmetrischen  Functionen*). 

In  speciellen  Fällen,  wo  der  Ordnungsexponent  der  einen 
Gleichung  verhältnissmässig  klein  ist,  empfiehlt  sich  folgende  Methode 
zur  Anwendung.    Gegeben  sei 

f{x)  ='x^  +  ax""-^  +  hx''-"  +  ...  +  t=^0, 
(p{x)  ^  x^  -^  yx  -\-  z  =  0 . 
Bezeichnen  y  und  2  unbestimmte  Coefficienten,  so  erhält  man 
die  Resultante  in  y  oder  s,  wenn  mau  die  zweite  Gleichung  nach 
ihnen  auflöst,  also 


*)  Die   Transformation   und  Auflösung  der  Gleichungen    fünften  Grade 
nach  Jerrard  und  Hermite.    Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  IV.  S.  78.  1859, 
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y  =  —  i)D  —  -(,.)>     -^  =  —  ^^  —  y^f'  j 

und  daini  die  8imniie  dor  Potenzen  von  //  oder  ,:'  bestimmt.  Da 
die  Finalgleicliung  sowol  in  y  als  in  s  vom  n**"*  Orade  sein  rauss, 
so  sei 

j:"  +  .l,.-«   '  +  Ii,z"  ^'  -\ h  V;  =  0. 

Aus 

;Ef  =  —  .u'*  —  2/d? 
olgt  zunächst 

2:{z)  =_ivj-»/|..;|  =  -y(,, 

iX«")  =       K*J  +  2,/|.<v'l  +  ir-lx,^  =  ^,«  -  25, , 
n.  s.  w. 
woduR'h  die   W'ertlie  von  J, ,  7), ,  (\  ,  .  .  .  bestimmt  werden. 

Um  die  Finalgleieliung  in  <sf  zu  erhalten,    bilde  man   nachein- 
ander die  Tolvnzen  von 


y=-*-^(r) 


und  daraus  weiter 


(j/)-=-W-^P_]=-^., 

^  (.'/■■')  =      l*>M  +  2/«  +  ^'[-^  =  A,'  -  27?, , 
n.  s.  w. 
Diese  Gleichungen  liefern  die  Coel'licienten  der  Uesultante 
r  +  Ä,y-'  +  B,y-^  +  . . .  +  r,  =  0. 

Sehr  häufig  wird  die  Autgabe  gestellt,  die  Resultante  in  Potenzen 
des  Absolutgliedes  oder  eines  Theiles  desselben  zu  suchen.  Ge- 
geben seien  demnach  die  Gleichungen 

f(x)     ==  o;'»  +  ax"-^  +  h.x''-^  -f-  .  . .  +  f  =  0, 

(p(Xj y)^af**  +  ax'"-^  -f  ßx"'-'^  -j (-  (r  —  y)  =  0 . 

Wenn  man  die  Gleichung 

y  «  af»  +  aaf»-^  +  ßx'"--  ~\ 1-  t 

der  Reihe  nach  auf  alle  ganze  Potenzen  erhebt,  so  kommen  succes- 
sive  alle  Potenzen  von  der  1"^"  bis  zur  »?m^"  zum  A^orschein;  je- 
doch können  .^:",  a:*'+^,. .  .o;'"'*  mit  Hülfe  der  Gleichung  f(x)  =  0 
entfernt  werden,  weil 


§41,     Kliminailon  miitels  tyminetrUcher  FuDctioaeii«  05 

U.    8.    W. 

Es  bleiben  daher  Gleichungen  von  folgender  Form  übrig: 
==  <*o  +  ^1^  H"  ^V^  -\'  "  '  -\-  Jf" 

yt=^h^^h,X+\3^  -\ h  K-X^^' 

ff  =  e^,  +  CiX  -{-  c/x^  -\ +  Cn-l'jf"' 


t—\ 


Hierin  sind  \,  h^jh^  . . .  ga^nze  und  homogene  quadratische  Func- 
(tn  von  a<„  «j,  a^, . . .  oder  «,  ß,7j"  n  ^^^nao  Cy,  c^,  c^  . . .  ganze 
homogene  kubische  Functionen  derselben  Grössen  u-  s.  w. 
Es  wird  nun  nach  dem  Theorem  von  Euler  die  Resultante 
vom  Grade  der  Gleichung  f(x)  =  0,  also  vom  »*^  Grade  sein, 
sei 

i    ihre    Wurzeln    Vi,  Vtj  y^  -  --^   <Jie  zugehörigen  der  Gleichung 
=  0  entsprechend  x^,  x^,  x.^. .  ,    Alsdann  lassen  sich  aus  den 
ichungen  ,fftr   tf    immer   Beziehungen   herleiten   zwischen   den 
amen 

Si=Xi     +X^      -\ h   ^r,  , 

S,  =  ^,*  +  ^/  H h  ^.', 

u.  s.  w. 

Ti  =  yi  -{-y,  -\ \-yny 

T,=-y,'  +  y,'  +  "-  +  yn\ 

u.  s,  w., 
indem  man  für  x  und  y  successive  die  verschiedenen  Wurzeln  der- 
ben einsetzt.    Es  ist  nämlich 

T^  ==  na^  +  <*i'^i  +  ^^«  H ^  ^'" ' 

Tg  ==  n6<,  -f  \S^  +  62-^2  + h  K-i^^u 

T.  *=  »jk^  +  Jc[s^+kX  H +  ^—1^—1  • 

Mittels  der  Newton'schen  Fonneln 

0  «=  vSj  +  a , 

0  =  S2  +  a.S;  +  2«^, 

0  ===  ^3  -f  aS^  +  IS,  +  3c,  u.  8.  w. 
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können  die  Werthe  von  Sr  gebildet  werden.  Substituirt  man  die- 
selben in  T^  so  erhält  man  diese  Werthe  ausgedrückt  in  a^b^c,  ..  . 
und  a,  ß,  y,  .  .  .  Die  Coefficienten  Ä,  B,  G^  ,  .  .  können  dann  be- 
rechnet werden  aus  den  Newton'schen  Formeln 

0  =  T^  +  AT^-\-2B, 
0  =  T^  +  AT.,  +  BT+  36\  u.  s.  w. 
Man  kann  übrigens  die  Newton^schen  Formeln  umgehen,   in- 
dem man  in  den  Gleichungen  für  y""  die  w  —  1  Grössen  • 

/y»  /y'^  /Y>>ll      /y)H-]-l  /ytl 1 

lA/ j       tÄ/ytt.iAy.tA/  m    »    ,    ,    U/ 

als  eben  so  viele  Unbekannte 

betrachtet,  wodurch  jene  Gleichungen  linear  werden. 

Die  so  gefundenen  Werthe  der  auf  einander  folgenden  Potenzen 
von  X  können  dann  in  die  Gleichung  cp  {x,  y)  =  0  ohne  Weiteres 
eingesetzt  werden,  um  die  Resultante  daraus  hervorgehen  zu  lassen. 
Diese  Methode  hat  offenbar  noch  den  Vortheil,  dass  sie  rr^  ==  x 
rational  durch  y  ausgedrückt  liefert,  also  zeigt,  wie  die  Werthe 
der  Wurzeln  x^,  x^^  x^  .  .  .  gefunden  werden,  nachdem  aus  der  Re- 
sultante die  Wurzeln  2/n  2/^ ;  2/3  •  •  •  gefunden  sind. 

§  42.    Die  Methode  der  linearen  Gleichungen  von  Euler*). 

Euler  hat  eine  höchst  elegante  Methode  der  Elimination  ge- 
geben, welche  sich  darch  die  Auflösung  einer  Reihe  von  linearen 
Gleichungen  bewerkstelligen  lässt.    Gegeben  seien  die  Gleichungen 

x""  +  ax""-^  -f  Ix""-^  -\ 1-^  =  0, 

X'''  -f  ax"'~^  -f-  /3^'"-2  -f  .  .  .  -j-  r  =  0 . 
Ist  x^  eine  gemeinschaftliche  Wurzel  und  also  x  —  x^  ein  bi- 
nomischer Factor,  welcher  beiden  Gleichungen  zukommt,  so  kann 
man  annehmen,  es  sei 


*)  Euler,  Introductio  in  anal,  infinit.  II.  cap,  XIX. 

Nouvelle  mäthode  d'elirainer  les  quantites  inconnues  des  equations. 

Mem.  de  l'acad.  de  Berlin  1764.  p.  91. 

Bezout,  Memoire  sur  la  resolution  generale  des  equations  de  tous  les 
degres.     Mem.  de  l'acad.,  annee  1765*.  Paris  1768. 

Theorie  generale  des  equations   algebriques.    Paris    1779. 

Lacroix,  Elemens  d'algebre.  I.  §  193. 

Cr  eile,  Lehrbuch  der  Arithm.  u.  Algebra,  pg.  699.  Berlin  1825. 
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xn  _j_  ao;"-^  +  .  .  .  =  (a;  —  x^{x''-^  +  a^ x''--  -\ )  , 

x"'  +  ax"'-^-\ =  {x  —  x^)(x"'-^  +  a^x'"--^  -| )  . 

Durch  Gleichsetzung  der  Werthe  von  x  —  x^  erhält  man  sofort 

{x''  +  aa;"-i  +  &a;"--  -\ )(a;"*-i  +  u^x'"-'^  +  ß^x"^-^  -\ ) , 

=  {x'"  +  ax'"-^  +  ßx'"--  -\ )(ic»-i  +  a^x''-^  +  \x''-^  -\ )  . 

Damit  diese  Relation  unabhängig  von  dem  besondern  Werthe 
von  X  bleibe,  muss  man  nach  der  ausgeführten  Multiplication  die 
homologen  Coefficienten  einander  gleich  setzen.  Aus  den  so  ent- 
standenen n  +  >^i  —  1  Gleichungen  kann  man  dann  die  n  -{-m  —  2 
unbestimmten  Grössen  a^,  \,  ^i?  •  •  •  ^^^^  ^d  ßi^  Vd  -  -  •  nach  den 
bekannten  Methoden  für  lineare  Gleichungen  eliminiren,  wobei  eine 
Gleichung  mehr  vorhanden  ist,  als  Unbestimmte.  Darum  bleibt 
eine  Gleichung  übrig,  welche  nach  der  Substitution  der  aus  den 
übrigen  gefundenen  Wertheu  der  unbestimmten  Coefficienten  nur 
die  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichungen  und  kein  x  enthält, 
also  die  Finalgleichung  ist. 

Aus  der  Gleichungf 


oder 


X  ^"^  Xt   — 


X 


x''-^ax''-'-\-bx 


M—2 


a;«-i4-a,.^;"-2  +  &ia;"-H 


x'''-\-ocx 


m—l 


+  ßx"'-^  + 


+  a,cc'"-'+ß,:. 


.»i— 3 


+  ••• 


ZU 


lassen    sich    endlich    die    simultanen    Wurzeln    x^^j  X2,  x^  , 
2/i;2/2j2/3  •••  berechnen. 

Die    linearen    Bestimmungsgleichungen     lassen    sich    ordnen, 
wie  folgt: 

1+0     +0     +0 
a+lßi+0      +0 
h  +  aa,+  lß,  +  0 
c  +  ha,  +  aß,  +  ly, 
y     .  +  cßi  +  hß^  +  ciy, 
.     +cß,  +hy, 
.     +cy. 


.    -  1  —  0      -0     -0       . 

=0, 

.    —  cc  —  la,  —  0     —  0 

=0, 

.    -ß  -  aa,  —  n,  -  0 

=0, 

.     -  y  —  ßa,  -  ah,  —  Iq 

=0, 

.  —  ya,  —  ß\  —  «^1 

=0, 

.    -y\-ßci  . 

=0, 

'  —yci  ' 

=0, 

, 

, 

Matthiessen,  Grundzüge  d.  ant.  u.  niod.  Algebra. 
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§  43.    Die  Methode  der  linearen  Gleichungen  von  Bezout. 

In  §  37  ist  niitgetheilt  worden,  dass  Bezout  bei  der  Trans- 
formation der  Gleichung  ausging  von  den  beiden  Gleichungen 

und  ^'  =  P!/  +  <iy^  +  *'!/'  H 1-  ^r~S 

2/«  —  1  =  0  . 

Er  suchte  hieraus  durch  Elimination  von  y  die  Gleichung 

f(x)  =  ic"  +  ax""-^  +  &^"-2  _| \-t  =  0 

zu  bilden,  was  er  auf  folgende  Weise  bewerkstelligte.    Man  multi- 
plicirt  die  erste  Gleichung  der  Reihe   nach  mit  2/;  2/^>  2/^;  •  •  •  y''~^ 
Mit  Anwendung  der  zweiten  erhält  man  so 

—  X  -\-  py  -{-  qy^  +  r^^  -|-  . .  .  -j-  wy'^~^  =  0  , 

w—  xy  +py^  +  qy^  -i [-  vy''-'^  =  0  , 

V  -\-  wy  —  xy^  -\-  py^  +  •  •  •  +  uy'^~'^  =  0  , 


p  -\-  qy  +  ry^  -{-  sy^  -\ xy^-^  =  0  . 

Betrachtet  man  hierin  y,  y'^,  y^, ...  als  eben  so  viele  lineare 
Grössen,  so  hat  man  ebenfalls  eine  Gleichung  mehr  als  Unbestimmte, 
woraus  sich  die  Finalgleichung 

ocn  _f_  j.^«-i  +  Bx^-^  -\ \-  T=0 

ergibt  und  woraus  durch  Gleichsetzung  homologer  Coefficienten  die 
unbestimmten  Coefficienten  p,q,ry...  gefunden  werden. 

Ist  n  eine  zusammengesetzte  Zahl  M,  z.  B.  ^  =  2,  /  =  3,  so 
geht  Bezout  an  die  Elimination  von  ?/ aus  den  beiden  Gleichungen 
x^—{m-\r  py)x^  +  {m,  +  p,y)x  —  {m„  +  p„y)  =  0  , 

Da  y  zwei,  allgemein  li  Werthe  hat,  so  liegt  es  nahe,  die 
Gleichung  in  x  in  zwei  Gleichungen  dritten  Grades  zu  theilen,  also 

x^  —  ^^x'^  ~\-  u^x  —  -^i  =  0 , 
x^  —  z.^x^  -\-  u^x  —  v^  =  0 . 

Diese  enthalten  sämmtliche  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung 
und  zwar  die  erste  x-^yX^,x^j  die  zweite  x^yX^^x^. 
Dabei  ist 

^1  =  [^il  7     ^1  =  [^1  ^sl ;  "•  ^'  ^• 
Ist  nun  a  =yi  so  ist: 

m+p     =^i, 
m  -{-  ap  =  ^2  f 
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^,  +  «i>,  =  ^2 , 

^//  +  «i>//  =  '^t  • 

Aus    diesen   sechs   Gleichungen    lassen   sich    die    sechs   Unbe- 
stimmten leicht  finden,  nämlich 

2  m  =  z^  -{•  z.y , 

2p  =z^—  z,  , 

2  m,  =  n^  +  ^<2 ;     . 

2  p,  =.w^  —«2, 

2w„  =  t'i  +  v^ , 

2i>„  =  t^i  —  1^2  • 
Man  erhält  zunächst 

^1  +  ^2  =  [^i]  +  [^2]  =  —  ^  =  2*^^  • 

Ferner  hängt  2  m,  =x^x.^-{-  x^x^  +  ^3^5  +  ^2^4  +  ^2^6  +  ^4^6 

von  der  Lösung  einer  Gleichung  vom  zehnten  Grade  ab,  allgemein 

nl 
vom  — ^*^^  Grade;    ebenso  2m„.     Dagegen  hängen  2p,  2p,,  2p„ 

fc .  (/ .) 

nl 
vom  zwanzigsten,  allgemein  vom  — '-^^^^  Grade  ab.    Bei  einer  biqua- 
dratischen  Gleichung  ist   w  =  4,    also    k  =  2,  ?  =  2.     Die  Hülfs- 
gleichungen   sind  also  beziehlich  vom  dritten  und  sechsten  Grade, 


§  44.    Methode  der  linearen  Gleichungen  und  ihrer  Determinante 
nach  Hesse  und  Sylvester*). 

Bei  weiterm  das  eleganteste  und  übersichtlichste  Verfahren 
der  Elimination  ist  das  folgende,  welches  mit  Aufnahme  der  Deter- 
minantenform zuerst  von  Euler  (§  42)  gegeben  und  in  neuerer 
Zeit  von  Sylvester  und  Hesse  verbessert  worden  ist.  Dasselbe 
gründet  sich  auf  einen  bekannten  Satz  von  den  linearen  Gleichungen. 


*)  Sylvester,  A  method  of  determining  by  mere  inspection  the  deri- 
vations  from  two  equations  of  any  degree.  Phil.  Mag.  XVI.  London  and 
Edinburgh  1840. 

Hesse,  Ueber  die  Bildung  der  Endgleichung,  welche  durch  Elimination 
einer  Variabein  aus  zwei  algebraischen  Gleichungen  hervorgeht.  Cr  eile's  Journ. 
XXVlI.  S.  1.  1844.  XLI.  S.  253.  Ztschr.  f.  Math.  u.  Phys.  IV.  79.  1859. 

Katter,  Ueber  die  Resultante  zweier  algebraischen  Gleichungen,  f. 
§  6.  1876. 

7* 
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Wenn    zwischen    den  r  Unbekannten    x^,  x^,  x^  .  .  .  Xr    die  r 
Gleichungen  ersfen  Grades 

1  1  I  2  2  I  S  Xn  I  •  •  •  ■  I  ~  (i/y  Süf  ^^^—  Ui  • 
\^i  ~\~  ^2^2  +  ^3^3  -\-  •  '  '  -\-  ^rOCr  =  U2  y 
C^X^    ~|     ^2*^2.     I     ^3*^3    ~T~  '  '  '  ~T'  Cr  Xr    =  %  , 


1     1    "1        2     2      I      '3  ^^3    "1      •  •  •      j      7  ^  X;-    — —  Zvjf 

bestehen,  so  gibt  die  Auflösung  derselben  die  Werthe  von  x^^,  X2.'.ä)r 
in  Form  von  Brüchen,  welche  denselben  Divisor  haben,  nämlich 


1 


Xi      -j->       •  Xi 


F  > 


Hier  ist  der  gemeinschaftliche  Nenner  unabhängig  von  u  und 
die  Determinante  der  Coefficienten  der  Gleichungen.  Sie  wird 
dargestellt  durch  r^  Elemente  in  r  horizontalen  und  r  verticalen 
Columnen  geordnet,  also: 

+ 
p= 


Cfj  Cvif  tl'O 

\      h      h 


ttr 
hr 


rr     + 


Die  Determinante  dieses  Systems  ist  dann  das  Aggregrat  der 
Producte  von  je  r  Elementen,  die  sämmtlich  verschiedenen  Zeilen 
und  Columnen  angehören.  Jedes  Product  wird  positiv  oder  ne- 
gativ genommen,  je  nachdem  die  Complexion  der  Indices  der  Coeffi- 
cienten zu  den  Permutationen  mit  einer  geraden  oder  ungeraden] 
Anzahl  von  Inversionen  gehört.  Das  positive  Anfangsglied  ist  das 
Product  der  Diagonalreihe 

Hieraus  werden  die  übrigen  Glieder  der  Determinante  abgeleitet/ 
indem  man  die  alphabetische  Ordnung  beibehält  und  die  Indices 
1,2,  3,  .  .  .  r  permutirt.   Ist  beispielsweise  r  =  6 ,  so  ist  das  Producti 

«2  h  ^5  ^3  ^6  fi 

positiv  zu  nehmen,  weil  die  Anzahl  der  Inversionen  vier  beträgt, 
nämlich  21,  53,  54,  64. 


§  44.     Eliminationsmethode  von  Hesse  und  Sylvos+^er.  l(ll- 

Wenn  man  nun  die  gegebenen  Gleichungen  mit  den  Factoren 
lh>  A>j  Ih  •  '  •  mnltiplicirt ,  darauf  alle  zu  einander  addirt  und 
lh)P2}P3  •  '  •  ^^  gewählt  denkt,  dass  linker  Hand  alle  Coefficienten 
mit  Ausnahme  dessen  von  einer  Unbekannten,  z.  B.  ^j,  verschwinden, 
so  bleibt 

(ih  «1  +  Ih  h  +  B  ^1   H h  Pr^)  ^1  =Pl  ^h  +  P2  if-Z  -i h  Prtlr, 

oder 

Demnach  ist 

Ql  =  Pi   ^h   +  Pl  ^'2  H \-PrUr 

und  Q^  gleich  Null,  wenn  alle  Werthe  von  u  gleich  Null  sind. 

Da  x^  im  Allgemeinen  von  Null  verschieden  ist,  so  muss 
i*  =  0  sein,  d.  h.  die  Determinante  selbst  verschwinden. 

Enthält  eine  der  Verticalreihen  nur  bestimmte  Grössen,  so 
braucht  man  sämmtliche  Horizontalreihen  nur  mit  einer  und  der- 
selben beliebigen  allgemeinen  Grösse  zu  multipliciren.  So  haben 
z.  B.  die  Gruppen 

«1  ^1   +   «2  ^'2   +  <^S  ^^  =  ö  , 

h^  x^  +  \  X.J,  +  /^3  x.^  =  0  , 
q  x^  +  c,  x.^  c^x.^  =  0  , 
und 

«1  ll  +  (h  ^2  +  «3  =  ö  ? 
hAi  +&2?2  +  &3=0, 
q   ll    +  ^2  ^2  +  C3  =  0 

dieselbe  Determinante 

+    ^1     «2     0^3  |  — 
P  =        &i     ^2     ^3  I      =  0 , 

—       ^1        <^2         ^3    1  + 

welche  ihren  Werth  auch  dann  nicht  ändert,  wenn  man  sie  schreibt 

+ 


P  = 


«1      \      ^1   |  — 

a,     h,     c,\      =  0 , 

«3     ^3     ^3  1  + 


Wenden  wir  dies  Theorem  zunächst  auf  die  Euler'schen  Be- 
stimmungsgleichungen in  §  42  an,  so  erhalten  wir  die  Deter- 
minante 
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1 

0 

0 

0     . 

1 

0 

0 

0     . 

a 

1 

0 

0 

a 

1 

0 

0    . 

b 

a 

1 

0 

ß 

a 

1 

0     . 

c 

h 

a 

1   . 

r 

ß 

a 

1   . 

d 

c 

h 

a 

8 

r 

ß 

a     . 

e 

d 

c 

h 

8 

d 

r 

ß     . 

e 

d 

c 

. 

E 

d 

7     • 

• 

e 

d    . 

. 

. 

6 

d     . 

• 

' 

e     . 

• 

• 

' 

6 

n 


wofür  man  auch  schreiben  kann: 

1     a     h     c     d     c 

0     1     a    h     c     d 

0     0     1    a    h     c 

0     0     0    1    a    h 


=  0. 


Hierauf  gründeten  nun  Sylvester  und  Hesse  folgendes  Ver- 
fahren zur  Elimination  von  x  aus  zwei  Gleichungen  vom  ?^*^"  und 
^^ten  Q-rade.     Gegeben  sei 

xn  -j-  ax""-^  +  hx""-'^  -\ \-  t  =  0  ^ 

Man  multiplicire  die  erste  Gleichung  der  Reihe  nach  mit 
x^x^ ,  ,,  x"\  die  zweite  mit  XjX^  ...x"".  In  diesen  {m  +  n)  Gleichungen 
betrachte  man  die  verschiedenen  Potenzen  von  x  als  die  Unbe- 
kannten, wodurch  in  ihrer  Anordnung  ein  Quadrat  von  {m  -f-  n) 
Horizontal-  und  Verticalreihen  entsteht,  unter  denen  m  Horizontal- 
reihen aus  den  Coefficienten  der  einen  Gleichung,  n  aus  denen  der 
andern  gebildet  worden,  wie  folgt 

x''+^+ax''+hx^-^+-  .        .     -\-tx=Q 


Xn+rn  _j_^^„+m-l  . 


-\-sx^+^-\-tx'' 


=  0 


§  45.     Die  symmetrische  Determinante. 
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Die  vorstellenden  Gleichungen  können  nach  dem  Vorhergehenden 
nur  bestehen  unter  der  Bedingung 


1 

a 

h 

c 

. 

. 

t 

0     0     . 

0 

1 

a 

h 

c 

. 

. 

t     0     . 

0 

0 

1 

a 

h 

c 

• 

.    t    . 

Iccßy.t000.=0 
0     1     cc     ß      y     .      z     0     0     .  ^ 
0     0     1     a     ß     y      .      t     0      .  \ 
OOOlaßy.zA 


f-    §  45.    Die  symmetrisclien  Determinanten  nach  Bezout*)  und 
I-  Cauchy**)  zur  Darstellung  der  Discriminante. 

Sind  die  Gleichungen  von  demselben  Grade,  so  lässt  sich 
durch  Abkürzung  eine  symmetrische  Determinante  herstellen.  Dieser 
Fall  tritt  immer  ein,  wenn  man  nach  dem  Verfahren  von  Brioschi 
die  Discriminante  einer  Gleichung  bildet,  wie  in  §  21  gezeigt 
worden  ist.  Bezout  hat  hierüber  1764  ein  Memoire  veröffentlicht. 
Die  symmetrische  Determinante  wird  nach  Cauchy's  Anleitung 
'  folgendermassen  gebildet.     Die  Derivirten  seien 


a,x" 


-2  _1_  /,    /vn— 3 


+  ^1=0, 

02^"-!  +  K.x'^-^-  +  c.x''-^  -i {-t,  =  0. 

Cauchy  schreibt  sie  auf  folgende  Art: 

«1 «"" '  +  ^1  ^"~^  -\ h  ^1  ^^'"~^■~'  =  —  ih  a;"-*-2  +  m^  x''-^-^  +  ■ 

a^a;«-i  +  h^^  x''-^  -\ \-h  x^-'-'  =  —  (hx'^-^-''  +  nhx--'-^  +  • 

und  bildet  daraus  das  Produet 


*)  Bezout,  Procede  de  la  methode  pour  relimination  et  reflexions  qui 
tendent  ä  Tabre'ger.     Mem.  de  Tacad.  roj.  des  sciences.  Paris  1764. 
Bruno,  Theorie  generale  de  Telimination.  Paris  1859.  pg.  53. 
**)  Katter,  1.  c.  S.  14.     Baltzer,  Theorie  der  Determinanten  S.  45. 


104  Zweiter  Abschnitt.     Transformation  der  Gleichungen.     X. 


Indem  man  nun  Ic  successive  gleich  0,1^2, .  .  ,n  —  2  setzt,  er- 
hält man  n  —  2  mit  den  obigen  übereinstimmende  Gleichungen; 
denn  sie  sind  ebenfalls  vom  n  —  2*"^"  Grade,  da  man  auf  beiden 
Seiten  durch  ^r"*""*"^   dividiren  kann. 

1.  Beispiel. 

a^x^  -{-  hc^x  -\-  C.2  =  0 . 

Für  Ä;  =  1 ,  0  erhalten  wir  die  Gleichungen 

{a^x  +  {cic)  =  0 , 
(ac)x-{-  (hc)  =  0  , 
also 


n,= 


+ 


(a  h)     {a  c) 
(a  c)     (a  h) 


+ 


Es  wird  also  durch  diese  Abkürzung  die  Anzahl  der  Elemente 
von  4^  auf  2^  vermindert. 

2.  Beispiel. 

a^  x^  +  \x^  -{-  Cj  X  -\-  (\^=0  , 
«2  x^  -\-  h^x^  -{-  c.^x  -{-  cl^  =^  0  . 
Für  Ä;  =  2,  1,  0  erhalten  wir 

(ah)x^  +  {ac)x  +  {ad)  =  0  , 
{ac)x'  +  [{ad)  +  {bc)]x  +  {hd)  =  0  , 
{ad)x^  +  {hd)x  +  {cd)  =  0  ; 
also  die  Determinante 

{ah)         {ac)     {ad) 


A  = 


+ 


{ac) 


{ad) 


(bd) 


+  ibc) 
(ad)        (bd)     {cd) 


+ 


Die  Anzahl  der  Elemente  wird  von  6^  auf  3^  verringert. 
3.  Beispiel. 

a^x^  -\-  h^x^  -\-  c^x'^  -\-  d^x  -\-  e^  =  0  , 

a.^  x^  -f-  &2  ^^  +  ^2  ^^  +  ^4  ^  +  ^2  =  0  . 

Für  Ä;  =  3,  2,  1,  0  erhalten  wir  vier  kubische  Gleichungen  und 
die  Determinante 


§  46.    Gemeinsame  Wurzeln. 
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A  = 


(ab) 
(ac) 


(ad) 


{hc) 

(ce) 
(de) 


(ac)  (ad) 

(ad)  (ae) 
+  (6c)  +(6f0 

(ae)  (be) 
+  (hd}  +(cd) 

{be)  (ce) 

4.  Beispiel. 

a,  x'  +  &j  rr-*  +  c,  t"  -i^  d^x^  +  e^x -\- f^  =  0 
a.^ x^  -\-\x'^  -\-  c^ x^  +  f?2 ^"  +  ^2 ^  +  /^  =  ö 
Die  Determinante  ist 

(ah)       (ac)       (ad)       (ae)     (af) 
(ad)       (ae)       (af) 


(ac) 


+  (hc)   -^(hd)  +(he] 


D.  == 


-.l'^i^?2 


(Pf) 

(cf) 


(ae) 


(af)       (bf)       (cf) 
+  (be)   +(ce)  +(de) 

\(af)       (bf)       (cf)       (df) 

Das  Bildungsgesetz  der  verkürzten  symmetrischen  Determinante 
t^eht  hieraus  schon  deutlich  hervor. 


(df) 
(ef) 


§  46.   Die  Bestimmung  der  gemeinsamen  Wurzel  zweier  Gleichungen. 

Wie  bei  der  Methode  des  grössten  gemeinschaftlichen  Divisors 
aus  dem  binomischen  Factor  Fx  +  Q  die  gemeinsame  Wurzel  ge- 
funden wird,  so  lässt  sich  dieselbe  auch  mittels  der  Methode  der 
Determinanten  finden,  wie  in  Folgendem  gezeigt  werden  soll.  Ge- 
geben seien  die  Gleichungen 

«1  x^  -\-  \  X-  -}-  c^x  -\-  d^  =  0  y 
a.y  x^  +  &J,  ic^  +  C2  X  -\-  do  =  0  . 
Man  findet  hieraus  die  quadratischen  Gleichungen 
(abjx' +  (ac)x  +  (ad)  =  0  y 
(ad)x'  +  (hd)x  +  (cd)  ==  0  . 
Man  schreibe  dieselben  in  folgender  Form: 
[(ah)x  +  (ac)]x  -^  (ad)  =  0  , 
[(ad)x  +  (hd)]x  +  (cd)  =  0  . 
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Die  Determinante  ist 

{ah)x  +  ifLc)  ,     (ad) 


(ad)x  -[-  (hd)  ,     {cd) 
Dieselbe  lässt  sich  zerlegen  in 


{a'b)x  j     (ad) 
(ad)x ,     (cd) 


+ 


oder 


(ah) ,     (ad) 
(ad)  j     (cd) 


X  + 


(ac), 
(bd), 

(ac), 
(hd), 


=  0 


(ad) 
(cd) 

(ad) 
(cd) 


=  0, 


womit   der  binomische  Factor   Fx  +  Q  und   zugleich  die  gemein- 
same Wurzel  gefunden  ist. 


§  47.    Die  Combinationsmethode  von  Lagrange*). 

Es  ist   bei   der  Aufzählung  der  älteren  Substitutionsmethoden 
§  37  bemerkt  worden^   dass  Lagrange   eine  Substitution  in  Vor- 
schlag brachte,  welche  sich  von  den  übrigen  dadurch  unterscheidet,  J 
dass   sie  mehrere  oder  alle  Wurzeln   der  gegebenen  Gleichung  zu- 1 
gleich  umfasst.     Lagrange  substituirt  beispielsweise 


und 


a^x^  -f-  a^^2  +  ^^^3  + 


a^—l=0. 


a^-^Xn  =  y 


Es  mögen  die  Finalgleichung  oder  die  Reducirte  und  die  er- 
forderlichen Resolventen  bestimmt  werden.  Die  Reducirte  wird 
nur  Potenzen  von  y  enthalten^  welche  ein  Vielfaches  von  n  sind; 
denn  wegen  «'*  =  1  ist 

a^-ry  ==  an-^x^  +   0:^-^+1^2  H h  ^r+l   +  CCXr+2  H «"-^"^^T« 

oder 

an-ry  =  a^ Xr-\-l  +  a^Xr-{-2  +   '  '   '  +  «""^^r- 

Dies  ist  einer  Verschiebung  der  Wurzeln  x^^  X2 . .  .  nach  vorne 
gleich  und  a^~^y  ist  ebenfalls  eine  Wurzel  der  Finalgleichung. 
Diese  muss  also  unverändert  bleiben^  wenn  man  a^~''y  an  die  Stelle 


*)  Lagrange,    Reflexions    sur   la   resolution    algebrique  des  equations. 
Mem.  nouv.  de  l'acad.  pour  Fannee  1770  et  1771.  Berlin  1772  et  1773. 

Traite  de  la  resolution  des  equations  numeriques.   Note  XIII. 

Hymers,  The  Theorie  of  algebraical  equations.  Section  X. 
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von  y  setzt.    Es  dürfen  also  nur  Potenzen  von  der  Form  ?/^"  vor- 
kommen, weil  man  so  erhält: 

yk  n  ^  (««-'•  ?/)^- « . 

Wir  können  deshalb  der  Einfachheit  wegen  i/"  =  z  setzen  und 
weil  n  Wurzeln  in  der  Substituirten  1  .  2  .  3  .  . .  w  Permutationen 
zulassen,  so  wird  die  Gleichung  in  y  vom  ebensoviel ten  Grade,  die 
in  0  aber  nur  vom  1  .  2  .  3  . . .  (n  —  1)*®^  Grade  sein.  Diese  neue 
Gleichung  ist  nur  dann  vom  niedrigeren  Grade  als  die  Haupt- 
gleichung, wenn  n  höchstens  4  beträgt. 

Bezeichnen  ti^,  ?(^,  Wg  .  .  .  i(n—i  gewisse  symmetrische  Functionen 
der  n  Wurzeln,  welche  unveränderlich  bleiben,  wenn  man  die 
Wurzeln  permutirt,  so  ist 

^  =  ?/"==  «0  +  ^'i«  +  ^^2«^  H h  ^<«-i«"~^  • 

Wenn  nun  die  symmetrischen  Functionen  durch  die  Coefficienten 
der  gegebenen  Gleichung  ausgedrückt  sind,  so  werden  die  Wurzeln 
.'\ ,  x^  .  .  .Xa  sich  berechnen  lassen.  Denn  seien  z^^  z,^,  z^  . .  .  Zn  die 
verschiedenen  Werthe  von  z  und  1,  a,  ß,  y  .  .  .  l  die  Wurzeln  von 
«"  =  1,  dann  erhalten  wir 

«^^1  -|-  a^Xc,  +  crx^  -|_  .  .  .  -[-  ci^-^Xyi  =  y^ , 


Addiren  wir  sämratliche  Gleichungen  und  berücksichtigen  die 
Werthe  der  Summe  der  Potenzen  von  1,  «,  /3,  .  .  .  A,  so  erhalten  wir 

^^•^1  =  V^  +  V^  H h  V^. 

Um  die  Werthe  von  aS^,  S^,  S^,  ...  der  Summe  der  aufeinander- 
folgenden Potenzen  von  den  Wurzeln  der  Gleichung  «"  =  1  zu  er- 
halten, vergleiche  man  die  Auflösung  dieser  Aufgabe  in  §  28. 

Multiplicirt  man  das  obige  System  von  Gleichungen  beziehlich 
mit  1,  ß"-^,  ß"~^j  .  .  .  A"""^,  so  erhält  man  durch  Addition  derselben 

nx,  =  V^  +  a'^-'  yi,  +  ^'»-^  l/^  H F-  /'."-'  V^n. 

In  gleicher  Weise  findet  man  die  übrigen  Wurzeln.    Es  ist  nun 

-  a  =  V^i , 
folglich 
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und 

,  =  (~  ay  -\-{a-\)  n,  +  («^  -  1)  w,  +  (a^  -  1)  n,  +  •  •  • 
Das  Problem  ist   demnach   darauf  zurückgeführt,   die  Werthe 
dieser  symmetrischen  Functionen  aufzusuchen.    Uebrigens  erinnern 
die  Formen  der  Wurzeln  x^^  x^^  .  .  .  lebhaft  an  die  Substitution  von 
Euler  und  Waring. 

Ist  n  keine  Primzahl,  sondern  zusammengesetzt,  etwa  gleich 
Id^  wo  Iv  prim  ist,  so  lässt  die  Methode  einige  Vereinfachungen 
zu.    Angenommen  a  sei  eine  Wurzel  der  Gleichung 

«*  —  1  =  0, 
dann  ist 

y  =  a^  x^  -\-  a^  Xc^  ~\-  a^  x^  -\-  '  '  '  -{-  «"-^  Xn 


=  a'X,  +  «%  +  «%  H h  a''-'X> 


k, 


wobei 


Xr   =  Xr   -{-  ^k+l  +  ^U+r   -\ +  Xn-Tc-]rr 

ist  und  aus  l  Wurzeln  besteht.    Demgemäss  ist 

0  =  yn    ==^  1^^  _f_  ^^  ßr  ^  ^^  (^2   _|_   .  .  .   _|_  Ui,_ia^—'^, 

WO  u^y  u^^  .  .  .  bekannte  Functionen  von  X^,  Xg,  ...  bedeuten.  Sind 
dieselben  in  Ausdrücken  der  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung 
dargestellt,  so  sind  wir  auch  im  Stande,  die  Werthe  von  X^,  Xg,  . .  • 
zu  bestimmen.  Um  daraus  weiter  die  Wurzeln  x^^  X2  .  .  .  Xn  zu  be- 
rechnen, müssen  wir  diejenigen  gesondert  berücksichtigen,  welche 
in  Xi,X2...  enthalten  sind,  also  zu  einer  Gleichung  P^^  Grades 
gehören. 

Die  Gleichung,  deren  Wurzelsumme  X^  beträgt,  möge  sein 

x'  —  Xi^^-i  +  Lx'-^  —  Mx'-^  H =  0  , 

worin  X,  M,  .  .  .  noch  unbestimmte  Coefficienten  sind.  Dies  Polynom 
ist  ein  Factor  von  dem  Polynom  f(x),  weil  beide  dieselben  Wurzeln 
enthalten.  Führt  man  die  Division  aus  und  setzt  die  Coefficienten 
der  Potenzen  von  x,  welche  im  Reste  enthalten  sind,  einzeln  gleich 
Null,  so  erhält  man  l  Gleichungen  in  X^,  L,  M,  . .  . ,  unter  denen 
die  2  —  1  ersten  die  Werthe  von  L,  31,  ...  als  Ausdrücke  von  X^ 
liefern.  Es  bleibt  demnach  die  Gleichung  vom  f^"^  Grade  zu  lösen. 
Auf  ähnliche  Art  sucht  man  weiter  aus  Xg  die  folgende  Wurzel- 
gruppe X2,  Xk^2,  ^2AH-2,  ...  ZU  berechnen  u.  s.  f. 
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§  48.    Von  den  quadratisclien  oder  trinomischen  Factoren 
einer  Gleichung. 

Geht  man  von  der  Annahme  aus,  dass  ausser  der  gegebenen 
Gleichung  f{x)  ==  0  auch  noch  für  alle  Wurzeln  die  quadratische 
Function 

x^  +  t(x  -\-  (v  —  y)  =  0 

gelten  solle,  so  kann  man  dieselben  entweder  so  ansehen,  als  ob 
u  und  V  gewisse  bestimmte  oder  constante  Grössen,  y  eine  ab- 
hängige bezeichnen,  oder  man  kann  diese  Function  als  den  allge- 
meinen Ausdruck  sämmtlicher  in  der  gegebenen  Gleichung  ent- 
haltener quadratischer,  trinomischer  Factoren  voraussetzen,  so  näm- 
lich, dass  alle  Werthe  von  v  —  y  das  Product  je  zweier  Wurzeln, 
alle  Werthe  der  Yariabeln  ti  die  negative  Summe  derselben  dar- 
stellen. Von  dem  ersten  Gesichtspuncte  aus  wird  die  quadratische 
Function  in  der  Substitutionsmethode  von  Tschirnhausen  be- 
trachtet und  es  ist  die  Resultante  in  y  offenbar  von  demselben 
Grade  wie  die  Hauptgleichung,  also  vom  n^^.  Im  zweiten  Falle 
dagegen  ist  die  Gleichung  in  v  —  y,   oder  wenn  v  eine  beliebige 

Constante  bezeichnet,  in  y  vom  — ^ten  Grade,  weil  man  sämmt- 

liche  n  Wurzeln  so  viele  Mal  zur  zweiten  Klasse  oder  zu  einem 
einfachen  Product  combiniren  kann.    Ebenso  ist  die  Resultante  in 

/fl^  (lyi    '^\ 

n  vom   — — -- —  Grade.    Man   hat    die   beiden    vorbenannten   Fälle 

1    .   u 

streng  zu  unterscheiden,  da  wegen  der  willkürlichen  Annahme  von 
ti  die  substituirte  quadratische  Gleichung  immer  eine  fremde  Lösung, 
also  nur  eine  wahre  Wurzel  von  x  liefert.  Ebenso  wird  es  sich 
mit  der  Substituirten  höherer  Grade  verhalten.  Sie  liefern  immer 
nur  eine  wahre  Wurzel,  welche  gefunden  wird,  indem  man  den 
letzten  Rest,  der  bei  der  Aufsuchung  des  grössten  gemeinschaft- 
lichen Divisors  der  beiden  Polynome  bleibt,  gleich  Null  setzt  und 
nach  X  auflöst,  also 

Nur  wenn  P  und  Q  gleich  Null  werden,  was  dann  allemal  ge- 
schieht, wenn  die  gegebene  Gleichung  gleiche  Wurzel  hat,  liefert 
der  angenommene  quadratische  Factor,  gleich  Null  gesetzt,  zwei 
wahre  Wurzeln. 
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Wir  betrachten  zunächst  die  quadratischen  oder  trinomischen 
Factoren  der  Hauptgleichung  und  beweisen  das  von  La  place*) 
aufgestellte 

Theorem:    Jede  Gleichung    von    geradem  Grade   lässt   sich   in 
lauter  reelle  trinomische  Factoren  zerlegen. 
-  Gegeben  sei  die  Gleichung 

f(x)  ==  x""  -\-  ax""-^  +  hx""-^  -\ \-t  =  0. 

Wir  setzen  zunächst  voraus^  es  sei  n  =  2r  und  r  ungerade, 
also  n  von  der  Form  4Z;  +  2.  Man  betrachte  nun  die  Factoren 
zweiten  Grades  dieser  Gleichung,  gebildet  aus  den  zu  je  zwei  com- 
binirten  Binomialfactoren 

(x  —  x^  {x  —  x^  =  x^  —  {x^  -\-  X.2)  X  -\-  X^X.^  =  0  j 

\X  "^1/  v*^  "^3/  —  X"^  \*^1  ~T~     3/  ^     \~  X^Xo  —  vJ  • 

[JX/  —  X/i — ij  [X  Xfi  j X  [Xn — 1  ~\~  Xfi )  X  —f~  X)i — 1  Xfi  J  —  U  . 

Diese  Factoren  sind  von  der  Beschaffenheit  der  Wurzelsummen 
und  Wurzelproducte  abhängig-,  diese  werden  bestimmbare  Grössen, 
wenn  man  zwei  Beziehungen  derselben  kennt,  z.  B.: 

(^1  +  ^2)  +  ^{Xj^x^}  =  a,     {x^-\-  x^  +  m{x^x^)  =  a, 
wo  m  und  m   bestimmte  Zahlen  sind.    Der  allgemeine  Werth  von 
cc  sei  ^5  dann  lässt  sich  aus  den  Binomialfactoren 

{y  —  [(^1  +  ^2)  +  ^{x^x^)]}  [y  -  [(x,  +  x^)  +  mix^x^)-]]  . . . 
eine  Gleichung  in  y  und  m  bilden,  deren  Coefficienten  symmetrische 
Functionen  der  Wurzeln  und  also   rationale  Functionen  der  Coef- 
ficienten «,  &,  c,  .  .  .  der  gegebenen  Gleichung  sind. 
Die  transformirte  Gleichung  sei 

9)(m,  i/)  =  0; 

2r  (2r 1) 

der  Grad  derselben  ist  offenbar  - — -— —  ==  r(2r  —■  1),  also  un- 
gerade. Deshalb  hat  die  Gleichung  (p(m,  y)  =  0  wenigstens  eine 
reelle  Wurzel,  welchen  Werth  m  auch  haben  möge.  Setzt  man 
deshalb  für  m  successive  die  Zahlen  1,  2,  3,  ...  [r(2r  —  1)  +  1] 
ein,  so  hat  jede  der  zugehörigen  Gleichungen 

gD(l,2/)  =  0,     ^(2,  2/)  —  0,     U.S.W, 
wenigstens  eine  reelle  Wurzel  und   zwar  eine  der  Combinationen 
(x^  -j-  X2)  +  m(xi  X2).     Wir  erhalten    also    r(2r  —  1)  +  1    reelle 


*)  Hymers,  Theory  of  equations  §  163. 
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Werthe  dieser  Combinationen  von  je  zwei  der  gegebenen  Gleichung. 
Es  existiren  aber,  wie  oben  gezeigt  worden  ist,  r(2r  —  1)  solcher 
Combinationen,  welche  sämmtliche  Wurzeln  von  x^  bis  Xn  um- 
fassen. Deshalb  müssen  wenigstens  zwei  Functionen  dasselbe  Wurzel- 
paar enthalten,  für  welche  mau  reelle  Werthe  von  a  erhält.  Wenn 
also  die   entprechenden  Gleichungen 

(p{m,y)  =  0,     (p(ni,y)  =  0 
sind,  so  gelten  die  zwei  Gleichungen 

(^1  +  ^2)  +  ^K^l  ^2)  =  «  ;        (^1  +  ^2)  +  ^'(^1  ^2)  =  « 

für  zwei  reelle  Werthe  von  m  und  von  a.  Die  reellen  Coefficienten 
des  ersten  quadratischen  oder  trinomischen  Factors  sind  also 

+  in'a  —  m  a  ^  u   —  a 

m  —  m    '         ^    ^         m   —  m 

Hieraus  geht  hervor,  dass  jede  Gleichung,  deren  Ordnungsexpo- 
nent nur  einmal  durch  2  theilbar  ist,  wenigstens  einen  reellen 
quadratischen  Factor  hat. 

Um  nun  allgemein  zu  beweisen,  dass  der  Satz  von  jeder  Gleichung 
von  geradem  Ordnungsexponenten  gilt,  wenden  wir  die  Kästnersche 
Schlussmethode  an.  Wir  wollen  zu  dem  Ende  nachweisen,  dass 
wenn  der  Satz  für  Gleichungen  Gültigkeit  hat,  deren  Ordnungs- 
exponenten j)mal  durch  2  theilbar  sind,  also  für  n  =  2^r ,  er  auch 
für  n  =  2^+^r  gelten  muss,   wo   r   eine   ungerade*  Zahl  bedeutet. 

Angenommen,  es  sei  n  =  2^^r,  so  ist  der  Ordnungsexponent 
der  transfor^iirten  Gleichung  in  y  gleich  2^'r(2^^r  —  1),  welcher 
nur  j?;mal  durch  2  theilbar  ist.    Die  transformirte  Gleichung 

(p(m,  y)  =  0 

hat  uun  nach  der  Voraussetzung  einen  reellen  quadratischen  Factor, 
also  entweder  ein  reelles  oder  ein  conjugirt  complexes  Wurzelpaar. 
Ebenso  gibt  noch  mindestens  eine  andere  Gleichung  9? (w',  y)  =  0 
einen  reellen  quadratischen  Factor  mit  zwei  reellen  oder  complexen 
Wurzeln.  Wenn  nun  zwei  Gleichungen  der  ersten  Art  gefunden 
sind,  so  folgt  hieraus  ebenso  wie  in  dem  ersten  Falle,  dass  die  ge- 
gebene Gleichung  einen  reellen  quadratischen  Factor  besitzt.  Findet 
man  aber  nur  Gleichungen  der  zweiten  Art,  so  sei 

fe  +  ^2)  +  ^*  (^1^2)  =  i   +  V   V—  1  ; 

(x,  +  x^)  +  m\x^x,)  =  r  +  n  V^^' 
Aus  der  Verbindung  beider  ergibt  sich 
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^1  ^2    =   /   +    <5'  y  —    1  ; 

und  demnach  würde 

ein  complexer  quadratischer  Factor  von  f{x)  sein. 

Wenn  aber  ein  reeller  Ausdruck   einen  Factor   von  der  Form 


M 


M  -\-  N  y —  1  hat,  so  hat  er  ebenfalls  einen  zweiten  von  der  Form 
-  -A^  |/ —  1 .     Denn  sei 

=  {MR  —  NS)  +  (31 S  +  NB)  j/^^T . 
Ist  P  reell,  so  muss  der  imao^inäre  Theil  verschwinden,  woraus 


folgt 


oder 


M 

-  N' 


Il  =  pM,    S  =  —pN. 
Setzen  wir  diese  Werthe  in  die  erste  Gleichung  ein,  so  ergibt  sich 
daraus 

B==p  (ijf -f  J^y^yz^l)  (m—  nY^^)  . 

Deshalb  ist  auch  noch  der  Ausdruck 

^2  _  (^  _  ^  y^^^)  ^  +  (/  -  ö'  Y^^) 

ein  zweiter  quadratischer  Factor  von  f(x)  und  folglicfi  das  Product 
beider  ^ 

ein  biquadratischer  Factor   von  f(x)^   welcher   sich  immer  in  zwei 
reelle  quadratische  Factoren  zerlegen  lässt. 

Wenn  die  beiden  quadratischen  Factoren  einen  gemeinschaft- 
lichen Factor  haben  sollten,  so  gelangt  man  noch  einfacher  zu  dem- 
selben Resultate.  Wendet  man  die  Methode  der  Aufsuchung  des 
grössten  gemeinschaftlichen  Divisors  an,  so  kann  der  gemeinschaft- 

liehe  Factor  nur  linear  sein  und  zwar  gleich  ^  —  j-    Die  andern 
Factoren  sind  alsdann  beziehungsweise 


(r-j-SV-l)     und     a:-(y-^j  +  äy-l)- 
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Die  quadratischen  Factoren  sind  in  diesem  Falle  gleich 


und    • 


[,_(,_  j  +  ,v^)](,_^) 


Vereinigt  man  die  beiden  ersten   linearen  Factoren  zu  einem  qua- 
dratischen Factor,  so  wird  derselbe  reell  und  gleich 

Demnach  hat  jede  Gleichung  vom  2^+^  .  r^^^  Grade  einen  reellen 
quadratischen  Factor,  wenn  jede  vom  2^.r*^''  Grade  einen  solchen 
hat.  Es  war  aber  die  Gültigkeit  des  Satzes  bewiesen  für  den  Fall 
p  =  1  ^  also  gilt  er  auch  für  jj  =  2,  3,  4,  .  .  .  u.  s.  f.,  ganz  allge- 
mein für  jede  Gleichung  von  geradem  Grade. 

Wenn  der  eine  nothwendig  vorhandene  quadratische  Factor 
durch  Division  aus  dem  Polynom  f(x)  ausgeschieden  ist,  so  behält 
man  immer  noch  eine  Gleichung  von  geradem  Grade  mit  reellen 
Coefficienten,  für  welche  dasselbe  gilt.  Es  müssen  deshalb  alle 
Gleichungen  von  geradem  Grade  sich  in  lauter  reelle  quadratische 
Factoren  zerlegen  lassen. 

Aufgabe.   Die  biquadratische  Gleichung 

rr*  +  ax^  -\-hx^  +  cx  +  d  =  0 
in  zwei  reelle  quadratische  Factoren 

x^  +  l\oi)  +  <7i     und     x^  +  P2X  +  ^2 
zu  zerlegen. 

Diese  Zerlegung  lässt  sich  nach  der  in  §  47  entwickelten 
Methode  von  Lag  ränge  bewerkstelligen.  Der  Ordnungsexponent 
ist  n  =  4  =  2  .  2  =  Z: .  /.    Es  sei  a  eine  Wurzel  der  Gleichung 

a'  -1=0 
und  es  werde  substituirt 

2/  =  ^1  +  «'^2  +  ^3  +  ^^^4  =  -^1  +  ^-^2 » 
wobei 

Xj  ==  x^  +  x^,     Xg  =  %  -|-  0^4 . 

Dann  ist 

0  =  y-  =  i(^  _|_  au^  =  Xj-  +  X^-  +  2X1X2« 
und 

Matthiesseu,  Grundzüge  d.  ant.  u.  mod.  Algebra.  F 
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a^  =  ^1  =  Uq  +  Wi . 
Hieraus  folgt  nun 

Diese  Function  der  Wurzeln  lässt  noch  zwei  Variationen 
2(x,  +  x^)  (x^  +  xj ,   2{xi  +  x^)  {x^  +  x^) 
zUj  so  dass  u^  eine  Wurzel  der  kubischen  Gleichung 

«/  +  Mu,'  +  Nu,  +  P  =  0 
sein  wird,   deren  Coefficienten  Mj  Nj  P  symmetrische  Functionen 
von  Xi,  X2^  Xq,  x^^,  also  rationale  Functionen  von  a,h^c,d  sind. 
Setzen  wir,  um  diese  Gleichung  exact  zu  machen, 
Wi  =  2h  —  2u, 
so  erhalten  wir  eine  Gleichung  in  ti,  deren  Wurzeln  sind 

1     3      I         2     4  y  1     2      1         3     4 '  1     4      I         2     3  * 

Substituiren  wir  weiter  Xj^x^  =  r],  so  ist 

und  1^  eine  Wurzel  der  Gleichung  der  Wurzelproducte  (§  22) : 

rj^—hri'  +  {ac-d)7i^-(a'd~2hd+c')f  +  (ae—cI)d7j''--h(r"7]+cP 

=  ^^3  _  ^^^2  _|_  ^^^  _  4^Q  ^^  __  ^^^^2(1  _  42,^/  _|_  ^2)  _  0  ^ 

Ist  u'  eine  Wurzel  dieser  Gleichung,  so  ist  u,  =  2h  —  2ii\ 
Setzt  man 

_  1^  ^^^  =  if,^  —  u,  =  a^  —  2ii,  =  a^  —  46  +  4«*', 


so  ist 
und 


X,  +  X,  =  -  a,   Xi  -  X,  =  1/^ 


:i=-|(^-y^).  -^2  =  -i(«  +  l/^2). 

Demgemäss  können   die  Wurzeln  x,    und  x.^  als  die  Wurzeln 
der  quadratischen  Gleichung 

x^  -X,x  +  L=0 

betrachtet  werden.  Dividirt  man  die  gegebene  Gleichung  durch 
diesen  quadratischen  Factor  und  setzt  das  erste  Glied  des  Restes 
gleich  Null,  so  findet  man 


i 

I 
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Die  beiden  andern  Wurzeln  X2  und  x^  werden  gefunden  aus 
der  quadratischen  Gleichung 

X    -^,x-\  2X,  +  a  — ^• 

Um  nun  noch  zu  zeigen,  dass  diese  beiden  quadratischen 
Factoren  reell  sind,  bilde  man  die  Gleichung  in  z.2)  welche  wegen 
der  Relation 

^^  =  («2  _  42,)  _^  4^^' 

ebenfalls  eine  kubische  Gleichung  sein  muss.    Setzt  man  demgemäss 

SO  resultirt 

z'  ~  (3ö-  --  8h)z''  +  (ßa^  -  16a-h  +  Ißh'  +  Ißac  —  &4.d)z 
—  (a^  —  4ab  +  8cf  =  0. 

Da  das  Absolutglied  negativ  ist,  so  hat  die  Gleichung  eine 
positive  reelle  Wurzel  ^^.  Deswegen  ist  "[/^^  reell,  mithin  auch  x^ 
und   x.^,   und  die   Coefficienten  der  beiden   quadratischen   Factoren 

x^  +PiX  +  q^    und    x^  +P2^  +  Q2 
sind  reell. 

§  49.    Die  Gleichung  der  Wurzelquadrate  der  variirten  Gleichung. 

Es  ist  in  §  48  darauf  hingewiesen  worden,  dass  wenn  die 
quadratische  Function 

x^  -j-  **^  +  ^  =  ^ 
in   eine    gegebene   Gleichung    substituirt  wird,    diese    quadratische 
Gleichung  in  x  nur  eine  wahre  Wurzel  liefere,  da  die  Resultante 
in  V  von  demselben  Grade  ist  wie  die  gegebene  Gleichung.    Löst 
man  die  Gleichung  nach  x  auf,  nämlich 

x==  -yH  +  y|/tr  — 4t'  =^  +  y, 

so  wird 

u  =  —  2Zy    V  =  z^  —  y\ 
also 

Um  diese  quadratische  Function  zu  substituiren,  braucht  man 

8* 
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also  nur  die  Gleichung  der  Wurzel quadrate  der  variirten  Gleichung 
zu  bilden.  Die  fremde  Lösung  wird  von  der  wahren  geschieden 
dadurch,  dass  man  entweder  für  y  das  passende  Vorzeichen  wählt 
oder  dass  man  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  von 

fix)  =  0 
und 

x^  —  2zx  -\-  z^  -~  y^  =  0 
bestimmt. 

Beispiel.    Die  Wurzeln  der  biquadratischen  Gleichung 
x^  +  ax^  +  ^^^  -\-  ex  -\-  d  =  0 
zu  berechnen*). 

Man  bilde  die  Variirte 
y^  _(_  (4^  +  a)y^  +  (6^2  +  3a^  +  h)y^  +  (4^^  +  3«^^+  2hz  +  c)y 

+  (^*  +  as'  +  hs'  +  c<0  +  J)  =  0 
oder  kürzer 

^.+  atf^ßf  +  ry  +  S  =  0. 

Ferner  bilde  man  die  Gleichung,   deren  Wurzeln  die  Wurzel- 
quadrate der  Variirten  sind ,  also  nach  §  24 

iß-{a'-2ß)y"  +  {ß''-2ay-\-2d),ß  -  {f  -  2ßS)y'+S^  =0, 
oder  kurz 

ij^  —-  m%p  +  ny"^  —  py  -\-  q  ==  0 , 

Diese   Gleichung  lässt   sich    auf   eine    quadratische    reduciren, 
wenn  sich  die  Bedingung 

m^  —  Amn  +  8j7  =  0 
erfüllen  lässt.    Setzt  man  nämlich 


(l/'^  -   2    «<  +  ^y  -  *  =  0 


SO  ist 


y'^  _  mf^  j^  (2A-{-  \ nÄ  y^'  -  mAy  -{-{A^  —  B)=0. 

Die   Bedingungsgleichungen  der   Identität  mit   der   Gleichung 
y^  —  mip  +  ny"^  —  P2/'  +  Q'  ==  0 


sind 


*)  Matthiessen,  Neue  Auflösung  der  quadratischen,  kubischen  und  bi- 
quadratischen  Gleichungen.     Zeitschr.  f.   Math.  u.  Phys.   VIII.    S.  136.  1963. 
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n  =  2Ä-\-  ~  m^ ,  p  =  mA , 
folglich  ^ 

8  ^  ^         m  ' 

oder 

m^  —  4:mn  -{-  S})  =  0 . 
Die  gesuchten  Wurzeln  sind  aus  den  verschiedenen  Werthen 
von  ij   zu  berechnen  mit  Hülfe  der  Gleichung 


Es  ist  nun 
m  =  a'  -2ß==  4z'-  +  2az  +  (a'  ^  2h) , 
n  =ß^  —  2ay  +  2d  =  6^^  +  6az^  +  {Sa'  —  2b)z^  +  (2ab  —  6c)  z 

-\r{b^  —  2ac-\-2d), 
l^  =  y'  —  2ßd  =  4^^  +  6a^  +  (Sa'  +  2h)  z^  +  4{ah  —  c>^ 

+  2(6^  —  6(^)^2  +  2(6c  -  3a(i)z  +  (c^  —  2&rf), 

A  =  ^  =  z'  +  az^  +  hz^-^  (a^  —  4ah  +  6c)z 

-^(a'  —  4a'h+  Sac-  Sd), 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Bedingungsgleichung 
m^  —  Anin  +  8p  =  0 
ein,  so  erhält  man  die  kubische  Resolvente 

+  ^  [3a'  -  Ißa^h  +  20a^c  +  16a(P  —  2d)  -  \Uc\z 

+  -i-[a«  -  6a*6  +  Sa^c  +  ^a:\¥  -  2(f)  —  l^ahc  +  Sc']  =  0. 

Wenn  die  Coefficienten  a,  h,  c  der  Bedingungsgleichung 
m^  —  Amn  +  8jj  =  0 
schon   genügen,   so    wird  die   Resolvente  .vom   zweiten  Grade.    Ist 
ausserdem  a  =  0,  so  vereinfacht  sich  die'Resolvente  sehr;  sie  geht 
über  in 

8c^3  _j_  4(2,2  _  4,Q^2  _  4j^  +  c^  =  0, 

und  wenn  man  -2"  =  —  c  :  2^  substituirt,   so   nimmt   sie  die  Form 
der  sogenannten  Euler- Cartesischen  Resolvente  an,  nämlich 
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Zahlenbeispiel.    Gegeben  sei  die  Gleichung 
od"  —  22^2  ^  24;r  +  45  =  0 . 

Die  Resolvente  ist 

3^3  _  19^2^33^  —  9  =  0. 

Die  Wurzeln  derselben  sind 

Nimmt  man  b^  =  ^,  so  bestimmen  sich 

m  =  80,    Ä  =  144,    q  =  (—  lUf-, 
folglich  ist 

2/' =  20 +16, 
und  man  erhält 

Durch  Substitution  des  Werthes  ^o  =  ~  erhält  man 

^         3 


..4  .  ^^46  /o.46\2 

m  =  44-,    Ä^66-,    (, 


unJ 


ii|±]/f± 


512 
~9~ 


Hieraus  folgt  weiter 


,10  ,14  ,2 

2/3  =  ±y.   2/4  =  ±y;    2/5  =  ±y 

Da  nun  ^  =  <s  +  ^  ist,  so  würde  man  im   Ganzen  folgende 
Wurzelwerthe  erhalten :  • 

1)  a?!  =  3  +  6 ,    oder  9  und  —  3 ; 
^^2  =  3  +  2 ,    oder  5  und        1 ; 

2)  ^3  ==  Y  i  ^  ?   od^r  --  und  —  3  ; 


3  -—  3  '  3 


^4  =  Y± y;  oder  5  und  —  y ; 

x^  =  -^  + y;  oder  1  und  —   -• 

Da  sämmtliche  Werthe  von  z  alle  Auflösungen  geben  müssen, 
so  sind  die  wiederholten  Werthe  von  x  wahre  Wurzelwerthe  der 
gegebenen  Gleichung,  mithin  ist  x^=^  —  3,  ^^  =  5,  x^  =  l, 
worunter  eine  Wurzel  zwei  Mal  vorkommen  muss.  Man  findet  sie 
leicht  aus  der  Bedingung 
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:r^  ==  —  rt  —  (—  3  +  5  +  1)  =  —  3 . 
Statt   nun   die   übrigen  Werthe  von  z  zuzuziehen,  bilde  man 
die  quadratische  Function 

x'-—2zx-\-z-  —  f  =  ^ 
exact.    Dieselbe  ist  im  Falle  1)  x^  —  %x  —  27  =  0. 

Sucht  man  den  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  von 
x""  —  2^x-  -  24  +  45  =  0 
und 

x^  —  (Sx  —  21  =  ^, 

setzt  darauf  denselben  gleich  Null,  so  findet  man  x  =  —  3 .    Dies 
ist  eine  wahre  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung. 

Die  zweite  Gleichung  liefert  die  beiden  Wurzeln  3  +  6,  wo- 
von also  die  eine  eine  fremde  Lösung  gibt. 

Wählt  man  dagegen  ^3  =  ir,  so  wird  die  quadratische  Function 

gleich  Null  gesetzt 

X-  — -^x  -\-  5  =  0. 

Sucht  man  hiermit  den  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor, 
so  verschwindet  der  lineare  Rest  und  die  quadratische  Gleichung 
liefert  zwei  wahre  Wurzeln,  nämlich  1  und  5. 

Nach  der  Methode  von  Lagrange  ist  der  andere  quadratische 
Factor 

und  wegen  X^  =  —  a  —  Xj  =  6 , 

a;2  +  6a;  +  9  =  0. 
Dieser  Factor  liefert  die  beiden  gleichen  Wurzeln  —  3. 

XI.    Reduction    der    Gleichungen    und    Wegschaffung    be- 
liebig vieler  Glieder  derselben. 

§  50.    Die  Methode  von  Tschirnliausen*). 

Es  ist  bereits  in  §  16  gezeigt  worden,  wie  sich  durch  Variation 
der  Unbekannten,  also   durch  Substitution  der  linearen  Function 

^  +  (1*  —  ?/)  =  0 
die  gegebene  Gleichung  in  eine  andere  von  demselben  Grade  in  y 
transformiren  lässt,  in  welcher   das   zweite  Glied  oder  irgend   ein 
anderes  Zwischenglied  zum  Verschwinden  gebracht  werden  kann. 

*)  Die  hierauf  bezügliche  Litteratur  findet  man  sub  §  37. 
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Ist  die  gegebene  Gleichung 

so  ist  die  Transformirte 

und  die  Bedingung,   dass   das  r*®  Glied   oder  der   Coefficient   von 
yn—r+i  verschwinde, 

Die  Bedingungsgleichung  für  das  Verschwinden  des  r*^"  Gliedes 
(des  (r  —  1)*®^  Zwischengliedes)  ist  demnach  vom  r  —  l**^"^  Grade. 
Die  Aufhebung  des  zweiten  Gliedes  erfordert  die  Auflösung  einer 
Gleichung  vom  ersten  Grade,  die  des  dritten  Gliedes  die  Auflösung 
einer  quadratischen  Gleichung,  die  des  vierten  Gliedes  die  Auf- 
lösung einer  kubischen  Gleichung  u.  s.  f. 

Es  können  nun  weiter  mit  Benutzung  der  Substitution 
X^  -{-  UX  '\-  (v  —  y)  =  0 
in   der  Transformirten  zwei  Glieder  zum  Verschwinden    gebracht 
werden.    Ist  die  gegebene  Gleichung  vom  n^^"^  Grade,  so  findet  man 
mittels  der  gewöhnlichen  Eliminationsmethode  die  Transformirte 
y""  —  \nv  —  {au  —  a^  -\-  26)]«/""^ 

+ =  0, 

worin 

A=  au  —  {o?  —  2h)  y 

B=hu^  —  (ah  -  3c)u  +  {h^  —  2ac  +  2d), 

C  =  cu^—(ac—4Ld)u^-{-{hc~dad+öe)u—(c^~2bd+2ae~2f), 

D=du^—{ad-6e)ti^+(hd—4:ae+9f)ii^  —  {cd—3he+baf—lg)u 

+  {dP  —  2ce  +  2h f—  2ag  +  27^),  u.  s.  w. 
zu   setzen  ist.    Das  Gesetz  der  Bildung   dieser  Ausdrücke  ist  un- 
schwer zu  erkennen;  die  letzten  Glieder  sind  sämmtlich  die  Coeffi- 
cienten  der  Gleichung  der  Wurzelquadrate. 
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Die   Bedingungen  für  das   gleichzeitige  Verschwinden    irgend 
zweier  Glieder,  z.  B.  des  m^^  und  r^^ ,  werden  sein 
[t;»^-i]=0,     [i;^-i]  =  0. 

Da  diese  Gleichungen  bezüglich  v  und  a  von  demselben  Grade 
sind,  so  ist  die  Resultante  in  v  oder  u  im  Allgemeinen  vom 
{m  —  1)  (r  —  1)*^°  Grade.  Um  also  das  zweite  und  dritte  Glied 
der  Transformirten  zum  Verschwinden  zu  bringen,  hat  man  eine 
quadratische  Gleichung  zu  lösen,  um  das  zweite  und  vierte  zum 
Verschwinden  zu  bringen,  eine  kubische  Gleichung  u.  s.  f. 

Wenn  z.  B.  das  zweite  und  vierte  Glied  verschwinden  soll 
so  hat  man  zu  setzen: 

also  mit  Rücksicht  auf  die  exacte  Form  der  Gleichung  in  y: 
nv  —  (au  —  «^  +  26)  =  0, 

Eliminirt  man  v,  so  erhält  man  die  Resolvente  dritten  Grades: 

[(w—  1)  (w  —  2)a^  -  3w(w—  2)  ah  +  3n^c]ti^  -  3[(n—  1) (w-2)a* 

-  2(ft—  2)(2n  —  l)a'h  +  2n(2n-3)ac  +  2n(n—2)h^  -  An^dW 
+  3[(w  -  l)(n  —  2)a'  —  (n  —  2)(5w  -  4:)a^  +  6n(n  -  2)a^c 
+  {n  —  2)(5w  —  4:)a¥—n{bn  —  4:)ad  —  n{6n—12)hc+6n^e]u 

—  [{n  —  l)(n  -  2)a«  -  6(n  -  1)(«  —  2)a'h  +  6n(^n  -  2)a'c 
+  3n{7i-2)(3n-4:)a^h^-6n(n-2)ahl-12n(n-2)abc~2{n-2Xn--4)h^ 
+  Sn^c^  +  6n(n  —  A)hd  +  &n'ae  —  6n^f]  =  0  . 

,  Die   beiden  Bedingungsgleichungen    werden    sehr   vereinfacht, 

•  wenn   a  =  0  ist,    also   bereits   vor   der   Transformation   das-  erste 

Zwischenglied  fehlt.   Dann  ist  nämlich,  abgesehen  von  den  sonstigen 

Reductionen  der  Bestimmungsgleichungen,  v  von  h  unabhängig  und 

nv  +  {a'  —  2b)  =  0- 

Wenn    das   dritte    und   vierte   Glied    der  Transformirten    zum 

Verschwinden  gebracht  werden  soll,  so  hat  man  zu  setzen 

führt  man  die  exaeten  Formeln  ein,  so  erhält  man 
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Die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  ist  die  erste  Derivirte 
von  der  zweiten  und  diese  hat  also  zwei  gleiche  Wurzeln.  Die 
Resultante  dieser  beiden  Gleichungen  ist  demnach  die  Discrimi- 
nante  der  zweiten  und  nach  §  21,  Beisp.  2  gleich 

~^^[(:n  ~2)AB~  ?>nC^'  -  \^2nB  -  {n  --  \)äA   x 
h{n—  \)AC~2{n--  2)bA  =0. 

Da  A  eine  Function  von  u  vom  ersten  Grade,  B  eine  solche 
vom  zweiten  und  C  eine  vom  dritten  Grade  ist,  so  ist  die  Resul- 
tante in  11  im  Allgemeinen  vom  sechsten  Grade. 

§51.    Transformation  einer  Gleichung  in  eine  andere,  in  welcher 
drei  Zwischenglieder  verschwinden. 

Die  Methode  vonTschirnhausen  kann  ebenfalls  dazu  verwendet 
werden,  eine  Gleichung  so  zu  transformiren,  dass  in  der  neuen 
Gleichung  das  zweite,  dritte  und  vierte  Glied  verschwinden,  also 
die  drei  ersten  Zwischenglieder.  Man  substituirt  in  diesem  Falle 
die  Function 

X^  +  UX"^'  +  VX  -j-  (W  . ;?/)==  0  . 

Man  erhält  eine  Finalgleichung  in  y  vom  n^^^  Grade,  deren  drei 
erste  Zwischenglieder  gleich  Null  gesetzt,  drei  Bestimmungs- 
gleichungen für  w,  V  und  tv  ergeben  und  zwar  eine  lineare,  eine 
quadratische  und  eine  kubische.  Die  Resultante  in  u  wird  demnach 
vom  sechsten  Grade  sein.  Lagrange*)  hat  indess  bewiesen,  dass 
für  n  ==  4z  diese  Gleichung  vom  sechsten  Grade  sich  in  drei  quadra- 
tische zerlegen  lässt,  deren  Coefficienten  von  der  Auflösung  einer 
kubischen  Gleichung  abhi,lngen.  Wenn  demnach  die  Resultante  in 
II  durch  den  quadratischen  Factor  u^  -\-  pu  -\-  q  getheilt  wird,  so 
hat  man  den  linearen  Rest  gleich  Null  zu  setzen,  wodurch  zwei 
Bestimmungsgleichungen  für  p  und  g  gebildet  werden,  welche  eine 
kubische  Resolvente  in  p  liefern.  Hat  man  p  gefunden,  findet 
man  leicht  q  und  n  nebst  v  und  w,  welches  meistens  durch  lineare 
Gleichungen  geschehen  kann. 

Was  hier  von  der  biquadratischen  Gleichung  gilt,  findet  aber 
für  Gleichungen  beliebigen  Grades  statt. 

Die  allgemeine  Gleichung 

*)  Man  vergl.  Blomstrand,  De  praecipuis  methodis  p.  27. 
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xn  _(_  ax''-^  +  fea;«-2  -| 1-  ^  =  0 

kann  immer  auf  die  Form: 

yn    _j_  J)yn-,  _|_  Jß yu-o  _^   .  .  .   +    J  _  Q 

gebracht  werden  und  zwar  bedarf  es  hierzu  nur  der  Auflösung 
einer  kubischen  -  Gleichung  *  J. 

Zum  Beweise  dieses  wichtigen  Theorems  gehen  wir  aus  von 
einer  Eigenschaft  der  homogenen  quadratischen  Functionen.  Jede 
homogene  quadratische  Function  von  Z;  Variabein  lässt  sich  immer 
als  die  algebraische  Summe  der  Quadrate  von  eben  so  viel  homo- 
genen Linearfunctionen  darstellen ,  wobei  die  erste  Function  7j  Ya- 
riabele  und  jede  folgende  eine  Variabele  weniger  enthält  als  die 
vorhergehende.  Bei  drei  Variabein  ii,  Vj  iv  hat  man  z.  B. : 
•   Au-  +  Bv^  +  Civ-  +  2Dav  +  2Euiv  +  2Fviv 

=  {A'u  +  B^v  +  Ctüf  +  {Ä'u  +  B^'vf  +  {Ä"iiy. 

Um  dies  nachzuweisen^  sei  die  quadratische  Function  der  k  Va- 
riabein -^i;  ^2;  -^3  •  •  •  ^k   ausgedrückt  durch: 

Dieselbe  lässt  sich  zunächst  auf  die  Form 

V,  =  Fzk'  +  2Qz,-\-R 
bringen,  wo  P  eine  Constante,  Q  eine  homogene  lineare  Function 
der  übrigen  h  —  1  Variabein  und  B  eine   homogene   quadratische 
Function  derselben  ist. 

Gibt  man  der  Gleichung  die  Form 

so  erkennt  man,  dass  Vj,  aus  dem  Quadrate  einer  linearen  Function 
Lk  aller  h  Variabein  und  aus  einem  Reste  besteht,  der  eine  homo- 
gene quadratische  Function  der  übrigen  A;—  1  Variabein  ^j,  ^g  •••  '^^— i 
bildet  und  deshalb  mit  Fa_i  bezeichnet  werden  kann.  Von  Vk-i 
gilt  nun  dasselbe  wie  von   Vk  *,  es  ist  analog 

wo  Lk—i  eine  lineare  Function  der  Variabein  s^^s^  ■  •  -  Zk-ii  Vk-2  eine 
homogene  quadratische  Function  von  z^yZ^  ...  Zk-2  bezeichnet.  Durch 
Fortsetzung  dieser  Schlüsse  gelangt  man  schliesslich  zu  der 
Gleichung 

*)  Die  Transformation  und  Auflösung  der   Gleichungen    fünften  Grades. 
Nach  Jerrard  und  Hermite.    Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  IV,  S.  81  folg.  1859. 
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F*  =  i?  +  lLi  +  •  •  •  +  i^' +  V- 
Bei  zwei  Variabein  u  und  v  ist 

Äti'  +  Bv^  +  2Cuv 

==  (VBv  +  ^  ttj  +  (^^^f^)  ^^'  =  (äu  +  BvJ  +  (^"^.y . 
Bei  drei  Variabein  ii,  v  und  w  ist 

-(y^^+-y^)  +[—c—y+\---c-y+\-^c--y'^ 

=  (^'if  +  B'v  +  (7'^^)2  +  («w^  +  ßv^  +  27^wi;) 

==  {Äu  +  jB'^  +  (7't<;)2  +  {Ä'u  +  JB"i;)2  +  {A"uf. 

Wir  gehen  nun  aus  von  der  allgemeinen  Gleichung  li*®"  Grades 

^"  +  a^"-i  +  5^"-2  -| 1-^  =  0 

und  denken  uns  dieselbe  durch  Substitution  von 

px^  +  ä^^  +  '^^^^  -{-  vx  -\-  IV  —  y  =  0 
transformirt  in 

yn  J^  J^yn-l  _|.  Jßyn-2  ^  (JyU-i  _| h  /S^^/  +  ^==0. 

Aus  den  in  §  41 .  gemachten  Bemerkungen  über  die  Natur  der 
Grössen 

^0;  ^1  •  •  •  ^" — 1  5     ^0'  %  •  •  •  '^'^ — 1 
in  Verbindung  mit  der  Gleichung 

Tp  =  ^^^o  +  i^  >S'i  +  ^2  ^2  +  *  *  *  +  -^«-i  ^«-1 
geht   hervor,    dass    Tp    eine    ganze    und    homogene    Function  j)*®^ 
Grades  der  fünf  Elemente  p,  q,  u,  v^  w  ist;  ebenso  sind  zufolge  der 
Gleichungen 

0  =  ^2  +  ^^1  +  2^, 

0  =  Tg  +  AT^  +  BT^  +  3C,  u.  s.  w. 

A,  Bj  G  Vi.  s.  w.  ganze  und  homogene  Functionen  derselben 
Variabein  und  zwar  A  vom  ersten  Grade,  B,  vom  zweiten,  C  vom 
dritten  u.  s.  w. 

Wenn  nun  aus  der  Resultante  in  y  die  drei  ersten  Zwischen- 
glieder eliminirt  werden  sollen,   so  hat  man  die  drei  Gleichungen 

^  =  0,     B  =  0,     C=0 
aufzulösen.     Der  ersten  Gleichung  kann  man   den  Werth   von   w 
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entnehmen ,  ausgedrückt  durch  eine  lineare  Function  von  ]}y  g.,  w,  v 
und  denselben  in  die  beiden  andern  Gleichungen  substituiren,  wo- 
durch sie  übergehen  in 

^  =  0,     (7  =  0. 

Hier  ist  offenbar  JB^  eine  homogene  quadratische,  C  eine  homo- 
gene kubische  Function  von  den  vier  übrigen  Grössen  geblieben. 
Zufolge  des  oben  erwähnten  Satzes  von  den  homogenen  quadrati- 
schen Functionen  kann  man  nun  JB^  unter  der  Form 

darstellen,  wo  L^,  L.,,  L^  und  L^  lineare  Functionen  von  ^,  g',  w,  t; 
bedeuten.  Die  Gleichung  R  =  0  wird  nun  erfüllt  durch  die  An- 
nahme 

oder 


L,'  +  L/  =  0,    V  +  V  =  0, 


L,^L,Y-1,     L,  =  L,Y^. 

Diese  Gleichungen  sind  offenbar  linear  und  ermöglichen  u  und 
V  in  linearer  Form  durch  p  und  q  auszudrücken.  Durch  Substi- 
tution dieser  Werthe  in  die  noch  übrige  Gleichung  (7  =  0  wird 
der  Grad  derselben  nicht  weiter  erhöht  und  es  geht  daher  die 
Gleichung  (7  =  0  in  die  neue  kubische  Gleichung 

C'  =  0 
über,  wobei  (7'  eine  homogene  Function  von  ^j  und  q  bedeutet. 
Man  kann  nun  |7  willkürlich  wählen,  entweder  gleich  1  oder  auch 
gleich  Null.  Alsdann  wird  q  durch  Auflösung  einer  kubischen 
Gleichung  gefunden,  woraus  weiter  die  übrigen  Unbestimmten  mit 
Hülfe  linearer  Gleichungen  gefunden  werden. 

Die  hier  entwickelte  Reduction  der  allgemeinen  Gleichung  vom 
9i*®"  Grade  lässt  sich  also  stets  durch  die  Substitution 
qx^  +  ux^  -{-  vx  -\-  tv  —  y  ==  0 

bewerkstelligen. 

Man  kann  nun  auch  noch  die  Coefficienten  Ä,  B  und  B  ver- 
schwinden lassen  und  zwar  bedarf  es  hierzu  der  Substitution 
px^  +  qx^  +  ^^^^  -\-  vx  -\-  IV  —  y  =  0 

und  der  Auflösung  einer  Resolvente  m  p^q^iiyV  oder  w  vom  vierten 
Grade.     Das  Verfahren  ist  offenbar  ganz  ähnlich.     Man  setze 
^  =  0,     ^  =  0,     2)  =  0. 
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Mittels  der  ersten  Gleichung  erhält  man  ebenso 
B'  =  0,     B'  =  0, 
und   durch  Anwendung  des  Satzes  von   den  homogenen  quadrati- 
schen Functionen  auf  JB'  die  biquadratische  Gleichung 

Mittels  Anwendung  dieses  Reductionsverfahrens  kann  die  all- 
gemeine Gleichung  fünften  Grades  auf  die  Formen 

y^  -\-By-\-E=0 

y^+Cy'  +  E  =  0 
gebracht  werden.     Durch   eine   geeignete   Substitution   für  y  lässt 
sich    auch    noch    einer   der   Coefficienten    einer   beliebigen    Grösse 
gleich  machen.     Substituirt  man  z.  B.  2/  ==  ?^  ]/ —  D  ^   so   geht   die 
erste  Form  über  in 

welche   Gleichung  von   Her  mite*)   zur   Auflösung   der   Gleichung 
fünften  Grades  mittels  elliptischer  Functionen  benutzt  worden  ist. 


XII.     Lineare    Transformation    der    Cayley'schen    Formen 
eines  binären  Polynoms.  —  Invarianten  und  Covarianten**). 

§  52.    Lineare  Transformation  der  binären  Polynome.  —  Modul. 

Ausser  den  Varianten  und  Retrovarianten  (§  17),  den  Gemi- 
nanten  und  Discriminanten  (§  20,  21)  begegnet  man  bei  der  Unter- 
suchung der  Eigenschaften  und  der  Auflösung  der  algebraischen 
Gleichungen  öfter  gewissen  Functionen  der  Coefficienten,  welche 
man  mit  den  Namen  Invarianten  und  Covarianten  bezeichnet  hat 


*)  Sur  la  resolution  de  l'equation  du  cinquieme  degre.  Compt.  Rend. 
Tom.  46.  pg.  508.  1858. 

**)  Eisenstein,  Eigenschaften  und  Beziehungen  der  Ausdrücke,  welche 
bei  der  Auflösung  der  allgemeinen  kubischen  Gleichungen  erscheinen.  Crelle's 
Journ.  XXVII.  S.  319.   1844. 

Cayley,  Recherches  sur  les  covariants.  Crelle's  Journ.  XL VII.  S.  109. 
1858. 

Brioschi,  Sur  une  formule  de  Cayley.  (Sur  une  relation  entre  les  co- 
variants de  la  fonction  biquadratique.)     Crelle's  Journ.  LIII.  S.  377.  1856. 

Blerzy,  Sur  les  invariants.  Nouv.  ann.  d.  mathem.  XVII.  p.  301.  1858; 
XVIII.  p.  420.  1859. 


§  52.     Lineare  Transformation  binärer  Polynome. 
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und  deren  Kenntniss  von  besonderer  Wichtigkeit  ist.  Diese  Func- 
tionen erhalten  besonders  einfache  Relationen  unter  einander,  wenn 
man  von  der  Cayley' sehen  Form  binärer  Polynome  ausgeht, 
nämlich 

=  (ci,  l),c,...t)  ix,  yY  . 
Nach  Cayley 's  Bezeichnung  ist  demzufolge 

U  =  ax  -{-hy  ==  {a,  h)  (x,  y) 
ein  binäres  lineares  Binom;  ferner 

U  ^=  ax^  +  2h xy  -\-  cif  =  {a,  h,  c)  [x^  yf 
Bin  binäres  quadratisches  Trinom;  analog 

U  =ax^  +  Ujry  +  3c.rr  +  chf  =  {a,h,  c,  d)\x,  yf 
ein  binäres  kubisches  Polynom,  u.  s.  w. 

Wir  gehen  zunächst  aus  von  dem  binären  quadratischen  Trinom 

U  =  ax^  -\-  2  hxy  +  cy^ . 
Man  substituire  die  linearen  Functionen 
X  =  ccj^  X  -\-  ß^  Y  j 
y  =  a,X  +  ß,Y. 
Hieraus  resultirt  ein  neues  quadratisches  Trinom 

IT,  =  ÄX'  +  2BXY+  CT'  =  (Ä,  B,  C)\X,  Yf  . 
Löst  man  die  linearen  Substitutionen  nach  X  und   Y  auf,  so 
erhält  man 


X  = 


ßrV 


«lß2-«2^1    ' 


Den  Nenner 


«1  A2  —  «2  ^1  = 


r 


+ 


of  j  y  —  a.,  X 
«1  ^2  -  ^2  ßi 


ft 


+ 


Blerzy,  Usage  des  invariants  dans  la  re'solution  algebrique  des  equa- 
bions  du  Illieme  et  IVieme  degre.  p.  428.  ibid. 

Ter  quem,  Notions  elementaires  sur  les  invariants,  covariants,  discrimi- 
nants  et  hyperdeterminants.  ibid.  p.  249.  299.  446.  1859. 

Salmon,  Lessons  introductory  to  the  modern  higher  algebra.  Deutsch 
\rou  Fiedler,  Leipzig  1863. 

Clebsch,  Theorie  der  binären  algebraischen  Formen.  §  30—51.  Leipzig 
11872. 
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nennt  man  den  Modul  der  Transformation.    Führt  man  die  Substi- 
tutionen aus^  so  erhält  man 

C  ==  aß,'  +  2&Ä  ß2  +  ^A'  =  («;  &;  ^Kft ,  /J^)'  . 

Es  sei  ferner  gegeben 
und  man  substituirt 


U=  ax^  +  3&:z;2^  +  ^cxii"  +  (^2/'  =  («;  &;  c,  ^K^r,  i/)^ 


ic  =  «1  X  +  /^i  F , 

so  wird  die  neue  Function  i 

C/i  ==  AX^  +  3 J5X2 r  +  3(7XP  +  D  P  =  (^,  ^,  (7,  7)f(X,  r)V 
Die  Coefficienten  der  Transformation  werden  bestimmt  durch 
die  Gleichungen 

ori dD.        BD 


§  53.    Von  den  Invarianten  und  ihren  symmetrischen  Formen. 

Wir   haben  im  vorhergehenden  Abschnitte  gesehen,  dass  mani 
aus  dem  binären  quadratischen  Trinom 


/x 


U==(a,h,c){x,yy 
durch  lineare  Transformation  zu  dem  neuen  Trinom 

gelangt.     Sei    (p(a,  h,  c)    irgend    eine    Function    der    Coefficienten ; 
a^hjC  in   U  und  (p{Ay  Bj  C)   eine  homologe  Function  der  Coeffi-; 
cienten  A,  B,  G  m  ü,  .  . .  Alsdann  ist  (f>{A^  B,  C)  eine  implicite 
Function  von  a,  h,  Cy  a  und   ß.     Ist  die  Function  9?  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  man  hat 

cp{A,  B,  C)  =  («1  ß,  —  a,ß,)p<p{a,  h,c), 


§  53.     Invarianten. 


129 


WO  2^   ciiie   positive   ganze   Zahl  ist,   so   heisst   (p{a^hjC)  eine  In- 
variante*) von   U  der  p^^  Ordnung. 
1.  Beispiel.     Es  sei  gegeben 


/^ 


und 

so  ist  auch 


^  (picLj  bj  c)  =  ac  —  h^  j 


ip{A,B,C)  =  AC-BK 
Führen   wir  die   oben   angenommenen   Substitutionen  ein,    so 
resultirt 

AC—B'  =  (a,  ß,  —  ß,  a,f  (ac  -  W)  . 
Mithin  ist  ac  —  Ir  eine  quadratische  Invariante  der  Function 

U=  ax^  +  26rr?/  +  ciß  . 
Es  möge  hier  bemerkt  werden,  dass  die  betreffende  Invariante 
e/2,2  zugleich    die   Discriminante    der    quadratischen    Gleichung   ist 
(§  21).     Es  ist  demnach 


und 


A     B  \ 
B     C     ^ 

«1    A 
«2    ßi 

2 

X 

a     h 
h     c 

0-2,2  =  -^2 

2.  Beispiel.     Es  sei  gegeben 


U=(a,h,c,d)(x,yy, 
und 

g){a,  h,c,d)  =  (hc  —  adf  —  4(6^  —  ac)  (c^  -  M)  =  D, , 
so  ist  auch 

cp(A,  B,  C,  D)  =  (BC-ADf  —  A{B'-AC)(C'  -  BD). 
Macht  man  nämlich  die  linearen  Substitutionen 

y  =  a,X+ß,Y, 
so  findet  man  leicht 

cp{A,  B,  0,  D)  =  («1  ß,  -  ß,  «2)'  9>(«,  ^^c,d). 
Da  die  angenommene  Function  der  Coefficienten  zugleich  die 
Discriminante  der  kubischen  Gleichung  ist,  so  hat  man 


*)  Die  Function  ist  immer  eine  symmetrische  Function  sämmtlicber 
Wurzeln  der  Gleichung  r=0  und  heisst  Invariante,  weil  sie  unveränder- 
lich bleibt,  wenn  man  sämmtliche  Elemente  um  dieselbe  Grösse  z  variirt. 

Matthiessen,  Grundzüge  d.  ant.  u.  mod.  Algebra.  9 
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J3,4  =  JDz   ? 

WO  der  vordere  Index  der  Invariante  sich  auf  den  Ordnungsexpo- 
nenten der  ursprünglichen  Function  U  und  der  hintere  sich  auf 
die  Ordnung  der  Invariante  selbst  bezieht,  welche  offenbar  die 
vierte  ist. 

3.  Beispiel.     Es  sei  gegeben  ^ 

und 

(p(a,  bj  c,  d,e)  =  ae  —  4hd  -\-  3c^ . 
Alsdann  findet  man  mittels  der  beiden  linearen  Substitutionen 
AE  -  4J5D  +  3(7^  =  (a,  ß,  -  ß,  a,y  {ae  -  Aid  +  Sc^)  . 
Mit  Rücksicht  auf  die  Ordnungsexponenten  ist  also 
J4.,2  =  cie  —  4:hd-\-3c^ 
eine  quadratische  Invariante  der  biquadratischen  Function. 

Ist  nach  der  gewöhnlichen  Bezeichnungsweise  die  Function 
f7  =  rr*  +  ax^  +  hx^  -\-  ex  -\-  d , 
so  ist  die  quadratische  Invariante 

Es  lässt  sich  ferner  zeigen,  dass  der  Ausdruck 
ace  +  2hcd  ~  ad^  —  eli^  —  c^  =  J4,3 
und  nach  der  gewöhnlichen  Bezeichnungsweise  des  Polynoms 

^(-~  21a^d  +  ^alc  -  2W  +  12hd  -  21(?)  =  # 
die  kubische  Invariante  der  biquadratischen  Gleichung  ist. 

Endlich  ist  auch  noch  die  Discriminante  D^  eine  bikubische 
Invariante  der  biquadratischen  Gleichung.  Dieselbe  ist  im  §  21 
entwickelt  und  es  gilt  die  Relation 

«^4,6  ==  ^4,  • 

Es  wird  weiter  unten  der  Satz  bewiesen  werden,  dass  jede 
Discriminante  zugleich  eine  Invariante  ist.  Vorher  mögen  noch 
einige  Bemerkungen  über  die  symmetrische  Darstellungsweise  der 
aufgeführten  Invarianten,  sowie  über  einige  wichtige  Beziehungen 
derselben  unter  einander  hier  Platz  finden. 

Zunächst  ist 


e/2,2  == 


§  53.     Invarianten. 

■  ac  —  y^  =  D. 
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a     h 

h     c 


Dieselbe  ist  in  symmetrischer  Anordnung  der  Elemente 
-ac  —  h^  +  -ca. 

Die   Invariante  J2,2,    welche  Bezeichnung  von   Blerzy    her- 
rührt, wird  von  Clebsch  mit  —D  bezeichnet. 


Femer  ist 

«^3,4 


(ad  —  hc),     2{ac~¥)  \  _^ 


2{hd  —  c'),       (ad  —  bc) 
In  symmetrischer  Anordnung  der  Elemente  hat  man 

Js,i===2{h'-ac){hd—c')--{ad-hc)(hc—ad)  +  2(b'^—ac)(hd-c^). 

Von  der   Mitte   an  vertausche  man  rückwärtsschreitend  a,  d 
und  1),  c.     Auch  kann  man  schreiben 
j^,,==2{V'-ac){ld~c^)  —  {ad~lc){ch~da)  +  2{c^-dh)(,ca—h'), 

Diese  Invariante  wird  von  Clebsch  mit —  —  R  bezeichnet 

Femer  ist 

Ja,2  =  ae  —  Ahd  +  3c^ . 
In  symmetrischer  Anordnung  kann  man  dieselbe  schreiben 
j-            a{be—  cd)^  —  4:b{ce  —  cP)iad  —  bc)-\-^cd-  be){h^—ac)d—{hc  —  adfe 
j,  2  = — 66^  -  d'a  ~~~  ~  * 

Von  der  Mitte  an  in  Zähler  und  Nenner  vertausche  man  rück- 
wärtsschreitend a,  e  und  h,  d. 

Diese  Invariante  wird  von  Clebsch  mit  —  /  bezeichnet. 

Weiter  ist 


+ 


^4, 


a     h     c 

h     c     d 
c     d     e 


=  ace  +  2bcd  —  ad^  —  eb^ 


+ 


In  symmetrischer  Gestalt  lässt  sich  dieselbe  schreiben 
j  {ad  —  bcY{d^  —  ce)  -f  {ac  —  b^){cd  -  be)' 

^^'3  —  6&2  -  d'a  ""  ' 

oder  in  Form  einer  verkürzten  Determinante 
{ac-b'),  {bd  —  c") 
{bd-c'),  {ce-d^) 
Diese  Invariante  wird  von  Clebsch  mit  —  j  bezeichnet. 


J^, 


:  c. 
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Zwischen  den  Invarianten  der  quadratischen,  kubischen  und 
biquadratischen  Formen,  von  denen  Clebsch  in  seinem  classischen 
Werke  (§§  33,  37,  43)  beweist,  dass  die  genannten  die  einzigen 
sind,  finden  noch  folgende  bemerkenswerthe  Relationen  statt: 

J2, 2  ==  1^2  y 

t/3,  4  =  J2,  2  •  e/4,  2  —  ClJ^^  3  =  D^  , 

e'4,  2  =  {yZ,  4  -f-  ClJ^,  3)  '•  J2,2j 

Ja,  3  ==  (J2,  2  •  «M,  2  —  Jz,i)  •  (^  j 

Ji,  6  =  e^4,  2  27  J4,  3  =  1)4  . 

Diejenigen  Gleichungen,  in  denen  der  vordere  Index  überall 
derselbe  ist,  gelten  auch  für  Gleichungen  der  gewöhnlichen  Form, 
also  die  erste  und  fünfte. 

Von  der  Invariante  J3, 4  oder  der  Discriminante  Dg  hat  Eisen- 
stein*) eine  merkwürdige  Eigenschaft  entdeckt,  nämlich  die,  dass 
sich  ihre  dritte  Potenz  durch  eine  ähnliche  Function  ausdrücken 
lässt,  wenn  man  den  Elementen  Werthe  gibt,  die  gewisse  einfache 
Functionen  der  Elemente  der  Discriminante  darstellen. 

Bildet  man  nämlich  die  partiellen  Dififerenzialquotienten  der  In- 
variante, also 


f^\  =       2(2c^  -  Ucd  +  adP)  =       2D, 
(^^  =  —  6(6c2  +  acd  -  2Wd)  =  —  6(7, 
(^^  =  -  Q{h^c  +  ahd  -  2ac^)  =       65, 
(^J\  =       2(2h'  -  ^ahc  +  ahl)  =-2A, 


so  findet  die  identische  Gleichung 

4,  =  {^BC  -  ADf  -  4(^2  —  AC)  {C  -  BD) 

statt. 

Eine  analoge  wenn  auch  viel  einfachere  Eigenschaft  findet 
man  an  der  Discriminante  D^ .  Bildet  man  auch  hier  die  partiellen 
Differenzialquotienten  der  Invariante,  so  findet  man 


*)   Ueber    eine  'merkwürdige    identische    Gleichung.     Crelle    Jouru.    Bd, 
XXVII.  105. 


(aa) 


§  53.     Invarianten. 

2h  =  - 
=  A. 
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2B 


Es  ist  also  hier 

J,^,  ==  (ac  -  h')  =  ÄC  —  BK 

Wenn  man  wiederum  von  J3, 4  =  J'  die  partiellen  Differenzial- 
quotienteu  nach  A,  B,  C,  D  bildet  und 

2  l^a ^y  —  ^  '         6  \Wb)  ~  ^  > 

setzt^  so  findet  man  die  merkwürdigen  Beziehungen 
1  fdJ'\  ^2  1  fdJ'\        ,  ,2 

aus  welchen  sich  weiter  die  Relation  * 

Jl ,  =  (BC  —  Al/f  —  4{B'-  ÄC)  iC^  -  B'U) 
ableiten  lässt. 

Wir    betrachten    noch   eine   Eigenschaft   der  Invariante   «74,3; 
welche  ein  Seitenstück  zu  dem  Vorhergehenden  bildet. 

Es  ist  nämlich 


+ 


'4,3 


\a     h     c 

! 

\b     c     d 

1 

c     d    e 

+ 

a  h      (c  +  2A) 

h  {c  —  k)         d 

(c  +  2A)         d  e 


i  =  0 


Bildet  man  die  partiellen  Differenzialquotienten 
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T  [1^]  =*('=  + 2^) -«'^  =  <2' 

und  setzt  A==0,   so  lässt  sich   das  Quadrat  der  Invariante  durch 
die  nämhche  Function  ausdrücken,  wie  sie  selbst. 
Setzt  man  nämlich 

d  =  Q>     c  +  2A  =  gi,     h===q^, 
so  ist 

und 

Jis  =  [PP,  P,  +  2QQ,Q,-PQ'-  P,  Q,'  -  P,  Q,^  ^  _  ^ 

Dieser  Satz  rührt  ursprünglich  von  Lagrange  her. 

Die  quadratischen  Invarianten  kommen  nur  bei  den  Polynomen 
von  geradem  Grade  2  m  vor.    Ihre  Gleichung  ist 

Ihre  partiellen  Differenzialquotienten  mit  abvrechselnden  Vor- 
zeichen genommen  liefern  die  Coefficienten  des  Polynoms. 

Jede  Gleichung  von  ungeradem  Grade  2m  +  1  hat  eine  biqua- 
dratische Invariante 

j  \at  —  aj)s  +  ac^cr y  , 

e/2m+l,  4  \,     ^^^-p  _\     ^        1.1)   ^^  2m  -  d  2m  , 

y-\-  arQO  -|-  •  •  •  +  «m-  /^^j 

VTO  Jim  die  quadratische  Invariante  von  ^ — -r—  ( ^ )  und 

Jim  die  quadratische  Invariante  von  - — -r— -  (-^ )  bedeuten, 

Kr  und  «r— 1  abgeleitet  vs^erden  müssen  aus  den  Formeln 

a^  =  2m  • —  1 
r«.  =  (2«  -  r  +  2)  «._,  -  2  (^  ^"'j) . 

Dieselbe  Invariante  lässt  sich  auch  schreiben  in  der  Form 

T  {     ^n^'^^-^y  AT         T" 

^'am+l,  4  =  1       ^,  "     P)f     1     — ^^2m'f^2m) 


r=0 


§  53.     Invarianten- 


ISO 


wo  g  den  Coefficienten  des  (r+1)*^,  f  den  des  r^^  Gliedes  von  U 
bezeichnet. 

Jedes   Polynom  von   geradem  Grade  2»»  hat  eine  Invariante 

vom  (m+iy^°  Grade  von  der  Form 


'a«,iiH-i 


1* 

h 

c     . 

.    k 

^ 

c 

d    . 

.     l 

K 

d 

e    . 

m 

h 

l 

m    . 

.     t 

Brioschi  bemerkt  in  seinem  Werke  über  die  Determinanten, 
dass  die  Invariante  (p  eines  Polynoms  vom  ii*^°  Grade  dadurch 
characterisirt  ist,  dass  sie  der  Differenzialgleichimg 

r=0 

genüge.  Die  beiden  eben  gegebenen  exacten  Formeln  für  J^m^t 
und  J-in,-^\.i  ertullen  diese  Bedingungen.  Zur  Erläuterung  mögen 
ein  paar  Beispiele  dienen. 

1.  Beispiel.    Es  sei  n  =  2^  also  m  =  1  und 

Es  ist   9  =  J2. 2  =  ac  —  h^ ,   imd  die  Bedingungsgleichung  ergibt 

dh    ^         c  c 
Es  ist  nun  t?=  —  26,     y^  =  a.    Setzen  wir  dies  in  die  vorher- 

gehende  Gleichung  ein,  so  wird  sie  identisch. 

2.  Beispiel.    Es  sei  w  =  4,  w  =  2  und 

L^=  aa^  +  4:h;xfy  +  Qcj^y^  +  Adxf  +  et/. 
Zunächst  ist 

qp  =  J4  2  =  rtß  —  ^hd  +  36"^ , 
und  die  Bedingungsgleichimg  ergibt 


a-  +  26|5  +  3c^  +  4rf|^  =  0. 


Tb 


c  c 


Es  ist  nun 
Tb~ 


ccf 


'     ö  c  ' 


cd 

dtp 
Jd 


d(f> 
et 


=  -46.    1^ 
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Diese  Werthe  genügen  der  vorhergehenden  Gleichung. 
Ferner  ist 

9?  =  J4, 3  =  cice  -\-  2hcd  —  ad^  —  elß  —  c^ . 
Es  ist 

ll  =  2{cd  -he),      If  =  (ae  +  2id  -  Sc^, 

Diese  Werthe  erfüllen  die  Gleichung  ebenfalls. 
3.  Beispiel.    Es  sei  71  =  3 ,  m  =  1;  also 

JJ=  ax^  +  ?>'bx^y  +  ^cxy'^  +  dy^ . 
Zunächst  sind  J2',  2  und  J272  zu  bestimmen.    Man  findet  leicht 

J2, 2  =  Cic  —  h^  j     J^'2==hd  —  c^ . 
Nach  der  gegebenen  Formel  ist 

^^''^  V  ^T  +  '-M-  +  ^~dr)     ~4e^2>2/2,2. 

Nun  ist 

da    "~^^         db     ^        ^^'        ac     ~^' 
Setzt  man  sämmtliche  Werthe  ein,  so  findet  man 

^  =  Jg^ 4  =  (ac  —  hdf-~  4{ac  -  h')  (hd  -  c^)  . 
Die  Bedingungsgleichung  ist 

und  sie  wird  erfüllt  durch  die  partiellen  Differenzialquotienten 
ll  =  _  Q(bc^  +  acf?  -  2hH) 

ll  =  _  6(?>2c  +  ahd  —  26?c2) 


§  54.    Die  Discriminaiiten  als  Invarianten. 

Es  lässt  sich  zeigen,  dass  für  jedes  binäre  Polynom  die  Dis- 
eriminante  eine  Invariante  sein  muss. 
Gegeben  sei  das  Polynom 
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Seine  Wurzeln  seien  — ,   —,...—,   also   der  Binomialfactor  des 
Polynoms 

/^  _  ^\ 

\y      yj ' 

Multiplicirt    man    diese    sämmtlich    mit    einander    und    schaflFt 
die  Divisoren  weg,  so  erhält  man 

f^"  =  (^2/1  —  ^i2/)  (^2/2  —  ^2y)  •  •  •  {^yn  —  Xny)  =  0  . 

Durch  Vergleichung  der  homologen  Coefficienten   erhält   man 
«  =  :yi  2/2  2/3  •  •  •  y« ; 

h=  —  ElJ^  X^X^..  Xn  , 


V     1  X   )        X-l     Xq    Xn     •     •     .    i//fj  • 

Nun  ist 

TT  cU    .       dU 

ex    '    ^  d  y 

eine  bekannte  Eigenschaft  homogener  Functionen  und  weiter 

^  =  Vii^y-z  —  ^2!/)  (^!/3  —  ^3y)  •  •  •  (^yn  —  XnV) 

+  y^i^yi  —  ^i2/)  (^2/3  —  ^-öV)  •  •  •  (^^«  —  ^nij) 
+ 

Die  Wurzeln  also,  welche  ZJund  k—  gemein  haben,  d.  h.  diese 

O  TT 

Functionen  bleich  Null  machen ,  lassen  auch  t^^  verschwinden.    Die 

ö  y  cy 

gemeinschaftlichen  Wurzeln  sind  also  die  der  Discriminante.    Setzt 

man  nun   die  Wurzel  —  von   U  in  die  erste  Derivirte  ein,   so  er- 

2/1 
hält  man 

2/1(^1  2/2  —  ^2  2/1)  (^1  2/3  —  ^3  2/1)  •  •  •  (^1  Vn  —  ^n  2/1)  ; 

analog 

2/2(^2  Vi  —  ^1 2/2)  (^2  2/3  —  ^3  2/2)  •  •  •  (^2  y«  —  ^«  2/2) ; 

u.  s.  w. 
Das  Product  aller  Gleichungen  gibt  sämmtliche  gemeinschaft- 
liche Wurzeln  von   U  und  seiner  ersten  Derivirten,  also 

yiy-z  -"  yn  (x^  2/2  —  ^2  2/0^  (^1 2/3  —  ^3  2/1)'  •  •  •  (^«-1 2/«  —  ^n  2/n-i)^ 
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Dividirt  man  durch  y^y^^  .  .  .yn  oder  a,  so  erhält  man  die  Discri- 
minante  von   Ü ,  nämlich 

Nach  dieser  Vorbereitung  möge  nun  ü  durch  die  linearen 
Substitutionen 

a^x  +  ß^y  für  x ,     a^x  +  i^g^/  für  y 
in  das  neue  Polynom   U^  transformirt  werden. 

Der  erste  Binomialfactor  von   TJ  ist  xy^  —  x^y,  welcher  in 
xY^--X^y  =  {a^x  +  ß^y)  y^  —  (a^x  +  ß^y)  x^ 
übergeht.    Daraus  folgt 

^1  =  «i2/i  —  «2^1 ;    ^1  =  —  (A2/1  —  A^i) ; 

analog 

^2  ==  «l2/2   —    «2^2  ;        ^2  =    —   (/5l2/2  —  /52^2)  • 

Der  erste  Factor  der  Discriminante  von  U  ist  {x^y^  —  ^2^/1)^ 
und  der  von  U^  gleich  (Z^  Fg  —  X^  Y^Y .  Setzt  man  die  obigen 
Werthe  in  den  letzteren  Ausdruck  ein,  so  erhält  man 

(x>  y,  -  X,  Y,y  =  («, Ä  -  a, ß,y  {x, y,  -  x,y,y  -, 

analog 

(X,  Y,  -  X,Y,f  =  («1/3,  -  a,ß,fix,y,  -  x,y,y; 
u.  s.  f. 

Demnach  ist  die  Discriminante  der  Transformirten  gleich  der 
der  Function  U  multiplicirt  mit  einer  positiven  Potenz  des  Modul. 
Die  Discriminante  ist  also  eine  Invariante. 

Ausser  in  diesen  speciellen  Fällen  lassen  sich  Invarianten  auf 
verschiedene  Art  auffinden.  Wenn  z.  B.  die  Wurzeln  eines  homo- 
genen binären  Polynoms   U 

—  =  «,      —  =  p,      —  =  r,u.  s.  w. 

sind  und  sich  eine  symmetrische  Function  der  quadrirten  Wurzel- 
differenzen von  der  Beschaffenheit  entdecken  lässt,  dass  jedes  Glied 
die  Grössen  a,  ß^  y,  ...  gleich  viel  mal  enthält,  so  ist  die  Summe 
der  symmetrischen  Functionen  ausgedrückt  durch  die  Coefficienten 
des  Polynoms  eine  Invariante.  Denn  jedes  Glied  ist  ein  Product 
von  Factoren  der  Form  x^y^  —  x^yi  und  die  ganze  Summe  ist  durch 
a  zu  dividiren.  Dies  Resultat  ist  nach  dem  vorangehenden  Theorem 
eine  Invariante  und  die  symmetrischen  Functionen  würden  keine 
solche  bilden,  wenn  nicht  jedesmal  alle  Wurzeln  vertreten  wären. 
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Beispielsweise  ist  die  symmetrische  Function 
Lsicc  -  ßfiy  -  öf 
eine  Invariante.     Dieselbe  ist  gleich 

^       (      fe  Vi  —  ^2  yiTi^s  Vi  —  ^4  2/3)'  I 

-X    +(a;ii/3  —  ^32/1)^(^22/4  —  ^42/2)'    =^^  -  46c/  +  3c^  =  J4.2. 
I  +  fe  Vi  —  ^3  2/2)'(^i  2/4  —  ^42/1)' J 

Hieraus  folgt  noch,  dass  die  quadratische  Invariante  ein  Theil 
des  Coefficienten  von  dem  dritten  Gliede  der  Gleichung  der  quadrirten 
Differenzen  ist. 

Ebenso  liefert  die  symmetrische  Function 

^(«  -  ßfir  -  m^  -  tf 

eine  Invariante  für  die  Polynome  sechsten  Grades,  die  Function 

^  Eia  -  ßfir  -  iSfia  -  dfiß  -  rf 

das  Quadrat  der  Invariante  Ji^2- 

um  die  letzte  Behauptung  zu  beweisen,  gehe  man  aus  von 
der  Function 

(a  -  ß)\y  -  Sf 

und  bilde  die  Gleichung  dieser  Wurzeln.     Wir  setzen  also 
y,^  =  («  -  ß)Hv  -  6f  =  [iay  +  ßS)  -  {aS  +  ßyjf  , 
y,'  =  («  -  yfiß  -  Sy  =  [(aß  +  yS)  -  (aö  +  ^7)]' , 
2/3^  =  («  -  öYiß  -  rf  =  [(aß  +  yd)  -  (ay  +  ßd)Y  . 
Um   zu   der  Gleichung  in  y  zu  gelangen,  setze  man  zunächst 

^2  =  («7  +  ß^)  y 
^3  =  («d  +  ßy). 

Dies  sind  die  drei  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung: 

a'^z^  —  ^ca^z'-  +  4(4&(?  -  ae)az  —  8(262^  —  %ace  +  ^ad"")  =  0, 

oder 

^3 _  6 1  -2 _f_ i_  {^M—ae)  z  —  ^  (2b'e  -  3ace  +  2ad')  =  0  . 

Um  hiervon  die  Gleichung  der  quadrirten  Wurzeldifferenzen 
zu  bilden,  benutze  man  die  Formel  in  §  19: 

2^6  _  2  (^2  _  3^)^4  _,_  (^2  _  3^)2^2  ^  i  (^^  _  9(7)2 

—  Ua'  —  3B){B'  ~  SAG)  =-  0  . 
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Man  erhält  offenbar 

oder  kurz 

a'y^  -  24J4,2  «"/  +  144 JL  ah/  —  J^^g  =  0  . 
Hieraus  ergeben  sich  die  oben  ausgesprochenen  Sätze.  Da  das 
Absolutghed  der  schematischen  Gleichung  der  quadrirten  Wurzel- 
differenzen die  Discriminante  der  kubischen  Gleichung  ist  und  nach 
der  Natur  der  substituirten  Functionen  auch  gleich  —  D^  sein  muss, 
so  folgt  daraus  noch,  dass  sich  die  Discriminante  der  biquadratischen 
Gleichung  auf  die  Form  der  Discriminante  Dg  bringen  lässt. 
Man  findet  nach  Entwickelung  derselben 

_  D,  =  3(3  J4,3  +  Cj,,2y  —  Ji,2(A2  +  3C^J4,2  +   ^^cJ^^s) 

oder 

D^  =  ^4,2   —  27  «74^3  =  Ji^Q  . 

Die  symmetrische  Function  (a  —  ßj'^  {y  —  dy  ist  also  eine 
Wurzel  der  Gleichung 

ahf  -  24  J4, 2  a^  +  lUJl,  2  ahf  -  JI  2  +  27  JI,  3  =  0 
und  die  symmetrische  Function  (a  —  ßY^y  —  öy(a  —  dy{ß  —  yY 
eine  Wurzel  der  Gleichung  der  Wurzelproducte. 

Von  der.  Discriminante  D3  muss  noch  eine  Beziehung  zu  den 
Varianten  und  Retro Varianten  (§  17)  erwähnt  werden,  da  sie  in 
der  Theorie  der  kubischen  Gleichungen  oft  in  Betracht  kommt. 
Wie  zuerst  Eisenstein  gezeigt  hat,  ist 

aW^  =  {ahl  -  3ahc  +  21^  —  4{¥  —  acf  , 

dW^  =  (d'a  —  Mch  +  2c^y  -  4(c2  —  hdy  . 

Führen  wir  die  früheren  Bezeichnungen  ein,  so  ist  nach  §  17 

und  §  52 

^.,_    3^.6  +  2c3  =  i(^)   =!(§)=    73,3, 

h^  —  ac  =  —  J2,2  =  Fg , 
c^-M=  ¥2,3. 
Demnach  gelten  die  Beziehungen 

a^n^  =  V,'  -  4  F/ ,    d'D,  =  F3%  —  F2,3 . 
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Fügt  man  hierzu  die  Function 

e'h  -  Zedc  +  2fZ3  =  F^  ; 
so  ist  noch 

und 

-  e2(F2,4  J4.2  +  ^^4,3)=  1^4  -  4F;%. 

Die  beiden  letzten  Gleichungen,  welche  für  die  Theorie  der 
biquadratischen  Functionen  von  Wichtigkeit  sind,  lassen  sich  in 
eleganterer  Form  darstellen  durch 

y^  =  4(6^  —  ac  +  aX,)(h^  -  ac  +  öA„)(&2  -  ac  +  aAj 
und 

F|,4  =  4.{ß^  —  ec  +  ek){d^  —  ec  +  el,;){cC^  —  ac  +  eX,,;) , 
wo  k,y  X„y  X,„  die  Wurzeln  der  Determinante  z/  von  Aronhold  sind. 
Dieselbe  ist  bereits  in  §  53  aufgeführt  und  lautet: 
a  b      (c+2A) 

h         (c  —  A)        d       1  =  0, 
(c  +  2X)     d  e 


oder 


—  4A^  +  J4,2A-    J4,3  =  0. 

Die  erste  der  obigen  Gleichungen  ist  von  Her  mite*)  ge- 
funden worden.  Cayley  hat  gezeigt,  dass  die  Discriminante  B^ 
sich  auf  die  Discriminante  von  z/  zurückführen  lässt,  indem 

D,  =  16(A,  -  A„f  (A„  -  l,„f{X,„  -  A,)^=  4,  -  27  J|,3 
ist. 

§  55.    Von  den  Co  Varianten  der  binären  Polynome**). 

Die  Covarianten  der  binären  Polynome  unterscheiden  sich  von 
den  Invarianten  dadurch,  dass  in  iden  letzteren  nur  die  Coeffi- 
cienten  der  Glieder  des  Polynoms,  in  dem  ersteren  ausserdem  auch 
noch  die  Variabein  x  und  y  vorkommen.  Da  die  Resolventen  der 
Gleichungen  zuweilen  in  den  Formen  der  Covarianten  auftreten, 
so  ist  ihre  Kenntniss  von  nicht  geringerer  Wichtigkeit  als  die  der 
Invarianten. 

Gegeben  sei  die  kubische  Function 


*)  Grelle  Journ.  Bd.  52.  S.  7. 

**)  Terquem,  Sur  les  covaviants.  Nouv.  anu.  XXVIII.  p.  44ß. 
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Transformirt  man  dieselbe  durch  Substitution  von 
so  wird 


wobei  wie  früher  (§  52)  ist 


/^ 


A    ^ii:^(a,h,c,d)(a,,a,)\ 


y\ 


D  =  ia,b,c,d){ß„ß,y, 

Nimmt  man  nun  an 

cp  =  [{ac  —  h^)y   Y  {ad  —  hc) ,  (hd  —  c^)!  fx,  y\  , 

9,  =  [{AC-B^),   I  {AB  -^  BC),  {BB  -  0^)]  (|,  ^^ , 

ersetzt  in  (p  die  Werthe  ^r  und  y  durch  ihre  Werthe  in  |  und  ?^, 
in  (p^  die  Coefficienten  durch  ihre  Werthe  ausgedrückt  in  a,h,  c^  d 
und  «i;  <^2?  A?  A?  so  findet  man 

9^1  =KA  —  «2A)V- 

Man  nennt  in  diesem  Falle  cp  eine  Covariante  von   Z7.    Wenn 
man  gewisse  Derivirte  von   ü  und   ü^  nimmt,  z.  B. 

und  a.nalog 

darauf  die  vorgeschriebenen  Substitutionen  vornimmt,  so  wird  immer 

9>i  =  («1 A  -  «2 A)^  9>  =  {^ßY  9  > 
wo  p  eine  positive  ganze  Zahl  ist.    In  diesem  Falle  ist  also  cp  eine 
Covariante  von  ü  und  nur  wenn  die  Variabein  in  cp  verschwinden, 
ist  cp  eine  Invariante. 

Ist  ein  binäres  Polynom  ü  transformirt  in  ü^  durch  die  linearen 
Substitutionen 


l 
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x  =  a,X+ß,Y,    y  =  a,X  +  ß,Y, 
SO  ist 

(aß)X  =  ß,x-ß,y,     (aß)Y=-(a,x-a,y). 

Differenzirt  man  diese  Gleichungen  partiell  nach  x  und  y^  also 

SO  erhält  man  wegen 

d_U_dU,     ^    ,    ^    ^ 

IE  —  ^Jli    ?Z  _l  ^    ^ 
a?/  "  ax*  ai/  T  ar  '  ai/ 

die  Relationen 

Demnach    sind    mit  Ausnahme    des    constanten  Factors   (ccß) 
ö—  und  —  ^-   auf  dieselbe   Art  transformirt,   wie  x  und  y.   wenn 

man  die  linearen  Substitutionen  damit  vergleicht.  Hat  man  also 
die  beiden  Polynome  n*^°  Grades 

U^f{x,y),     l\  =  f{X,Y), 
so  hat  man  ebenfalls 

(«^)V(|f,-|^)=^(|§.|§), 

und  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  eine  Covariante  von  ü. 
Dabei  hat  man  zu  beachten,  dass  in  der  Entwickelung  der  Term 
X'-  yn-r  j^gj  ^jgj,  Düfcrenzirung  den  Werth 

a"c7 


\    V  (^a-: 


:ndyr-' 

liefert.    Es  soll  die  Theorie  durch  einige  Beispiele  erläutert  werden. 
1.  Beispiel.    Gegeben  sei 

U=ax-\-'by  =  {a,  h)  {x,  y) . 
Die  Transformirte  ist 

.     U,  =  (ac,  +  6«,) X  +  («ft  +  iß,)  Y. 
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Wendet  man  hierauf  die  derivirte  Function 


du       du 

öy           öx 

an,  so  ist 

Nun  ist 

^  dX' 

dU       .        du                dU,        -p 
dy===^^       a^=^^      dY=^^ 

du, 
dx  —^ 

A. 

Hierdurch  verschwinden  die  Ausdrücke  identisch.  Das  binäre 
Binom  hat  weder  eine  Invariante  noch  eine  Covariante. 

2.  Beispiel.    Gegeben  sei 

Z7=  ax^  +  2'bxy  -(-  cy"^  =  {a,  h,  6)  (x,  yy. 
Transformirt  man  das  Trinom  in 

U=ÄX'  +  2BXY+  CY^  ==  {A,  B,  C)lxYf, 
so  findet  man  mit  Anwendung  der  derivirten  Function 

^d^u     ^^  d'u      ^d'u 

dy^  dydx  ~^    d  x'^ 

/     A2/    d^U       ^-.d^U     ,      d^U\         .d'U,       ^T)  d'U,      .    ^d'U, 
(•«/3j    [<^-^.  '^^ö^^  +  ^J^^)-^TY^-^^ÖYdX+^d^^- 

Nun  ist 

d^U  __  IIIL   -2h       ?^  -2a' 

/)2  TT  ^2  TT  f)2  TT 

ar^— ^^?     ^Ydx~^-^'    dx^~^-^' 

Daraus  ergibt  sich 

(aßy(ac  —  h')  =  AC—B\ 

Da  die  Variabein  verschwinden,  so  erhalten  wir  eine  Invariante 
und  zwar  J2,2'  Verschwinden  bei  diesen  Operationen  die  Variabein 
nicht,  wie  das  bei  Polynomen  höherer  Ordnung  der  Fall  ist,  so 
gehen  daraus  Co  Varianten  hervor. 

3.  Beispiel.    Gegeben  sei 

ü=(a,h,c,d){x,yy. 
Man  wende  die  Derivirtenfunctionen 


d'U        ^^   d'U     .        g^?7 
dy^  dydx  ~^      dx^ 


und 
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nach  einander  an.    Die  Variabein  verschwinden  nicht  und  man  er- 
hält zwei  Covarianten,  nämlich,  nachdem  man  durch  6  dividirt  hat, 

2{ac  —  h^)x  +  (ad  -  lc)y  =  C^,  i 
und 

(ad  —  hc)x  +  2(hd  —  (^)ij  =  O;,  1 . 

Wenn  man  auf  einPolynom  von  ungeradem  Grade  eineDerivirten- 
function  anwendet,  die  von  der  Function  selbst  abgeleitet,  also  vom 
selbigen  Grade  ist,  so  verschwindet  die  Invariante  oder  Covariante 
identisch.  Die  Polynome  von  geradem  Ordnungsexponenten  geben 
dabei  stets  eine  quadratische  Invariante.  Dass  die  kubische  Function 
noch  zwei  Covarianten  mehr  hat,  wird  weiter  unten  gezeigt  werden. 

4.  Beispiel.    Es  sei  das  Polynom  biquadratisch: 

/^ 

r=  (a,'b,c,d,e)(x,y)\ 

Man  wende  die  Derivirtenfunction 

a  ^-T  —  46  ^^r^ hoc  7.  „o  2  —  4a  ^ — ^-3  4-  e  -^-^ 

cy^  cy^dx    '  cy^cx^  cy  cx^    '      ox*" 

an,  da  die  nächstniedrigere  nichts  liefert.    Man  findet  eine  Invariante, 
nämlich  die  quadratische 

Ja,  2  =  cie  ~  Ahd  -\-  3c-. 
Wenn  man  die  quadratischen  Invarianten  durch  die  partiellen 
DifFerenzialquotienten  ausdrückt,  durch  welche  sie  aus  dem  Poly- 
nome abo^eleitet  werden ,  so  erhält  man  neue  Derivirtenfunctionen, 
welche  zur  Auffindungc  neuer  Covarianten  derselben  oder  höherer 
Ordnungen  verwendet  werden  können.    So  ist  z.  B. 

dx^     dy^         \Gxcyj  ' 

Die  erste  dieser  beiden  ist  die  sogenannte  Hesse'sche  Function. 
Es  mag  hinzugefügt  werden,  dass  das  Polynom  seine  eigene  Co- 
variante ist. 

§  56.    Von  der  Bildung  der  Covarianten  aus  den  Invarianten. 

Covarianten  lassen  sich  aus  den  Invarianten  durch  partielle 
Differenzirung  ableiten,  wie  an  einigen  Beispielen  gezeigt  werden  soll. 

Mattbiesseri,  Grundzüge  d.  ant.  u.  mod.  Algebra.  10 
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Gegeben  sei 

e/2, 2  =  ac  —  h^ . 
Man  findet 

dJ  dJ  iyn  dJ 

de  'CO  ^     da 

Die  partiellen  Differenziale  der  quadratischen  Invariante  geben 
immer  wieder  die  ursprüngliche  Function,  und  zwar  in  dem  vor- 
liegenden Falle 

TT—  (li.    ^    K^JL     ?Z0         V 

Man  bilde  demgemäss  die  partiellen  DijßPerenziale  von 

J^,2  =  ae  —  4thd-\-^c^. 
Man  erhält  wieder 

Macht  man  dieselbe  Operation  mit 

J^^  ^==  Q)c  ^~  ady  —  4(ac  —  6'-^)  (hd  ~  c^) , 
so    erhält   man    eine    neue    Covariante    der  kubischen  Functionen, 
nämlich 
^'  1  /dJ  1  dJ        1  dJ  dJ\}        y 

=  (2h^  -  Sähe  +  a'd)x^  +  3(h^c  +  ahd  —  2ac')x'y 
—  3(hc^  +  acd  —  2h^d)xy'-  -  {2c^  —  3bcd  +  ad^) . 
Dieselbe  ist  von  Clebsch  mit  Q  bezeichnet  worden. 
Auf  gleiche  Weise  lässt  sich  aus  der  Invariante 
J4  3  ==  ace  -{-  21)cd  —  aä^  —  ef^  —  c^ 
eine    neue    Covariante    für    die    biquadratischen    Formen    ableiten, 
nämlich 

^'^'^"~Ue'    ~~  4.dd'     &  de'  4.db'    da)\^'y) 

==  (^ac  —  h^)x'^  +  2{ad  —  lc)xhj  +  {ae  +  21)d  —  3c-)^'r 

+  2(5e  -  cd)xy^  +  {ce  -  fF)/ . 
Diese  Covariante  bezeichnete  Clebsch  mit  \^  H. 

Die  biquadratischen  Formen  haben  ausserdem  noch  eine  Co- 
variante vom  sechsten  Grade,  welche  von  Clebsch  mit  T  be- 
zeichnet worden  ist  und  deren  Ableitung  im  folgenden  Paragraphen 
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geschelien  soll.  Clebsch  liat  nun  den  Beweis  geführt^  dass  ausser 
TJj  H  und  T  keine  Covarianten  der  biquadratischen  Formen  weiter 
existiren.  Nach  der  vorstehenden  Methode  müsste  allerdings  noch 
eine  zweite  biquadratische  Covariante  existiren,  nämlich 

^^''^~3\   de    '         4:     cd    '    G     de    '  4.  ^cb    '      daJv'^^J' 

Es   lässt   sich   aber   zeigen,   dass   dieselbe  in  zwei  andere  der 
bekannten  zerfällt.    Es  ist  nämlich  (§  21) 

iL  c  Ji,  6 


de 

^^^4,  6 


3a  J4, 2  +  54  (1)^  —  a  c)J4.,  3 , 


i 


A__^  =  3hJ,:2-21{ad-hc)J4,3, 

1    ^«^4. 


6     de 


=  3^/4,2+  9(3c'  —  2hd  —  ae)J^,3, 


p,  7" 

_1_^  =  3dJ,%—  21{he  -  cd)J^,3, 

Cd 

Die  Covariante  ist,  wie  man  leicht  sieht,  gleich 

JI,  2  TJ  —  54  J4, 3  C4, 4 . 

Sie  liefert  also  keine  neue  Form.    Entwickelt  man  die  Aus- 
drücke, so  erhält  man 

^^  =  3[ö^e2  —  12a^cH  -  Sa^hde  +  ISa^ccP  —  2a¥d^  +  21ad' 
ce  ^  '       ' 

-  eOahc'd  +  ma'b'ce  -  ISh^c'  +  36h'cd-lSh'e]. 

-^  erhält  man  dadurch,  dass  man  a  mit  e,  &  mit  d  vertauscht. 
Diese  Coefficienten  haben  keinen  gemeinschaftlichen  Factor,  denn 
man  findet 

e  —^ a—^ — 


e62  _  cVa 
Ebenso  findet  man 

b  —^ d 


dh  dd      _1Q8J4,3. 


e&2  _  cPa 

10= 
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In  ihrer  Form   entspriclit   die  gemischte  Covariante  ganz  der 
(73,3  und  für  diese  ist 


Öd  da 


dh 


d£ 

de 


d¥ 


C'a 


=  4 


=  12. 


§  57.   Von  der  Bildung  der  Invarianten  und  Co  Varianten  durch  den 
Ueberschiebungsprocess  *). 

Die  einfachste  Art  aus  zwei  zusammengehörigen  Formen  ZJund  C 
alle  Invarianten  und  Covarianten  von  U  zu  bilden,  besteht  darin, 
dass  man  alle  Ausdrücke  bildet,  welche  in  der  Differenzialgleichung 


n  = 


C)  C) " 


'd^'U 
dx'' 


dy 

dy 


0  _  fn\_d^U d^C ^ 

\'^)dx'-^dy'  dxdy'-^  "^  ' 


enthalten  sind.  Der  Ausdruck  ist  der  Cayley'schen  Form  der 
binären  Polynome  in  Bezug  auf  die  numerischen  Coefficienten  nach- 
zubilden. Man  nennt  diese  Bildungsart  der  Covarianten  die  üeber- 
schiebung  der  Function   ü  und  C,  und  der  Ausdruck  77  hat  die 


Invarianteneigenschaft.    Für  r  =  1  ist 


n      '  {^^- 

dC      dC   du\ 

mn\d  X    dy        dx     d  yj 

ieser  Ausdruck  lässt  sich  auch  schreiben 

du      dC 

n  =  i 

mn 

dx  '    dx 
du     dc 

dy'     dy 

und  wird  die  Functionaldeterminante  genannt, 
resultirt  aus  der  allgemeinen  Form 


Ist  r  =  2, 


so 


77  = 


'd'U 


2. 


d^U 


d^c    ,  dui  dy\ 


m{m—l)n{n  —  l)\dx'^     dy^         "  dxdy    dxdy    '     dy'' 

Ist  in  einem  speciellen  Falle  C  ==  TJ,  so  geht  hieraus  die  so- 
genannte Hesse' sehe  Form  hervor,  nämlich 


*)  Cayley,  Fourth  memoir  upon  quantics. 

Jordan,  Grelle  Journ.    Bd.  69,  und  Math.  Ann.  von  Clebsch  Bd.  2. 
Clebsch,  Theorie  der  binären  algebraischen  Formen.    §  30—51. 


71'^  {n  —  1)- 
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/ '"     cir        [cxcy)    \  ' 
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Der  eingeklammerte  Ausdruck  ist  die  Determinante  der  zweiten 
DiÖerenzialquotienten 


c^U 


d^U 


ox^  '      cxöy 


dxdy'    dy^ 

Ist  der  Ordnimgsexponent  ungerade,  so  verschwindet  77  für 
C^U  identisch;  ist  der  Ordnungsexponent  gerade,  so  nimmt  77 
die  analoge  Form  von  J2m,2  an.  Die  Zahl  r  kann  von  0  bis  zur 
kleineren  Zahl  von  m  und  n  variireu.  Ist  m  =  n,  so  erhält  mau 
eine  Invariante. 

Indem  man  von  den  Functionen  U  und  C  ausgeht,  kann  man 
die  Formen  über  sich  selbst  und  übereinander  schieben.  Man  er- 
hält auf  diese  Weise  eine  Reihe  von  Invarianten  und  Covarianten, 
aus  welchen  man  mittels  Vereinigung  mit  den  ursprünglichen  Func- 
tionen durch  Ueberschiebung  schliesslich  alle  Invarianten  und  Co- 
varianten  einer  Function  erhält. 

Für  den  Zusammenhang  des  Ueberschiebungsprocesses  hat 
Gordan  eine  Reihe  von  Sätzen  aufgestellt,  unter  denen  wir  nur 
den  folgenden  anführen. 

Theorem.  Jede  Covariante  oder  Invariante  einer  Form  ü n^^"" 
Ordnung,  welche  in  Bezug  auf  die  Coefficienten  von  U  vom  m*^" 
Grade  ist,  entsteht  durch  Ueberscliiebungen  von  L  mit  Covarianten  C, 
welche  in  Bezug  auf  jene  Coefficienten  nur  vom  m  —  1*^°  Grade  sind. 
Die  allgemeine  Formel  für  77  wird  besonders  einfach,  wenn  /'  =  m  =  n 
ist.  Man  erhält  alsdann 
77  = 


Kt-<«-'KO\^.+("->K")' 


n— 2a^,2 


dy^'-^'dx 


^:nl 


Ist 

nun 

0  = 

Ax^'  +  B:^ 

so  ist 

dy"" 

==  n\  T 

d"G 
'      cy'^-^dx 

Folglich  wird 

.  +  Sxy'^-'  +  Tr 


=  {n-r)\S, 


d"G 


ex' 


=  n\A. 
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n=aT~-bS  +  cE ±tÄ, 


und 


Ä^+Jä,    B^  +  'Jl,  -     ^- 


-^   a*  '  '     as  '  -^  ~~  da 

Da  in  77  die  Variabein  fehlen,  so  ist  es  eine  Invariante.  Wir 
gelangen  auf  diese  Weise  zu  der  Formel,  welche  im  vorigen  Para- 
graphen zur  Bildung  der  Covarianten  angewendet  wurde.  Wenn 
demnach  C  und  JJ  vom  selben  Grade  sind,  so  ist  eine  Invariante 
J=aT-  hS  +  cB ±tÄ. 

Wendet  man  nun  die  Hesse'sche  Form 

dx'^     diß         \dxdyj 
auf  die  quadratische  Function 

an,  so  kommt  man  auf  die  Invariante 

J2,2  =  ac  ~  h^ . 
Wendet  man  sie  auf  die  kubische  Function 

U==  {a,h,c,d){x,yy 
an,  so  erhält  man  ihre  quadratische  Covariante 

0-3,2  =  {ccc  —  h^)x'^  +  (ad  —  hc)xy  +  (hd  —  c^^)y' . 

Dieselbe  ist  von  C 1  e  b  s  c  h  mit  —  z/  bezeichnet  worden.   C 1  e  b  s  c  h 

hat  bewiesen,   dass   es   ausser  z/  und  Q  keine  symmetrischen  Co- 
varianten gibt  und  Gordan  zuerst  den  Beweis  geführt,  dass  jede 
Form  eine  endliche  Anzahl  von  Invarianten  und  Covarianten  besitzt. 
Wenn    man    die    Hesse'sche    Form    auf   die    biquadratischen 

Functionen  anwendet,  so  findet  man  die  Covariante  6/4,4  oder— Ä 
Geht  man  aus  von  der  Functionaldeterminante 

dx      d  y        dy     dx^ 

und  wendet  sie  an  auf 

/\ 

ü=(a,h,c,d){x,yf 
und  /s^ 

C3,2  =    {ac  —  h^)  f  "2  (^^  ~  *^^)'  9^^^ —  ^^)     (^'  y)   ' 

so  erhält  man  die  Covariante  Cs^a  oder  Q. 
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Wendet  mau  die  Functionaldeterminante  auf  die  biquadrati- 
scheu  Formen  und  die  zugehörigen  biquadratischen  Covarianten  an, 
also  auf 

und 

C,,4  ==  Uac  -  W) ,  i  {ad  -hc),\ (ae  +  2&^7  -  3r) ,  \(le-  cd) , 

{ce  —  d-)    [x,  yj  , 

so  erhält  man  die  bikubische  Co  Variante,  welche  von  Clebsch 
mit  T  bezeichnet  worden  ist.  Es  möge  dabei  bemerkt  werden, 
dass  nach  Cayley*)  zwischen  V,C^,i  und  Ci^q  die  Beziehung 
besteht 

d^,  =  -  4Cl4  +  ^4,2  C4,4  U'  -  J4,3  Ü'  • 

p         Die  Covariante  lautet 
{2W  -  ^alc  +  aH)x^  +  {QWc  +  2a&fZ  -  Dac^  +  a^e)sf'y 

+  5(26"^tZ  —  ?>acd  +  ale)x''y-  +  |  (&'^e  —  rtfr^)a;^2/' 

—  5(2Z^(/^'  —  Uce  +  ade)xY  —  (ßc^'  +  ^^'c?^  —  9er  +  c^d)xy'' 

-  (2fZ^  -  3cde  +  &e-)/  . 

Die  Bedeutung  der  Coefficienten  und  ihre  Beziehungen  zu  den 
'  Wurzeln  von  i[7  werden  in  der  Theorie  der  biquadratischen  Gleichungen 
näher  erörtert  werden.     Wir  wollen  noch  die  Formel 

J=aT-hS  +  cB ±tÄ 

an  einigen  Beispielen  nachweisen.     Die  Bedingung  ist  m  =  n . 

1.  Beispiel 

TJ  =  ax- -\- 2hxy -\- cy- . 

Die  quadratische  Covariante  ist  die  Function  selbst,  also 
I  V  =  Äx'  +  Bxy  +  CY  ==  ax'  +  ^^^y  +  ^V^  • 

Man  erhält  mittels  der  Formel 

J=aC—hB-\-cA  =  2{ac  -  Iß)  =  2/2.2 . 

2.  Beispiel.  ^^ 

U={a,h,c,d){x,yf. 

Die  kubische  Covariante  ist 


*)    Brioschi,     Sur^  une    forniule    de    Cayley.    Crelle's    Journ.  Bd.    53. 
S.  377.  1857. 


/N 
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C,,^,^\{2W -?>ahc  +  a'd),     +  {h''c  +  ahd  —  2ac^) , 

-Q)c'-  +  acd— 21^(1),     —{2c^-Ucd-\-ad:')'\  (x,  yY 
==  Äx'  +  Bxhj  +  Cxif  +  By^ . 
Man  findet 

J=aD-  hC+cB  —  dÄ==~  2J3.4. 
3.  Beispiel. 

/^ 
JJ  =  {a,  h,  c,  d^  e)  {x,  yY  .' 

Die  erste  biquadratische  Covariante  ist   U  selbst  und 

J=aE-hB+  cC-dB  +  eÄ  =  2Ji,2. 
Die  zweite  biquadratische  Covariante  ist  04.4  und  man   erhält 

J  =  3 1/4, 3 . 
Wenn  man  in  77  an  die  Stelle  der  Covariante  U  treten  lässt^ 
so  wird 

J  =  at  —  (^\hs  -\-  (^A  er  —  -  -  -  ^ta  . 

Diese  quadratische  Invariante  verschwindet  in  allen  Fällen^  wo 
der  Ordnungsexponent  ungerade  ist. 

Wenn  man  in  77  an  die  Stelle  von  U  die  Covariante  C  treten 
lässt,  so  erhält  man 

J==ÄT-  -^4  +  y^l [-TÄ. 


CO  G) 


Auch  diese  Invariante  verschwindet  dann^  wenn  der  Ordnungs- 
exponent der  Covariante  ungerade  ist.  In  allen  übrigen  Fällen 
gibt  der  Ausdruck  eine  Invariante  oder  irgend  eine  Potenz  der- 
selben. 

1.  Beispiel.     Gegeben  sei  die  Covariante  (73,2  • 
Man  findet 

J  =  2{ac  -  h')(bd  -  c')  -  ~  (ad  —  hcf  ==  -  ^J,^^  ==  -  ^B^- 

d.  h.  die  quadratische  Invariante  der  Covariante  03,2  ist  gleich  dem 
vierten  Theile  der  negativen  Discriminante. 

2.  Beispiel.     Gegeben  sei  die  Covariante  C^^s  - 
Der  Formel  gemäss  ist  J"  =  0. 

3.  Beispiel.     Gegeben  sei  die  Covariante  64,4. 
Man  erhält 
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J=2{ac-h'y{ce  —  d-)  -  2(ad-hc)(he—cd)  +  ^{ae+2hd-3c'y 

=  ^(ae  -  Ud  +  3cy  =  |  JL  ; 

d.  h.  die  quadratische  Invariante  der  Covariante  04.4  ist  gleich  dem 
zwölften  Theile  des  Quadrates  der  quadratischen  Invariante. 

4.  Beispiel.     Gegeben  sei  die  Covariante  04,6. 

Man  erhält 

in   Worten:   die    quadratische    Invariante    der    Covariante    Ci,Q  ist 
gleich  dem  sechsten  Theile  der  Discriminante. 


Dritter  Abschnitt. 
Directe  Auflösung  particulärer  Gleicliungen. 


I.    Die  reciproken  Gleichungen. 
§  58.    Allgemeine  Bemerkungen. 

In  vielen  Fällen  kommen  Gleichungen  vor^  welche  sich  auf 
andere  mit  einem  kleineren  Ordnungsexponenten  herabbringen  lassen, 
wodurch  die  Auffindung  ihrer  Wurzeln  vereinfacht  wird.  Da  die 
allgemeine  Auflösung  der  algebraischen  Gleichungen  sich  nur  auf 
die  Gleichungen  der  ersten  vier  Grade  erstreckt,  so  kann  man  auch 
nur  diejenigen  Gleichungen  höherer  Grade  auflösen,  welche  sich 
durch  irgendwelche  Transformationen  auf  Gleichungen  reduciren 
lassen,  welche  den  vierten  Grad  nicht  übersteigen. 

Einer  der  einfachsten  Fälle  ist  derjenige,  in  welchem  sämmt- 
liche  Exponenten  der  Unbekannten  ein  Vielfaches  ein  und  derselben 
ganzen  Zahl  sind;  also 

■x"'""  +  ax^^'^-^^  +  &^"*(«-2^  + \-  t  =  0. 

Man  .kann  setzen  o;™  =y,  wodurch  die  Gleichung  von  dem  mn^^^ 
auf  den  n^^^  Grad  reducirt  wird. 

Einige  andere  bemerkenswerthe  Fälle  sind  folgende: 

1)  die  reciproken  Gleichungen,  deren  Eigenschaften  bereits  in 
§  18  einer  Betrachtung  unterzogen  sind; 

2)  die  zweigliedrigen  oder  binomischen  Gleichungen; 

3)  die  irreductibeln  Gleichungen; 

4)  die  Gleichungen  mit  mehreren  gleichen  Wurzeln ; 

5)  die  Gleichungen  mit  rationalen  oder  commensurabeln  Wurzeln; 

6)  die  Gleichungen,  deren  Wurzeln  gewisse  gegebene  Beziehungen 
zu  einander  haben  oder  deren  Coefficienten  so  beschaffen  sind, 
dass  sie  sich  in  Polynome  niedrigerer  Ordnung  zerlegen  lassen. 

Wir  wollen  diese  Fälle  einer  speciellen  Betrachtung  unterziehen. 
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§  59.    Die  Auflösung  der  reciproken  Gleichungen. 
Diese  Gleichungen   sind   solche,   deren  Transformirte  mit  den 

gegebenen  identisch  bleiben,  wenn  an  die  Stelle  von  x  gesetzt 

wird;  also 

^_2  —  —  1  - 

^«  _|_  a^«-i  +  Ix""-^  + \-  hu^       x~  +  «h2       x-\-n^  =0. 

Sie  lassen  sich  alsdann  leicht  auf  die  Normalform 

x^  +  ax;'-^  +  hxp-''-  H h  Ixf  +  aa;,  +  1  =  0 

bringen,  indem  man  substituirt  x  =  xi^ x,. 

Ist  n  ungerade,  so  ist  x  =  —  \^  sofort  eine  Wurzel  der 
Gleichung.    Dividirt   man    die    Gleichung    durch   den   binomischen 

Factor  x  +  '^^ ■,  so  erhält  man  eine  reciproke  Gleichung  von  ge- 
radem Grade,  die  man  auf  die  Normalform 

X^ra  _|_  «^2«-l  _|_  lx^m-2  _J f_  ^,^2  _j_  ^^  _j_   X   _  0 

bringen  kann. 

Gleichungen  von  der  Form 

x''  +  aux''-^  +  hu-x''--  H 1-  liC'-^x"  +  aii^-^x  +  tt«  =  0 

lassen  sich  ebenfalls  auf  die  Normalform  reduciren,  indem  man 
—  =  X,  setzt.    Die  Transformirte  bleibt  mit  der  gegebenen  identisch, 

wenn  man  x  =  iv^x,  substituirt.  Wir  betrachten  zunächst  die  reci- 
iH'oke  Gleichung  von  gerader  Ordnung,  also 

X'"'  +  ax-'"-'^  +  Ix"^""-^"  -{ 1-  Ix"'  H |-«a;+l=0. 

Die  Eigenschaft  der  Gleichung,  dass  sie  aus  m  trinomischen  Fac- 
toren  von  der  Form 

besteht,   dass   also,   wenn  'x^    eine   Wurzel   derselben   ist,   auch  — 

eine  solche  ist,  macht  es  möglich,  eine  reciproke  Gleichung  von 
der  2  m*^°  Ordnung  in  eine  andere  von  der  m*^^  Ordnung  zu  trans- 
formiren.  Es  lassen  sich  also  die  reciproken  Gleichungen  von  ge- 
rader Ordnung  allgemein  bis  zum  achten  Grade  auflösen. 

Wenn  man  die  Gleichung  vom  2m^^'^  Grade  durch  x"'  dividirt 
und  die  von  den  Enden  gleichweit  abstehenden  Glieder  paarweise 
vereinigt,  so  resultirt 
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(^"'  +  J^')  +  « (^"'"'  +  ?^)  +  ^  {'"'"'"  +  ^)  +  -  +  ^=*^- 

Setzt  man  x -] =  2/?  so   lässt  sich  nach   der  in  §  18  ge- 
gebenen Anleitung  x  eliminiren  mittels  folgender  Relationen: 


x'  +  ^.  =  f-2, 

^'  +  1^  =  2/'  — 32/, 

X'"  +  ^^=y"'—my"'-^  - 

Od 

'1.2       ^ 

1.2.3 

-5) 

Diese  Substitutionen  liefern  eine  Gleichung  in  y  vom  m*^"  Grade. 
Ist  y^  eine  Wurzel  derselben^  so  erhält  man  zwei  Wurzeln  der 
Gleichung  in  x  durch  Auflösung  der  quadratischen  Gleichung 

x^  —  (x^  +  ~rj  ^+l==^^~2/i^+l=ö. 

Die  Wurzeln  derselben  sind 


Ist  die  Gleichung  von  der  allgemeineren  Form 

x^"^  +ax^'^-^-\ \-lx'''+^  -{-Ix^'  +  lux"^-^  -\ |-a4*'"-i  +?f'«  =  0, 

so  setze  man  x  -\ =  2/ ;  woraus  weiter  folgt 


+  Q»  =  2,»-  _  ,mnr-^  +  «-fc-^-^  «V»-* 


Die  allgemeine  Formel  ergibt  sich  aus  der  wiederholten  An- 
wendung der  Gleichung 

Wenn  bei  den  reciproken  Gleichungen  gerader  Ordnung  die  cor- 
respondirenden  Coefficienten  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  so 
muss  nach  §  18  das  mittlere  Glied  fehlen. 

Ist  die  gegebene  Gleichung  dieser  Art 
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SO  reducirt  sie  sich  auf  die  Form 

[fm  _  1)  -1-  aa;(rz;2'«-2  —  1)  +  Ix^ix^^-^  —  1)  H =  0., 

woran  man  sofort  den  Factor  x^  —  1  erkennt.  Durcli  Division  des 
Polynoms  mittels  x^  —  1  erhält  man  eine  reciproke  Gleichung  der 
ersten  Art. 

Wir  betrachten  nun  noch  die  reciproken  Gleichungen  von  un- 
gerader Ordnung  von  der  Form 

^^2m+l  _J_  ^^Im  _^ y  ly.'1+l  4_  l^vi  _j_  .  .  .  _|_  ^,,^  _|_   1   _  Q  ^ 

Dieselbe  hat  den  Factor  x  -\-  1 ,  wenn  die  oberen  Vorzeichen  gelten^ 
sonst  den  Factor  x  —  1.  Im  ersten  Falle  ist  x^  =  —  1^  im  zweiten 
x^  =  -\-  1  eine  Wurzel.  Dividirt  man  das  Polynom  durch  ^^  +  1, 
so  erhält  man  wieder  eine  reciproke  Gleichung  gerader  Ordnung. 
Ist  in  einem  speciellen  Falle 

ic"  +  II  x""-^  +  u^x'^-^  +  •  •  •  +  ^*"~^  X  -\-  tC"  =  0 , 
und  multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  dem  binomischen  Factor 
X  —  Uj  so  resultirt 

Eine  solche  Gleichung  nennt  man  eine  zweigliedrige  oder 
binomische  Gleichung^  welche  also  mit  den  reciproken  Gleichungen 
im  nahen  Zusammenhange  stehen  und  deren  Auflösungsmethoden 
im  folgenden  Paragraphen  abgehandelt  werden  soUen. 

IL    Die  binomischen  Gleichungen. 

§  60.    Die  algebraische  Auflösung  der  binomischen  Gleichungen 
durch  Reduction  auf  reciproke  Gleichungen*). 

Die  allgemeine  Form  dieser  Gleichungen  ist 
a;«  4-  a  =  0 . 

Die  Coefficienten  sämmtlicher  Zwischengheder,  oder  mit  andern 
Worten:  die  Summen  aller  Combinationen  der  Wurzeln  mit  Aus- 
nahme des  Products  derselben  sind  gleich  Null;  d.  h.  symbolisch 
ausgedrückt 


'o^ 


m  =  n  —  1 

^  C(Xj^X2  .  .  .Xn)  =  0, 

7»  =  1        '" 


*)  Hymers,  Theory  etc.  §  22.  72. 
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Setzt  man  ya  ==  a  und  darauf  ax  ==  'Tj  ^  so  erhält  man 

welche  sofort  eine  reciproke  Gleichung  ist.  Dieselbe  kann  unter 
allen  Umständen  algebraisch  allgemein  gelöst  werden,  wenn  n  aus 
Primfactoren  besteht  die  nicht  grösser  als  7  sind.  Ist  nämlich 
n  =  p  .  q  .Tj  so  ist 

r  +  i^Mt  +  i^o. 

Durch  die  Substitution  {y^y  =  0  findet  man  0  aus 

^^4-1  =  0 
und  wenn  ^^^  eine  Wurzel  dieser  Gleichung  ist,  so  ist 

Diese   Gleichung   lässt  sich  in   derselben  Weise  weiter  reduciren, 
indem  man  «/^  =  J  setzt  u.  s.  f.,  bis  man  y  gefunden  hat. 
Hat  eine  dieser  Gleichungen  die  Form 

SO  kann  man  sie  mittelst  Division  durch  ^  +  1  auf  eine  reciproke 
Gleichung  von  gerader  Ordnung  bringen,  deren  halber  Ordnungs- 
exponent höchstens  3  beträgt,  welche  sich  also  noch  allgemein 
algebraisch  lösen  lassen.  Wir  betrachten  die  beiden  Fälle  x'^  —  1  =  0 
und  x^  -\-  1  ==  0  einzeln. 

Theorem.     Alle  Wurzeln  der  Gleichung 
^^  _  1  ==  0 
sind  unmöglich  (complex),  ausgenommen  eine,  wenn  n  ungerade, 
und  zwei,  wenn  n  gerade  ist. 

Wenn  wir  die  Factoren  x  —  1  oder  x"^  —  1 ,  je  nachdem  n 
ungerade  oder  gerade  ist,  ausscheiden,  so  erhalten  wir  die  redu- 
cirten  Gleichungen 

n  —  1  gerade,     x"^—^  +  x^~^  -{-'-'  -\-  x  +1  =  0, 
n  —  2  gerade,     ^«-^  +  x""-^  -\ \-  x^  +  1  =  0 . 

Die  erste  kann  keine  positive  Wurzel  haben,  wie  sich  aus  dem 
Vorzeichen  der  Glieder  von  selbst  ergibt;  aber  auch  keine  negative, 
da  die  Stammgleichung  keine  hat,  weil  dann  n  gerade  ist. 

Die  zweite,  welche  nur  gerade  Exponenten  hat,  kann  weder 
eine    positive   noch   eine  negative   Wurzel  haben.     Deswegen  sind 
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sämmtliclie  Wurzeln  der  beiden  reducirten  Gleichungen  unmöglich, 
also  entweder  imaginär  oder  complex  von  der  Form 


a±ßy-l. 
Da  die  Hauptgleichung  in  der  Form 

a;«  =  1  ^     x  =  yi  , 

geschrieben  und  aufgelöst  werden  kann,  so  werden  die  n  Wurzeln 

dieser   Gleichung   die  n^^"^  Wurzeln    der  Einheit   genannt.    Die   n*® 

Wurzel  der  positiven  Einheit  hat  demnach  einen  reellen  Werth  1 

jund  n  —  1  complexe  Werthe. 

I  Theorem.     Alle  Wurzeln  der  Gleichung 

;  a;«  -f  1  =  0 

sind  unmöglich,  ausgenommen  eine,  wenn  n  ungerade  ist. 

Ist  nämlich  n  gerade,  so  ist  einleuchtend,  dass  weder  ein  po- 
sitiver noch  ein  negativer  Werth  von  x  das  Binom  verschwinden 
lassen.  Ist  7i  ungerade,  so  kann  man  die  Gleichung  durch  den 
Binomialfactor  o;  -j-1  dividiren,  so  dass  eine  Wurzel  x^  den  reellen 
Werth  —  1  hat  und  die  gegebene  Gleichung  reducirt  wird  auf 

n —  1  gerade,     a?"—^  —  x''~^  +  a;"~^  _  . .  .  —  ^^  -f.  1  =  0 . 

Diese  Gleichung  kann  erstlich  keine  negative  Wurzel  haben, 
weil  sie  für  x  eingesetzt  alle  Glieder  positiv  machen  würde ;  zweitens 
kann  sie  keine  positive  Wurzel  haben,  weil  die  Stammgleichung 
auch  keine  dergleichen  hat. 

Fassen  wir  die  drei  reducirten  Gleichungen  zusammen,  so  bilden 
sie  zwei  Formen,  nämlich 

X^m  -4_  ^2m-l  _|_  ^2m-2  4. f-   1  =  0  , 

a^m    ^  ^2m-2  _j_  ^2;«-4  _^ [_   1  =  0  . 

Diese  sind  sämmtlich  von  gerader  Ordnung  und  lassen  sich  in 
I  lauter  reelle  quadratische  Factoren  von  den  Formen  resp. 

x^  —  yx  -\-  Ij     x^  —  ijx'^  -f-  1 
1  zerlegen,  wenn  man  substituirt  resp. 

^  +  ■^  =  2/;       ^'  +  ^=2/. 

Die  Gleichung  in  y  wird  deshalb  lauter  reelle  Wurzeln  haben. 
Ist  nmi  a  eine  complexe  Wurzel  der  Gleichung 

dann  ist  auch  a"^  eine  W^urzel,   wo  m  eine  positive   oder  negative 
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ganze  Zahl  ist.  Denn  es  ist  ««  =  1  ^  folglich  auch  («'^)"*  =  1  oder 
(ccmy  —  1  ==  0 ,  woraus  in  Vergleich  mit  der  gegebenen  hervorgeht 

Gleicherweise,  wenn  a  eine  complexe  Wurzel  von  der  Gleichung 
^'^  -f  1  =  0 
ist,   dann  ist    auch   a^  eine   Wurzel,    vorausgesetzt  m  ungerade. 
Denn  «^  =  —  1  ^  (ß^)™  =  —  1  oder  (a™)«  +1=0. 

Nach  §  19  erhält  man  die  Gleichung  der  quadrirten  Differenzen 
der  Gleichung  rr"  +  1  =  0 ,  indem  man  x  eliminirt,  aus  der  Haupt- 
gleichung und  der  Gleichung  XI 

Für  den  Fall  0  =  0,  also  für  irgend  zwei  gleiche  Wurzeln  der 
Gleichung,  müsste 

a;'^zpi  =  0, 
und 

nx^~'^  =  0 

sein,  was  unmöglich  ist.    Deshalb   sind   alle  Wurzeln  verschieden. 

Theorem.  Sind  n  und  m  relative  Primzahlen,  so  haben  die 
Gleichungen  x"^  —  1=0  und  ^"^  —  1=0  keine  gemeinschaftliche 
Wurzel  ausser  1. 

Angenommen  a  sei  eine  zweite  gemeinschaftliche  Wurzel,  und 
a  und  h  zwei  Grössen,  welche  die  Gleichung 

an  —  hm  =  1 
erfüllen,    dann  wäre  «"  ==  1  ^  a"'  =  \ ,  folghch  auch  «"''  =  1  und 
f^bm  ^_.  1     Dividiren   wir  beide  Gleichungen    durcheinander,   so   er- 
halten wir 

mithin  ist  doch«  nur  gleich  1.  Wir  gelangen  zu  demselben  Resultate, 
wenn  wir  den  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  der  beiden  Binome 
aufsuchen;  er  ist  ^r  —  1. 

Theorem.  Ist  n  eine  Primzahl,  so  sind  die  complexen  Wur- 
zeln von 

ic«  —  1  =  0 
übereinstimmend  mit  den  n  —  1  ersten  Potenzen  irgend  einer  der 
complexen  Wurzeln  «. 

Es    ist   oben  bewiesen  worden,    dass   wenn  «   eine   complexe 


t 
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Wurzel  ist,  auch  «'"  eine  solche  sein  muss.    Deshalb  sind  Wurzeln 
der  Gleichung  die  Werthe 

a^,  er  ^  a^j  ...  a"~i . 
Keine  dieser  Grössen  ist  aber  der  andern  gleich.  Denn  angenommen, 
es  sei  «^  =  «^ ,  wo  p  und  q  <Cn  ist,  so  würde  a^*— ^  =  i  sein, 
also  entweder  p  =  Q,  da  «  von  1  verschieden  ist,  oder  es  müssten, 
weil  a  eine  Wurzel  von  x^~^  —  1=0  sein  soll  und  zugleich  von 
x^  —  1  =  0,  diese  Binome  eine  gemeinschaftliche  W^urzel  haben, 
was  des  vorhergehenden  Theorems  wegen  unmöglich  ist;  es  sind 
nämlich  p  —  q  und  n  relativ  prim.  Deswegen  sind  alle  Wurzeln 
dargestellt  durch  die  Reihe 

1 ,  a  ,  ar  y  a^,   ...  a^~^ , 
und  wenn  die  Reihe  fortgesetzt  wird,  wiederholt  sie  sich   nur  von 
vorne,  indem 


w'    a 


«+1,    ««+-%    «"+3 


=  1  ,  a       ,  «^     ,  «^      ,  .  . .  a"-i . 

Diese  Eigenschaft,  alle  übrigen  Wurzeln  der  Gleichung  durch 
die  aufeinander  folgenden  Potenzen  darzustellen,  kommt  sämmtlichen 
Wurzeln  «,  /3,  /,  .  .  .  (?  nur  dann  zu,  wenn  n  prim  ist.  In  andern 
Fällen  beschränkt  sich  diese  Eigenschaft  auf  die  Wurzeln  o*",  wo 
n  und  m  relativ  prim  sind,  oder  auf  ihre  conjugirte  Wurzel.  Wenn 
also  ß  irgend  eine  der  n  —  1  complexen  Wurzeln  ist,  so  ist  zwar 
jede  Potenz  von  ß  eine  Wurzel;  es  können  aber  nicht  immer  alle 
Wurzeln  der  Gleichung  durch  die  aufeinander  folgenden  Potenzen 
von  ß  dargestellt  werden. 

Um  diese  Behauptung  an  einem  Beispiel  zu  erweisen,  sei 
x^  -\  =  {x^  -  1)  (^r^  +  1)  =  0 . 

Die  Wurzeln  sind 

1^  +l+ii/^'  -|+-[y=^3,  -1,  -i-ii/^, 

=1;  «,  ß,  Vy  ^^ 

+  -1-^1/3^. 
'2  2    '^ 


£ 


Wählen  wir 


ß  =  -^  +  \V^i, 


so  sind  unter  den  sechs   ersten  Potenzen  nur  d,  1  und  ß  enthalten. 

Matthiessen,  Grundzüge  d.  ant.  u.  mod.  Algebra.  11 


162  Dritter  Abschnitt.     Particuläre  Gleichungen.     IT. 

Wenn  wir  nun  aber  a  oder  s  nehmen,  so  können  wir  daraus 
sämmtliche  Wurzeln  reproduciren. 

Wenn  n  eine  zusammengesetzte  Zahl  ist,  so  kann  man  die 
Gleichung  in  Factoren  zerlegen.    Ist  zunächst 

n  =  pq, 
so  ist 

xPi  —  i  =  {xp)'i  —  1  =  {x'iy  —  1  =  0, 

also  sowol  durch  x^  —  1 ,  als  auch  durch  x'i  —  1  theilbar,  wo  p 
und  q  prim  sind. 

Ist  a  eine  Wurzel  der  Gleichung  x^  —  1=0,  ß  eine  von 
xfi  —  1  -=  0,  so  sind  die  Wurzeln  von 

^^—1=0:     1,  «,«%...  a^-i, 
^^-1=0:     1,  /3,  ß\  ...  ^^-S 

also  beide  Reihen  Wurzeln  von  x'^  —  1=0.  Ebenso  sind  Wur- 
zeln die  Variationen  beider  Reihen  zu  je  zweien ;  denn  eine  dieser 
Variationen  ist  a^  ß\    Da  nun 

«'-«  =  1  ^     ß^n  ^  i 

ist,  so  ist  auch  ebensogut 

folglich  «^  ß^  eine  Wurzel  der  Gleichung  x""  —  1=0. 

Keines  dieser  Producte  ist  einem  andern  unter  ihnen  gleich. 
Dann  wäre  a''  ß^  =  a^  ß^  ^  so  wäre  auch  a^~^  =  ß"~\  Nun  ist 
ß^~?  eine  Wurzel  von  x^  —  1=0  und  ß^~^  eine  solche  von 
dfl  —  1=0.  Da  aber  p  und  q  relativ  prim  sind,  so  können  sie 
keine  gemeinschaftliche  Wurzel  haben.  Demzufolge  sind  alle  jene 
p  q  Producte  die  sämmtlichen  Wurzeln  der  Gleichung 

0(f<l  =  x^  =  1. 

Wenn  n  aus  drei  Primfactoren  p^q^r  besteht  und  cc,  ß,  y  ein- 
zelne Wurzeln  der  drei  Gleichungen 

n^  —  1=0,     ^5—1=0,     ^'-  —  1  =  0 

sind,  so  lässt  sich  zeigen,  dass  a^ß^y''  die  allgemeine  Wurzel- 
form von 

^n  —    \=  xP^'  —1=0 

ist.  Dasselbe  Product  liefert  sämmtliche  Wurzeln,  wenn  die  Expo- 
nenten alle  möglichen  Werthe  zwischen  0  und  beziehungsweise 
p  —  1  y  q  —  l,r  —  1  annehmen.     Wenn  also  die  Wurzeln  a,  ß,  y 
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der   drei  Partialgleichungen  bekannt   sind,    so   lassen    sich   daraus 
sämmtliche  Wurzeln  der  Stamm gleiehung  leicht  bestimmen. 

Wenn  n  die  Potenz  einer  Primzahl  ist,  z.  B.  n  =  p- ^  und  die 
Wurzeln  von 

xP  -  1  =  0 
folgende  sind: 

1 ,  a,  ar ,  a^,  ...  a'P~'^ , 
dann  sind  diese  sowol  wie  auch 

1,  f^,  y'?,  >/?,  ...>V=^ 
Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung.    Denn  es  ist 
X-  -  1  ={xPf  —  1=0, 

und  wenn  man  vorläufig  x^'  =  y  setzt,  also  x  =  Yy ,  so  ist  in  der- 
ersten  Reihe  jede  Wurzel  von  y  und  in  der  zweiten  jede  Wurzel 
von  X  enthalten.    Da  alle  Werthe  von  y  aber  auch  Werthe  von  x 

sind,  so  ist  die  allgemeine  Wurzelform  a'".   "j/«*,  wo  r  und  s  zwischen 

den   Grenzen  0   ur^  p —  1    zu    nehmen    sind.    Dies    gibt    also  p- 

Wurzeln,  welche  sämmtlich  von  einander  verschieden  und  also  die 

p-  Wurzelu  der  Gleichung  sind. 

Wenn  n  =  p^  ist,  so  ist  der  allgemeine  Wurzelausdruck 

p  / —    pp  / —  ' 

x^a"" .  ya'  .  ya* , 

wo  a  eine  Wurzel  der  Gleichung  x^  —  1=0  bezeichnet. 

Ist  endlich  n  zusammengesetzt  aus  Primfactoren  und  Potenzen 
derselben,  z.  B.  n=x}^qy,  und  sind  cc,  ß,  y  die  Wurzeln  von 

a:^—  1=0,     ^2—1=0,     af— 1=0, 
so  ist  die  allgemeine  Wurzelform 

Für  sämmtliche  Variationen  dieses  Products,  welche  die  n  Wurzeln 
der  vorgelegten  Gleichung  sein  würden,  ist  jt  und  q  von  0  bis 
p  —  Ij  a  von  0  bis  g  —  1 ,  r  von  0  bis  r  —  1  zu  nehmen.  Hier- 
durch ist  die  Methode  der  Auflösung  der  binomischen  Gleichungen 
genau  festgestellt. 

Wir   o-ehen   zu   den  Methoden   über,   welche  von  Gauss    und 
Lagrange  gegeben  worden  sind,  die  binomische  Gleichung 

rc"  —  1  =  0 

aufzulösen,  wenn  n  eine  Primzahl  ist. 

11* 
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§  61.    Die  Methode  der  Auflösung  binomischer  Gleichungen 
nach  Gauss*). 

Im  Jahre  1801  gab  Gauss  in  seinen  berühmten  Disquisitiones 
arithmeticae  eine  eben  so  originelle  als  scharfsinnige  Methode^  die 
Auflösung  der  binomischen  Gleichung  x""  —  1  =  0^  wenn  n  prim 
ist,  auf  die  Auflösung  so  vieler  Partialgleichungen  zu  reduciren, 
als  die  Zahl  n  ---  1  Primfactoren  enthält  und  deren  Grade  durch 
dieselben  Primzahlen  ausgedrückt  werden. 

So  z.  B.  erfordert  die  Bestimmung  der  Wurzeln  von  x^^  —  1  =  0 
nur  die  Auflösung  zweier  quadratischen  und  einer  kubischen  Gleichung; 
die  Bestimmung  der  Wurzeln  von  x^'^  —  1=0  die  Auflösung  von 
vier  quadratischen  Gleichungen. 

Gegeben  sei  die  Gleichung 

x^  —  1  =  0,     (n  prim). 
Dividirt  man  das  Binom  durch  x  —  1 ,    so    bleibt   die   Gleichung 
vom  n  —  1*^^  Grade  ^ 

rr"-i  +  x""-^  +  x""-^  +  .-  +  ^+1=0, 

welche  lauter  complexe  Wurzeln  enthält.  Diese  Gleichung  drückt 
zugleich  die  Summe  aller  Wurzeln  der  ursprünglichen  Gleichung 
aus.  Ist  nämlich  x-^  eine  der  complexen  Wurzeln,  so  sind  nach  dem 
Früheren  die  übrigen 

^  2*     /y>  3       /),  4  /y.  n — 2       /y.  n — 1       1 

Gauss  fasste  nun  den  glücklichen  Gedanken,  an  die  Stelle  der 
arithmetischen  Progression  der  Exponenten  eine  geometrische  zu 
setzen,  ausgehend  von  dem  Fermat'schen  Theorem  über  die  Prim- 
zahl w,  nämlich 

Euler  hat  bewiesen,  dass  wenn  man  alle  Glieder  der  Reihe 
a ,  a^ ,  a^  y  ...  a^~^  ,woa<Cnisi,  durch  n  dividirt  und  sich  darunter 
Potenzen  von  a  befinden,  welche  ebenfalls  den  Rest  1  geben,  die 
Exponenten  dieser  Potenzen  nothwendig  Factoren  von  n  —  1  sind. 
Um  also  zu  sehen,  ob  unter  den  Potenzen,  kleiner  als  der  n — 1*^" 
von  a,  andere  vorhanden  sind,  welche  auch  den  Rest  1  geben;  mit 


*)  Gauss,  Disquisitiones  arithmeticae.  1801. 

Lacroix,  Complements  des  eleinents  d'algebre.    pg.  311. 

Hymers,  Theory  of  equations.    §  80. 
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anderen  Worten:  ob  alle  Reste  der  Potenzen  von  der  ersten  bis 
zur  (n — 1)*^^  verschieden  sind,  wird  es  genügen  diejenigen  Potenzen 
zu  prüfen,  deren  Exponenten  Factoren  von  n  —  1  sind. 

Sind  alle  Potenzreste  irgend  einer  Zahl  a  verschieden,   so  ist 
nach  Euler's  Bezeichnung  a  eine  primitive  Wurzel  der  Primzahl 
n.    Eine  solche  kann  man  für  jedes  n  leicht  durch  Versuche  finden; 
in   der  Regel  wird   es  genügen,   die  kleinste   primitive   Wurzel   zu 
kennen.    So  ist  z.  B.  2  die  kleinste  primitive  Wurzel  von  1 1 ;  denn 
ist  E  der  Exponent,  R  der  Rest  der  Division  durch  11,  so  ist 
^^  =  0,     1,     2,     3,     4,       5,     6,     7,     8,     9,     10, 
i?  =  l,     2,     4,     8,     5,     10,     9,     7,     3,     6,       1. 
Die  Anzahl  der  primitiven  Wurzeln  der  Primzahl  n  ist 

^(._i)  =  („-i)(i_i-)(i_i-)(i-i)... 

wo  p,  Qy  r  j  ...  die  Primfactoren  von  n  —  1   sind. 

Die  Zahl  11  hat  im  Ganzen  vier  primitive  Wurzeln  2,  6,  7,  8. 
Nach  Gauss  ist  die  Anzahl  gleich  der  Anzahl  derjenigen  Zahlen 
von  1  bis  n —  1,  welche  relativ  prim  zu  w —  1  sind,  vermehrt 
um  1. 

Nehmen  wir  in  einem  concreten  Falle  an,  es  sei  n  =  1\ ,  so 
sind  sämmtliche  complexe  Wurzeln  der  Gleichung  x"^  —  1=0: 


oder  auch 


«,  a^,  a^,  «*, 


,l-\-Zi^n       ^2  +  Zj»       ^3  +  ^»«      ^  ,  ^       ß»  — 1  +  ^10» 


WO  a  irgend  eine  complexe  Wurzel  bedeutet. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Reihen  E  und  R  ist  nun 

1  -{-  z^n  =  a\       6  +  s^n  =  a^ , 
2 -\- s^n  =  a^  y       1 -{- s^n  =  a? y 

4  -f_  ^^^  =  a%       9  +  ^^n  =  a^ , 

5  +  ^5  w  ==  a* ,     10  +  z^qU  =  a^ . 

Man  kann  demnach  statt  jener  Reihe  der  Wurzeln,  deren  In- 
dices  in  einer  arithmetischen  Progression  fortschreiten,  dieselbe  so 
ordnen,  dass  die  Indices  nach  einer  geometrischen  Reihe  fort- 
schreiten,  also  ohne  Rücksicht  auf  die  Reihenfolge  der  Wurzeln, 

««^  ««\ ««% ««'... ««"-'. 

Diese  Methode  hat  einen  doppelten  Vortheil: 


166  Dritter  Abschnitt.     Particuläre  Gleichungen.     II. 

erstlich  können  die  Wurzeln  in  Perioden  getheilt  werden,  welche 
einzeln  fortgesetzt,  die  Wurzeln  der  Periode  in  derselben  Ord- 
nung liefern, 
zweitens   das  Product  irgend   einer  Anzahl   dieser   Periode   wird 
gleich  der  Summe  einer  gewissen  Anzahl  derselben. 
Es  sei  nun  a  eine  primitive  Wurzel  von  n  und  n  —  \=p.q.r... 
Betrachten   wir   zuerst   den   einfachsten   Fall,    wo  w  —  1  nur  zwei 
Primfactoren  p  und  /  besitzt,  also  n» —  1  ==jp/'. 
Dann  kann  man  die  Periode 

d\  aP,  a^p  ...  df-^)P 
für  sich  betrachten,  da  die  fortgesetzte  Reihe 

.afp,  «(Z+Di',  df+^^P,  . . .,  d'f-^)p 
wegen  fp  =  n  —  1  durch  n  dividirt,  dieselben  Reste  ergibt. 

Multiplicirt  man  alle  Glieder  mit  a"*^  und  geht  aus  von  dem 
Exponenten,  welcher  das  grösstmögliche  Vielfache  von  n  enthält, 
so  erhält  man  wieder,  nur  in  anderer  Reihenfolge,  dieselben  Ex- 
ponenten und  Reste.  Diese  Reste  sind  sämmtlich  unter  den  Zahlen 
1,2,3,.../' —  1  enthalten.  Nimmt  man  dagegen  eine  Zahl  aus 
der  Reihe 

f,    f+l,    ^+2,...(«-l), 

z.  B.  /"+  ^7  ^^^  multiplicirt  die  Glieder  der  ersten  Reihe  mit  a*, 
so  erhält  man 

a*  ,     a^+*,      a^P-^^j     . .  .  df-^>p+^, 
welche  neue  Reste  geben,  die  der  ersten  Reihe  fremd  sind. 

Man  erhält  auf  diese  Weise  p  verschiedene  Horizontalreihen, 
nämlich 

a-\        a-\  ««'^,       ...««^^-'^^ 

Wir  nehmen  nun  an,  es  sei  x  irgend  eine  der  complexen 
Wurzeln,  setzen  also  allgemein  x  an  die  Stelle  von  «,  und  nehmen  an 

^' +  ^^1  +  ^^^+1+ . . .  +  a^</-i*+i  =  2/2 , 
u.   s.  f. 

so  sind  2/i?  ^2?  •  •  •  offenbar  die  Wurzeln   einer  Gleichung  vom  so- 
vielten  Grade,  als  es  Horizontalreihen  gibt;  folglich  vom jp*®"  Grade. 
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Wenn  der  zweite  Factor  von  n  —  1,  also  fj  nicht  prim,  sondern 
gleich  q  .  g  ist,  so  ist  w  —  1  =  ^  .  g  .  ^ .  Man  kann  also  die  Reihen 
der  Exponenten  abermals  gruppiren  in  aliquoten  Theilen  und  setzen 

Die  Reihe  der  Exponenten  wird  dieselben  Reste  bei  der 
Division  durch  n  ergeben,  wenn  man  sie  nur  multiplicirt  mit  einem 
Factor  von  der  Form  a"*^.  Wenn  man  dagegen  die  Reihe  multi- 
pliciren  würde  mit  einer  der  Zahlen 

aP,    a^Py    a^p,..  .a^-^^Pj 
so  würde  man  jedesmal  fremde  Restreihen  erhalten  und  also  eben 
so  viele   verschieden^  Werthe  von  z^  nämlich 

^e'j^af"      +af"^        4....  +  ^'"-"«     =g^^ 

u.  s.  w. 
oder  auch 

^1    +  .^+1      +  ^^^p^^     +  •  •  +  ^^-^>^^+^    =^;, 

u.  s.  w. 
Jede  Reihe  enthält  g  Glieder  und  bildet  folglich  Perioden, 
welche  von  den  früheren  verschieden  sind.  Die  Anzahl  der  Reihen 
beträgt  q^  mithin  sind  qg  Terme  vorhanden  oder  f  und  sie  um- 
fassen alle  Exponenten  von  xj.  Daraus  folgt,  dass  für  jeden  Werth 
von  y  die  neue  Unbekannte  z  im  Ganzen  q  Werthe  hat. 

Aber  z  und  y  sind  Functionen  derselben  Grösse  Xj  welche 
sich  eliminiren  lässt.  Deshalb  ist  z  nothwendig  eine  Function 
von  y  und  muss  sich  ausdrücken  lassen  durch  y  in  einer  Gleichung 
vom  (f^  Grade. 

Man  kann  in  derselben  Weise  fortfahren,  wenn  n  —  1  noch 
mehr  Primfactoren  hat.  Ist  g  =  rhj  also  n —  1  =pqrhj  so  hat 
man  zu  setzen 

^«  +  '^P^'-    +  :^'P^'-  +  .  .  .  +  x-''-'^'^''  =  u . 
Man  wird  sich  leicht  davon  überzeugen,  dass  die  Multiplication 
der  Glieder  der  Exponentialreihe 

a^  ,     aJP^''  ,     a^P^^j  . . .  a^^-^^P^'' 
mit  irgend  einem  Gliede  der  Reihe 

a^,    a^p^y    a3i>5^  _ ,  ^(r-i)^ 
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1 


die  Anzahl  rh  oder  g  Potenzen  von  a  liefern  wird,  welche  unter- 
einander verschiedene  Restreihen  geben  und  zusammen  diejenigen 
Reste,  welche  die  Glieder  der  Reihe 

oder  die  Exponenten  der  Glieder  eines  einzigen  Werthes  von  z 
geben.  Die  Grösse  u  hat  also  r  verschiedene  Werthe,  welche 
einem  und  demselben  z  entsprechen;  nämlich 

u.  s.  w. 


U, 


■■u. 


2  > 


U.    S.    W. 

Die  Gleichung  in  u  muss  also  vom  r**^"  Grade  sein  und  die 
Coefficienten  derselben,  welche  Functionen  von  0  sind,  haben  eben 
so  viele  verschiedene  Werthe  als  0,  /,  /',  u.  s.  w.  annehmen,  also 
pq  Werthe. 

Da  n  —  1  gerade  ist,  so  kommt  unter  den  Primfactoren  die 
Zahl  2  vor.     Angenommen  h  sei  dieser  Factor,  so  erhält  man 

X  +  x'^^^'  =  u. 
Da  nun 

n—l 
OjPir   =  a^ 

und 

^»—1  r^  1  (mod  n) 

ist,  so  wird  auch  das  Product 

n — 1  n — 1 

{a~  —  1)  (a"2~  +  1)  =  0  (mod  n) .  . 
Weil  ferner  der  erste  Factor  nicht  theilbar  durch  n  sein  kann, 
da  — — -  zwischen  0  und  n  —  2  liegt  und  a  primitive  Wurzel  von 

n—l 

n  ist,   so  ist  es  jedenfalls   der  zweite  Factor.    Folglich  lässt  a  ^ 
oder  aP^^  durch  n  getheilt  den  Rest  —  1  und  man  kann  setzen 

Dadurch  geht  die  Gleichung 
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über  iu 

X  -\ — ;  =  tij     X-  —  iix  -{-  i  =  0 . 

Hieraus  findet  man  schliesslich  x,  wobei  u  abhängt  von  z  in 
einer  Gleichung  vom  r*®°  Grade,  s  von  y  in  einer  Gleichung  vom 
q^^^  Grade,  y  von  der  Auflösung  einer  bestimmten  Gleichung  vom 
2/^"  Grade. 

Wir    wollen    diese  Theoreme    an    numerischen   Beispielen  er- 
läutern. 

1.  Beispiel. 

Es  ist  n==3,   n  —  t  =  2,  a  =  2.     Folglich    ist  p  =  2  und  die 
Reste  von  a  =  1,2.    Man  setze 

tAj         —  tßj      — _    ^      ^ 

?  /Wl       />->-    —— -   /v^ 

Daraus  ergibt  sich 

x^  -j-  'X.^  =        i  ,     ^1  ^2  ^^^  -*•  5 
also  sind  x^  und  x.,  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

x^-\-x-{-\  =  0, 
und  die  complexen  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung 

2.  Beispiel, 
rr^  —  1  =  0 . 

=  b,  n  —  1  =  2  .2,  p  =  2,  q  =  2  und  a  =  3.    Die  Reste  er- 
geben sich  aus  den  Congruenzen 

'3'=  1,3,  4,2  (modo). 

Man  setze 

x^"^  +  af^     =x  +  x^='y^, 
af^^  +  af^' =  x^ -\- x^  =  y^. 
Hieraus  findet  man 

2/1  +  ^2  =  —  1 '     2/1  ^2  =  -  1  • 
Die  Gleichung  in  y  ist  demnach 

I.    ^^'  +  2,-1=0, 
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und  ihre  Wurzeln 

Vi  und  2/,  =  -i--(--i]/5. 

Da  der  letzte  Primfactor  von  n  —  1  =  2  ist^  so  ist 
IL     ^2  —  2/^+1  =  0. 

Hieraus  ergeben  sich  die  vier  complexen  Wurzeln  nebst  einer 
reellen  Wurzel 

^1=1, 

=  |(-  1  +>/5±l/-10-2W), 

-  T  (-  1  -  "/ö  ±  i/rTo+"2  i7f ) . 


X, 


4 

3.  Beispiel. 

o;'  —  1  =  0 . 
Erste  Auflösung: 

n  =  1,  n  —  1=3-2,  j9  =  3,  q  =  2  und  «%  ==  3 . 

Die  Reste  der  Potenzen  von  a  sind 

ä^  ^1,3,  2,  6,4,  5(mod7). 
i;«=o 

Man  setze 

^^  -^-  x""^      =  X  -{-  x^  =  yi, 
^.«1  _j_  ^p+^  =  x^  -\-  x^  =  y^, 

^«2   _|_  ^;>+2  _  ^2  _^  ^5  _  ^^  ^ 

Hieraus  findet  man 

2/i  +  2/2  +  2/3  =  —  1  ? 
2/12/2  +  2/12/3  +  2/22/3  ==  2(2/1  +  2/2  +  2/3)  =  —  2, 
2/12/22/3  =  2+2/1+2/2  +  2/3=1- 
Die  Gleichung  in  y  ist  demgemäss 

I.   j/ä  +  j/^-Sy- 1  =  0. 

Dazu  kommt  wegen  des  letzten  Primfactors  2 

IL     x'  —  yx+_l=0. 
Zweite  Auflösung.    Man  setze  n  —  1=2.3,  also  |;  =  2, 
q  =  3  und  a  =  3;  ferner 

^«  +  ^^      +^'^      =:i:   +a;^  +  ^*  =  ?/i, 

^1  _(_  ^^+1  +  ^a'^i'+l    =  x'  _|.  ^6  _|_  ^5  _  2/2  . 
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Daraus  findet  man 

2/1+2/2  =  —    1;       2/l2/2  =  S  +  'S^  =  -^ 

ind  folglich 

I.    f  +  y  +  2  =  0. 
Für  die  Ableitung  der  Gleichung  in  x  ist  jetzt 

Man  setze  demgemäss 


af"^  =  X  =  X, 


0^^  =x-  =  x.2y 

Daraus  berechnet  man 

^1  +  ^'2  +  ^3  =  2/1 1 

X^  X.^  +  a^i  iC3  +  X.^  X.^  =  2/2  =  —   1  —  2/1  ^ 
X\  Xi}  X-x  J-  • 

Setzt  man  allgemein  2/1  ==  2/;  so  ergibt  sich  hieraus 

IL    x^  —  yx'-{y+\)x-l=0. 
4.  Beispiel. 

a;ll—  1  =0. 

Es  ist  ;^  -  1  =  2  .  5,  i;  =  2,  5  =  5.  «  =  2-    ^ie  Reste  sind 


a 


m  1,  2,  4,  8,  5,  10,  9,  7,  3,  6  (mod  11). 


Man  setze 
^^_[_;:c«^     J^jf-P     J^af^''     +.af^^    =x  ^x^'+x^ +x^+x^=y^y 
^1  +  ^^1  +  0;«^^-+-^  +  ^:^''^+^  +  ^'^^+'  =  ^*'+^^+^'"+^'+^-^^^^ 

Man  findet  hieraus  mit  leichter  Mühe 

2/1+2/2  =  -  1.     2/12/2  =  3. 

also 

I.     2/--' +  2/ +  3  =  0. 

Für  die  Ableitung  der  Gleichung  in  x  hat  man  jetzt 

q  =  b,    pq=\0,     g  =^- 

Man  setze  demnach 
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/y.«^        /y.4:     /y« 

/y»öt    ■*  ,  /y*^    .——  —     /y» 


Daraus  ergibt  sich 

W  =  yi,   [^1^2]  ==2/1  +  2/2  =  —  i;    [^1^2 ^3]  =  2/1 +  2/2  =  - 1 

L^i  ^2^a  ^4]  =  2/2  =  1  ^1  ;      [^1  ^'2  ^3  ^4  %]  =  1  • 

Setzt  man  y^  allgemein  gleich  ij^  so  erhält  man  die  Gleichung 

IL    x^  —  yx^  —  x^  +  ^''^  —  (1  +y)x  —  1  =  0, 

deren  Auflösung  von  Vandermonde  1771    und  Lagrange  1808' 
gegeben  ist,   wie   im   folgenden  Paragraphen  gezeigt  werden  wird. 
5.  Beispiel. 

Erste  Auflösung: 

Es  sei  n  =  13,  n  —  1  =  3.2.2;  also  i?  ==  3,  q==2,  r  ==  2. 
Die  kleinste  primitive  Wurzel  von  13  ist  a  =  2  und  die  Restreihe 

'"2''=1,2,4,  8,3,  6,  12,  11,9,5,  10,7  (mod  13). 

Zunächst  ist  nach   der  von   uns  angenommenen  Bezeichnung 

Man  setze , 


^«-|_«a^^     +^2^     +^«^^      ==x  +::c«  +  ^i^  +  ^^  =2/1; 
^^i_j_^^+^_|_^-2^+i  +^-^^+1  =x'  +  x'-{-  x^^  +  ;ri«  =  1/2, 

Hieraus  ergibt  sich 

2/1-1-2/2+2/3    =   -  1 ; 

2/12/2  +  2/12/3  +  2/22/3  =  4(2/1  +  2/2  +  2/3)  =  —  4, 

'2/12/22/3  =  1- 

Die  Gleichung  in  «/  ist  demnach 

I.     r +  2/' -42/ -1  =  0. 
Ferner  ist  für  die  Ableitung  der  Gleichung  in  z 

q  =  2,    pq  =  Q,    9  =  2. 
Man  setze  demgemäss 


oder 


oder 
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^1  +  ^^1      =  x"  +  x'^  =  z; , 


Xa^'^  _j_  ^('^+l)i'+2   =  x'  -\-x'=  B.:'  . 

Aus    der    ersten    Gruppe,    welche    für    die    Bestimmung    der 
Gleichung  in  z  ausreicht,  ergibt  sich 

^1  +  %  ==  2/i  ;     ^1  ^2  =  2/3  =  2/i'  +  2/i  —  3  • 
Setzt  man  y^  allgemein  gleich  y,  so  wird  die  Gleichung  in  z 

n.    z'-yz  +  {y'  +  y-?>)  =  0. 
Hierzu  kommt  noch 

III.    x^  —  zx-\-l  =  0. 
Zweite  Auflösung:  Man  kehre  die  Reihenfolge  der  Factoren 
von  n  —  1  um,  so  dass  die  kleineren  den  grösseren  vorangehen;  also 
n—  1  =  2.2.3,    p  =  2^    f==^,    a  =  2. 
Man  setze 

x^^'  +  x^''    H \-x^'''     =x  +x^  +  x^  +  x^^  +  x'  +  x''' =  y 

:^^  _f.  ^H-i_j yaf''"^^  =x^'\-x^-\-x'  +  x''  -\-x'  +  x'  =  y. 

Man  findet  leicht 

2/i  +  2/2  =  -  1  ;     2/i  2/2  =  -  ^  ^ 
also 

I-     2/'  + 2/ -3  =  0. 
Für  die  Ableitung  der  Gleichung  in  z  ist  jetzt 

q  =  2,    pq  =  4:,     ^7  =  3. 
Man  setze 

^«  +  X^P^         +  ^2;.,  _  ^    +  ^3    ^  ^9    _  ,^^ 

afp  +  xf^^^'r^^P  +  ^(^^i)-P  =  ^^  +  a;i2  +  x^'  =  ^, . 
Daraus  findet  man 

%  +  ^2  =  2/l  7       ^1  ^2  =  2  —  2/l  7 

also 

I  n.   ^2-2/^-(2/  — 2)  =  o. 


1? 
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Für  die  Herleitung  der  Gleichung  in  x  ist 

(/  =  3  ;    pqg  =  i2  . 
Man  setze 

/y    .  /y  /y''    /y  /y"    /y 

Daraus  findet  man 

X-^  "];-  X^  -\-  X^  =  ^^  , 

^1  ^2  'ir  ^l  ^3  ~r  ^2  ^3  ^^  ^2  ^^  y  ^1  7 

X^  X.2  X^  ==   1   . 

Die  Gleichung  in  x  ist  demgemäss 

IIL     x^ —  zx" +  {y  —  s)x—\=0. 
6.  Beispiel. 

x"'  -  1  =  0., 
Es  ist  w  =  17 ,  w  —  1  =  2  .  2 . 2 .  2  und  a  ==  3. 
Die  Restreihe  ist 

3^  =  \,  3,  9,  10,  13,  5,  15,  11,  16,  14,  8,  7,  4,  12,  2,  6  (mod  17) 

Zunächst  ist  jp  =  2  ,     f  =  S  . 
Man  setze 

X  -{-  x^  -\-  x^^  -\-  x^^  ^-  x^^  -\-  x^  -\-  x^   -^  x^  =  y^  j 

X^  +  X^'  +  X^     +  X''  +  X'''  +  X'  +  X^^  +  ^6  =  2/2- 

Daraus  ergibt  sich 

2/i  +  2/2  =  —  1  ? 

Vi  2/2  =       ^*  +  ^^^  +  :r^^  +  ;r  +  ^^  +  i)^^^  +  rr^  +  x^ 

+  X^  +  X^    +X^    +X'  +  X    +  r^^*  +  ^12  _[_  ^11 

+ 

+  X^  +  X'     -i-x^''  +  X^  +  X^  +  X^     -|-^14_j_^10 

==  ^1  +  2/2  +  2/1  +  2/1  +  2/1  +  2/2  +  2/2  +  2/2   =  —  4  . 
Demgemäss  ist  die  Gleichung  in  y 

I.    j,2  +  y_4  =  o. 
Für  die  Ableitung  der  Gleichung  in  0  ist  * 

g  =  2,    i?g  =  4,     ^  =  4. 
Man  setze 

ii;  +  x^^  +  x^^  -\-  x^  =  z^  , 

X^  _|_  ^15  _[_  /j^8     _|_  ^2  ^_  ^^  ^ 

oder  auch 
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x^  +  ay^  +  x'^  +  x'-'  ==  z^  , 
Daraus  findet  man 

^1  +  2-2  =  2/i ;    ^i'  +  ^2'  =  2/2 ; 

^1  ^2  =  2/1   +  2/2  =   -    1   ,        ^1'  ^2'  =  2/2  +  2/1   =  ~    1   . 

Demgemäss  ist  die  Hülfsgleichnng  in  z 
IL     s^  —  yz  —  1=0. 
Für  die  Herleitung  der  nächstfolgenden  Unbekannten  u  ist 

Man  setze 

X     J^  x^^  =  x  +  —  =  u^,       ir^^  +  rr*  =  a;*  +  ^  =  Wg ; 

^3     +^^^  =  ^^  +  ^l  =  <,  ^^     +^l^  =  ^5_^i__^^^,. 

^10  +  ^7     =^7^J__,,^..^        ^U  +  ^6     =^6+J__^^,.. 

Hieraus  berechnet  sich 

i<i  1/2  =  ^\  ;      ^'/  ^^2'  =  -^2 ;       «*/'  '^^2"  =  ^'2  ;      ^^/"  ^«2"'  =  h  • 

Daraus  folgt 

u^  —  z^  ti  +  5"/  =  0 , 
und  wegen 

^;  =  ^3  _,_  ,,5  +  ^14  +  ^12  _  i  (^^2  +  ^^  _  ^^  _  4)  ^ 

HL    w^  -  ^^*  + 1  (^2  +  ^  —  4  -  1/)  =  0  . 

Da  von  n  —  1  jetzt  nur  noch  der  Factor  h  =  2  restirt,  so  ist 

IV.     x^  —  ux+  1=0, 
Die   Auflösung    der  binomischen    Gleichung  x^'^  —  1=0   ist 
demnach   reducirt   auf  die   Auflösung  folgender  vier  quadratischen 
Gleichungen 

I.    2,^  +  2,-4  =  0, 
11.    z^-ye— 1=0, 

i  in.     u'  -  m  +~  (g'  +  z  -  4  -  y)  =  0 , 

IV.    x'-ux+l=0. 
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7.  Beispiel. 

^li^  _  1  ==  0  . 

Erste  Auflösung:  Hier  ist  n  —  1  =  3.3.2,  also  p  =  ^ , 
q==^  ^  g  z=2.  Die  Auflösung  dieser  Gleichung  lässt  sich  dem- 
nach reduciren  auf  die  zweier  kubischen  und  einer  quadratischen. 
Die  kleinste  primitive  Wurzel  von  19  ist  a  =  2  und  die  Potenzreste: 

'5'L  1,  2,  4,  8,  16,  13,  1,  14,  9,  18,  17,  15,  11, 3, 6, 12, 5, 10  (mod  19). 

Zunächst  ist  j9  =  3,  /"=  6. 
Man  setze 

X  -\-  x^  -\-  x'^  -\-  x^^  -\-  x^^  +  x^^  =  y^ , 

^2  _[_  ^16  _j_  ^14  _|_  ^17  _p  ^3     _[_  ^5     _  ^^  ^ 
^4  _(_  ^.13  _^  ^9     _|_^15_|_^6     _^^10_^^^ 

Bildet  man  die  Summe  der  Combinationen  von  ^1,2/272/3  zu 
allen  Klassen,  so  erhält  man 

2/1  +  2/2  +  2/3  =  —  1  . 
2/12/2  +  2/12/3+2/22/3=       6> 
2/1 2/2  2/3  =  —  '^  • 
Die  Gleichung  in  2/  ist  demnach 

I    2/'  +  y'  +  62/-7  =  0. 

Für  die  Herleitung  der  kubischen  Gleichung  in  s  beachte 
man,  dass 

g  =  3,    M  =  9,    g  =  2. 
Hieran  knüpfen  sich  die  Substitutionen 

^  +^'^  =  ^  +-^  =  ^1;  ^'  +^^'  =  ^'  +  ^  =  <; 
^8  _|_  ^11  =  ^8  _^  J_  _  ^^  ^  x^'  +  X^  =X^  +  ^  =  Z.;  , 
^7  +  ^12  _  ^7  +  J_  _  ^^  .         ^M  _|_  ^5     _  ^5  _,_  1^   _  ^^'  . 

^^  +^^^=^^  +  ^=<S 
X^^  +  X'  =  ^6  +  A  =  ^  ;; 
^9     +  ^10  _  ^9  ^  J_  _  ^3-  . 
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Hieraus  ergeben  sich  folgende  Relationen: 

^1  ^2  +  ^1  %  +  ^2^3  ^Vi  +  y-öy 

^1  ^2  %  =  2/2  +   ^  • 

Um  Alles   durch   einen  einzigen  Werth   von  y  auszudrücken, 
z.  B.  ?/i ,  berechne  man 

2/,^  =  6  +  2(y,  +  2/3)  +  2,,. 
Daraus  folgt 

Vi  +  2/3  =  2/i'  -  5  ; 
und 

y,  +  2  =  0  -  2/,^ 
Bilden  wir  die   Gleichung   0  aus   ihren   Coefficienten ,    so   er- 
gibt sich 

und  endlich 

111.     x'  ~0x+l=O. 

ZweiteAuflösung:  Man  kehre  die  Reihenfolge  der  Operationen 
um  und  setze  ri  —  1  =  2.3  .3 ,  also  2^  =  2 ,  f=  9. 

Zunächst  ist 

X^  +  X^  +  X''  +  X'^     -f_^9     +  ^17  _j_  ^n  _|_  ^G     _|_^5     ^y^^ 

x^  +  x^  +  x"^  +  x"'  +  x^^  +  x''^  +  x^  +  x^-  +  x^'  =  2/2  • 
Daraus  findet  man 

2/i  +  2/2  =  —  1  7     2/i  2/2  =  ö  ; 
also 

I.     2/' +  2/ +  0  =  0. 
Ferner  ist  $  =  3  ,    pq  =  Q  ,    9  ^=  ^  -     Man  setze 

X    +  0?^   +  rr^^  =  ^1  ,     a;-   +  a;^^  +  ^^  =  ^/  ; 
x^   +  x^   +x^   =  0, ,     x^   +  x"^  +  x^-  =  ^/  ; 


^Iß  _|-  ^17  _|_  a;^     =  ^^  .       ^13  _J_  ^lä  _^  ^10  _,  ^^ 

Durch  Berechnung  findet  man 

^1   +  ^2  +  ^3  =  2/l  . 

z,  z,  +  z,  z,  +  z,  z,  =  2{y,  +  ?/,)  =  —  2 , 

^1^2^3  =  2/i  +  2?/2  =  —  2  —  ?/i  . 
^    Es  ist  also 

II.     z^  —  yz^  —  2z  -{-  y  +  2  =  0  , 

Mattbiessen,  Gruudzüge  d.  ant.  u.  mod.  Algebra.  12 
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Endlicli  hat  man  zu  setzen 


X 

= 

^1; 

Jü      Oüa    • 

^11  = 

=  ^3 

Man  findet 

^1  +  ^2  + 

^3   = 

=  ^1; 

x,^ 

002' 

'  + 

^l'^3'  +  ^2' 

X^    == 

=  ^3. 

X^X.^ 

!  '^S   ^^^ 

=   1. 

Demnach  ist 

III.     x^  —  z^  x^  +  1/2^1  +  ^3.^  —  1  =  0. 
Da  sich  ^3  immer  durch  ^^    ausdrücken  lässt,   so   ergibt  sich 
hieraus,  indem  man  s^  allgemein  durch  z  bezeichnet,  die  allgemeine 
Hülfsgieichung  III.  xn.  x^y  und  z. 

§  G2.    Die  Methode  der  Auflösung  binomischer  Gleichungen  nach 

Lagrange*). 

Nachdem  Gauss  im  J.  1801  seine  Methode,  die  Auflösung 
der  Gleichung  x'^  —  1=0  (?^  prim)  auf  die  ebensovieler  parti- 
culärer  Gleichungen,  als  die  Zahl  n  —  1  Primfactoren  enthält,  zu 
reduciren,  in  seinen.  Disquisitiones  arithmeticae  veröffentlicht  hatte, 
gab  Lagrange  auf  Grund  seiner  in  §  47  entwickelten  Substi- 
tutionsmethode eine  andere  Methode,  worin  er  zeigte,  dass  man  mit 
Hülfe  jener  direct  die  vollständige  Lösung  des  Problems  erzielen 
könne,  ohne  einer  anderen  intermediären  Gleichung  zu  bedürfen, 
als  der  binomischen  /3^  —  1  =  0 ,  wo  j)  einen  der  Primfactoren  von 
n  —  1  bezeichnet. 

Um  die  Gleichung 

|!-=i  =  ^^-1  -f  x^-^  +  ^»-3  -\ 1-  rr  +  1  =  0 , 

deren  Wurzeln  nach  Gauss  durch  die  Reihe 

^0  ,,1          ^2  ««—2 

«^    ,      a"    ,      a"     .  .  .  «" 

ausgedrückt  werden,  aufzulösen,  verfahre  man  nach  der  in  §  47 
entwickelten  Methode.  Sind  jene  Wurzeln  der  Reihe  nach  identisch 
mit  x^^  x^^  x^  .  . .  Xn—i  und  Xn  die  reelle  Wurzel  1,  so  substituire  man 

y  =x,  +  ßX,  +  ß'x,  +  /3^^,  +  .  .  .  +  ß^^-'Xn-i  , 

WO  ß  eine  Wurzel  von  ß^^~^  —  1  =  0  bedeutet.    Demzufolge  ist  auch 

y  ==  a  +  ßa^  +  ß^ a^^  +  /3^««'  H 1-  /3«-2««^~^  . 


*)  Lagrange,  La  resolution  generale  des  equations  ä  deux  termes.  Note 
XIV  du  Traite  de  la  resolution  des  equations  numdriques.     Paris  1808. 
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Entwickelt  man  die  n  —  V^  Potenz  von  y  und  beachtet,  dass 
/3"~^  =  ß'j  ==  1  ist,  so  erhält  man 

■^0  UQ,i(^,ti2.  ..bestimmbare  rationale  und  ganze  Functionen  von 
a  sind,  welche  nicht  verändert  werden,  wenn  a  durch  a",  «^  durch 
«""  u.  s.  w.  ersetzt  werden.  Denn  diese  Grössen  u  werden  als 
symmetrische  Functionen  von  x^^  ^2?  ^3  •  •  •  nicht  verändert,  wenn 
man  die  Elemente  in  ihrer  Reihenfolge  cyklisch  verschiebt,  z.  B. 
cc^  durch  ir^,  X2  durch  x.^  u.  s.  f.  ersetzt;  oder  in  einem  andern  Falle 
a?i  durch  x^,  X2  durch  x^^  u.  s.  f. 

Nun  ist  aber  klar,  dass  jede  rationale  und  ganze  Function 
von  a,  in  welcher  a"  =  1  ist,  auf  die  Form 

Ä  +  Ba  +  Ca^-\ 1-  .AV'-i 

gebracht  werden  kann,  worin  die  Coefficienten  Ay  B,C  .  .  .  bestimmte 
von    a    unabhängige    Grössen    sind.     Die    Factoren    a^  ar^  a^  .  .  . 
lassen  sich   ersetzen   durch   die  nur  in  anderer  Folge  auftretenden 
Werthe  a«^,   ß«^,  ««",  ...««"~l     Dies  gibt  also  die  Form 
A  +  ^««'  +  (7a«'  +  Dß«'  -\ h  Na^''-^ 

Wenn  diese  Function  nun  so  beschaffen  ist,  dass  sie  unver- 
ändert bleibt  durch  den  Wechsel  von  «,  so  folgt  daraus,  dass  die 
Permutation 

A  +  Ba-^  +  Ca-^  +  D««'  -\ 1-  .Y««'  , 

indem  «"  überall  an  die  Stelle  von  a  tritt,  mit  der  vorigen  zu- 
sammenfällt und  dass 

B  =  C,    C=D,    D  =  E,...N=B 
sein  muss.     Dadurch  reducirt  sich  die  Form  auf  die  folgende: 

A  +  B{a  +  ««  +  a^^  +  ce^  -\ h  ««""') 

und  weil  der  eingeklammerte  Ausdruck  die  Summe  s  aller  com- 
plexen  Wurzeln  darstellt,  also  gleich  —  1  ist,  auf  A  —  B.  Dem- 
gemäss  ist  jede  der  Functionen  «0,  %,  Wg,..  •  von  der  Form  A  —  B, 
und  ihr  Werth  wird  gefunden  durch  die  Entwicklung  der  Potenz 
2/"~^  =  z.  Wir  haben  hier  den  Fall,  wo  die  Werthe  der  Grössen 
«0,  u^y  ^2?  •  •  •  unmittelbar  bestimmt  werden,  oline  dass  man  nöthig 
hat,  eine  Gleichung  aufzulösen. 

Wenn  wir  demnach  die  n  —  1  Wurzeln  der  Gleichmig 
^«-1  _  1  ==:  0 

12* 
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der  Reihe  nach  bezeiclineii  mit  1,  ß^^,  ß^,  ß^y .  .  .  und  die  correspon- 
direnden  Werthe  von  z  mit  ^^,  ^2;  %;  •  •  •  ^«-i ;  ^^  erhalten  wir 
wie  früher: 

a  +  ß,a'     +ß,'a'     +  .  .  .  + /3«-2 «-1  =  "~>/^  , 

a  +  ßn-2a^  +  ßl_,a'  +  '"  +  ß^Zl  «^"^  =  ""V^  • 

Addirt  man  sämmtliche  Gleichungen,  so  resultirt  mit  Berück- 
sichtigung der  Werthe  der  Summen  der  Potenzen  von  ß: 

/  ^\  n—l,~  n—l,—  71—1/—  n—\, 

{n  —  l)a  =     i/z,  +      ys,+     ]/^3  ^ f-      yzn-i  . 

Multiplicirt  man  das  System  von  Gleichungen  beziehungsweise 
mit  1,  ßl~^  j  ßl~^  .  .  .  und  addirt,  so  erhält  man  nach  einander  alle 
Wurzeln  a,  a^^  a^  .  .  .  ,  nämlich 

(„  _  1)  «^  =  "-j/«-  +  ßl-'  ""K  +  ßl-'  ^']/h  +  ■■■  +ßn-l  "'V^l  , 

u.  s.  w. 
Man  kann  übrigens,  nach  Belieben,  es  auch  umgehen,  %  und 

n — 1  / — 

0^  ZU  berechnen;  denn  y^^  ist  immer  gleich  der  Summe  s  aller 
complexen  Wurzeln  und  0  kann  dargestellt  werden  unter  der  Form 

,  =  S»-l  +  (ß-  1)«,  +  iß'   -  1)U,  +  iß'  -  1)«3  +  •  •  •, 

worin  Uq  fehlt,  und  man  hat  nur  noch  Ä,  /J^,^, .  . .  für  ß  zu  setzen, 
um  0  zu  erhalten. 
1.  Beispiel. 

ä;^  —  1  =  0  . 
Man  dividire   das  Binom  durch  x  —  1  ,  wodurch  man  die  bi- 
quadratische Gleichung 

x^  +  x^  +  x'  +  x  +  l==0 
übrig  behält,  deren  Wurzeln  mit 

« ,     a^  j     a^  j     «^ 

bezeichnet  werden  mögen.     • 

Die  kleinste  primitive  Wurzel  von  5  ist  2  und  man  hat 

'~2'  =1,  2,  4,  3  (mod  5). 
^=0 
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Man  setze  nun  nach  Vorschrift 

wo  ß  eine  der  Wurzeln  von  der  Gleichung  /3^  =  1  ist,  a  eine  der 
complexen  Wurzeln  der  Gleichung  a^  —  1  =  0. 

Um  z  zu  erhalten,  erhebe  man    die  Function    y  zur  vierten 
Potenz  und  entwickele  sie  nach  Potenzen  von  a  und  /3;   dies  gibt 

s  =  y^  =  no-\'  n,ß  +  u,ß'  +  n,ß-' , 
wo 

.    11^  =  12+  135  ,     t(,  =  16  +  125  , 
1^^  =  24+105,     u.^  =  16s. 
Da  aber  5  =  —  1  ist,  so  findet  man 

^  =  —  1  +  4/3  +  14/32  —  16/3^  . 
Um  y^  zu  entwickeln,  kann  man  erst  y^  suchen;  es  ist 
f  =  (2  +  a'  +  «^)  +  2ßia'  +  a')  +  ßH,2  +  «  +  a')  +  2^^(«+«^). 

Darauf  quadrire  man  nochmals. 

Nun  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  ß^  —  1=0 

Substituiren  wir  dieselben  in  ^,  so  erhalten  wir 


z,  =  \,  z,  =  - 15  +  20}/- 1,  .'3  =  25,  ü,=-15-20y'-l, 
und  wenn  wir  diese  Werthe  in  die  Functionen  (n —  1)«,  {n  —  1)«^, . . . 
einsetzen,  die  fünf  Wurzelwerthe 

^1  =  +  1  ; 

=  \  - 1  ±y^  +  V— To+2yll , 
Sl  ^^  \r  ^  +y5-y-lo±2y5] . 

2.  Beispiel.  ^^—1=0. 

Die  kleinste  primitive  Wurzel  von  7  ist  a  =  3  und 

'"3^=  1,  3,  2,  6,  4,  5  (mod  7). 

Man  substituire 

2/  ■■=  a  +  ^«^  +  /3-^«2  +  ß^a^  +  /3*ß^  +  ^'«'  . 
Dann  ist 

^  =  2/^  =  («  +  ßc^  +  /3^«^  +  i3^««  +  ß'^a'^  +  /3-^«^)% 


182  Dritter  Abschnitt.     Particuläre  Gleichungen.     II. 


^ 


und  bei  der  Entwickelung  dieses  Polynoms  zu  berücksichtigen,  dass 
a^  =  ß^  =  1.     Man  bilde  zunächst  die  dritte  Potenz 

t/  =  —  2m  —,3(3  +  2m)ß  +  3(2  +  m)ß'  +  2(1  +  m)ß^ 
—  3(1  —  2m)/3*  +  3(1  —  m)ß^ , 
wo  m  =  a^  -{-  a^  -\-  a^  zu   setzen  ist.     Erhebt  man  dies  Polynom 
ins  Quadrat,  so  resultirt 

^  =  1/6  =  —  246  —  36/3  +  6/32  +  34ft  +  69/5^  +  174/3^ . 
Es  ist  nun 


2  2'^  7        rb  2  2 

Substituiren  wir  diese  Werthe  nach  einander  in  0,  so  ergibt  sich 

«,=  -343,  «,=.-318|+   73|l/^,  «,=-248i- ISÖ^V^S 

und  hieraus  werden  die  sieben  Wurzelwerthe  gefunden. 

Die  vorstehende  allgemeine  Methode  wird  sehr  umständlich, 
wenn  n  beträchtlich  gross  ist.  Lagrange  hat  nun  eine  einfachere 
Operation  angegeben,  indem  die  voranstehende  sich  in  so  viele 
Einzeloperationen   auflösen  lässt,   als  n  —  1  Primfactoren   enthält. 

Es  sei  zunächst  n  —  ^  =  pf  und  ß  eine  Wurzel  der  Gleichung 
ßp  —  1  =  0,  so  wird  die  Function 

worin 

y^  =  ««^-^  +  a-''-'  +  ««'^-'  +  •  •  •  +  «"■'''"'  •■ 
Man   hat  jetzt  zu  bilden    die  Function  3  =  y^ ,   welche  von 
der  Form 

%  +  ß^h  +  ß^'^h  +  ^'  %  +  •  •  •  +  ß^^^p~i 

sein  muss,  da  j3^  =  1  ist. 

Dieselbe  Function  muss  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  die  Grössen 
Uq,  u^yU^,'-'  Functionen  von  ^1;  2/2;  ^s?  •  •  •  sind,  der  Art,  dass  sie 
unveränderlich  bleiben,  wenn  alle  Werthe   2/i;  2/2;  2/3;  •  •  •  cyklisch 
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perinutirt  werden  imd  zwar  y^  in  y^^  1/2  i^  2/37  "•  s.  f.  Nun  er- 
kennt man  aus  den  obenstehenden  Ausdrücken  für  yi^y^yy-^f... 
dass,  wenn  man  darin  «"  an  die  Stelle  von  a  setzt,  ^^  in  y^,  y^ 
in  7/3,  u.  s.  f.  yp  in  y^  übergeht.  Demzufolge  werden  die  Grössen 
iiQ,u^,'U.2  solche  Functionen  von  a  sein  müssen,  dass  sie  unver- 
änderlich bleiben,  wenn  a  in  «"  übergeht.  Deshalb  sind  sie  auch 
in  diesem  Falle  wieder  von  der  Form  A  -\-  Bs  oder  A  —  JB.  Dies 
gibt  nun,  weil  p  an  die  Stelle  von  n  —  1  zu  setzen  ist  und  s  an 

die  Stelle   von  ]/^i , 


Den  Werth  von   u^  braucht  man  nicht   zu  berechnen,  indem 
man  wiederum  setzen  kann 

,  =  s"  +  {ß-  l)u,  +  iß'  -  1)«.  +  {f  -!)»,  +  ••• 
Der  Fall  p  =  -k{^^  —  1)  verdient  eine  besondere  Aufmerksam- 
keit, weil  er  die  Theilung  des  Kreises  in  p  Theile  liefert.     Es  sei 

also  p  =  -^  iji  —  1)  und  also  f=  2 ;  dann  ist  ^/^  =  «  -j-  «"  " 
Da  a  die  primitive  Wurzel  der  Primzahl  71  ist,  also 
a"~^  ^  1  (mod  n) , 

so   ist  nicht  auch  a  -  ^1  (mod  n).     Aber  weil 


a..-^_l  =  (ai'"-^'-l)(a^"'-Vl), 


,n—l 

SO  muss  doch  mindestens  sein 


a^  ^  —  1  (mod  n)  . 


Demgemäss  ist 


|(«-i)          _j         1 


und 


«  +  ^  ;       2/2  =  «"  +  3^  ;       2/2  =  «"'  +  -^  ; 


a 


cc 


U.    S.   W. 
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Nach  dem  Cotesischen  Theorem'  ist  allgemein 
a^n  _  cos  -  360«  +  i  sin  -  360*^ , 


folglich 

2/i  =  2cos     ^    , 

2/2  = 

^         a  .  360° 
=  2cos      ^^    -, 

u.  s.  w.  ^ 

^          «2    3600 

«o  =  2  cos 

J6                              ^ 

also  sind  die  Werthe  y^y^yVi  -  -  ^  iii  diesem  Falle  alle  reell  und  geben 
unmittelbar  die  Cosinusse  der  Kreistheile. 

Nachdem  man  die  Functionen  2/i ;  ^2  ?  2/3  •  •  •  gefunden  hat,  welche 
offenbar  die  Wurzeln  einer  Gleichung  vom  p*®^  Grade  sind,  muss 
man  sehen,  die  j/®  Wurzel  derselben  zu  erhalten. 

Man  betrachte  die  f  Wurzeln,  welche  in  die  Function  y^  ein- 
treten, als  Wurzeln  einer  Gleichung  vom  Z'*^^  Grade  und  man  wird 
sie  substituiren  für  x^,  x^,  x^,,  .  . .  Xj  in  dem  allgemeinen  Ausdrucke 
der  Function  y^  man  hat  also 

iy=a-\-  /3««^  +  ^^««'^  H (-  /5^~'  ««^^-^'^^ , 

wo  man  für  ß  eine  Wurzel  der  .  Gleichung  ßf  —  1=0  einzu- 
setzen hat. 

Wegen  ßf  =  1  hat  man 

/  =  y'f  =  „;  J^ßu^  +  ßht^  +  .  .  .  +  /3/-1  «'^_,  . 

Diese  mit  if^',  w^',  xi^  .  .  .  bezeichneten  Functionen  sind  eben- 
falls im  allgemeinen  Functionen  von  x^,  X2f  x^j . .  .  welche  unab- 
hängig sind  von  der  cyklischen  Vertauschung  von  X2  mit  ^1,  x-^ 
mit  X2,  u.  s.  f.,  und  darum  sind  sie  Functionen  von  «,  welche  sich 
nicht  ändern,  wenn  man  a  vertauscht  mit   a^^. 

Nun  lässt  sich  zeigen,  dass  jede  rationale  Function  von  «, 
welche  die  Eigenschaft  besitzt,  unveränderlich  zu  bleiben,  wenn 
a  mit  a"^  vertauscht  wird,  nothwendig  die  Form 

A  +  By,  +  Cy,  ^  By,^  ■  ■  ■  +  Ry, 

haben  muss,  mit  Beibehaltung  ihrer  früheren  Werthe.  Denn  zu- 
erst lässt  sich  jede  rationale  Function  von  a  auf  die  Form 

A  +  Ba  +  Ca^-^  Ba^^  -\ 1-  iV^a«""' 

bringen,  und  weil  diese  Function  unveränderlich  bleibt,  wenn  sich 
a  in  a^^  verwandelt,  so  müssen  die  Coefficienten  der  Terme,  welche 
««^,   a^^^ y   a^^^ ,  .  .  .  einschliessen,  dieselben  sein,  wie  die  von  a; 


§  62.     Methode  von  Lagrange.  185 

die  Coefficienten  der  Terrae^  welche  «"^^\  «"^^"'"^  a''^^^  .  .  .  ein- 
schliessen,  dieselben  sein,  Avie  die  von  «^^5  die  Coefficienten  der 
Terme  k«^'^^,  ß«^^^,  «"^^^ ,  ...  dieselben  wie  die  von  ««"u.  s.f. 
Dieser  Umstand  reducirt  die  Function  auf  die  Form,  Avelche  ihr 
gegeben  worden  ist. 

Es  wird  nun  weiter  jede  der  Grössen  ii^,  w^,  ?*.,  .  .  .  von  der  Form 
Ä  +  Bp,  +  Cy,  +  By,^--' 
und  hat  deshalb  einen  bestimmten  Werth.  Daher  wird  die  Func- 
tion z  bekannt  sein  und  man  wird  die  Werthe  ^i,  ^21  ^^y  -  -  -  ^^' 
halten ,  wenn  man  statt  ß  die  /^  —  1  Wurzeln  der  Gleichung 
ßf—^  —  1  ==  0  darin  substituirt.  Für  a  erhält  man  eine  der  früheren 
allgemeinen  ähnliche  Form,  in  der  man  f  an  die  Stelle  von  n — 1, 

?/i,  die  Summe  der  Wurzeln,  an  die  Stelle  des  Ausdrucks  "|/^ 
setzt.     Man  hat  also 

Man  könnte  auch,  wenn  man  wollte,  die  Ausdrücke  der  an- 
dern Wurzeln  dieser  Gattung  a"^,  «^  "^ ;  •  •  •  erhalten,  welche  die 
Function  y^  zusammensetzen,  indem  man  nämlich  in  dem  Aus- 
drucke für  a  die  Radicale  multiplicirt  mit  ß{~^ ,  ßi~^  j  ßi~^  y  ^-  s.  w., 
dann    mit    ß{~'^ ,  ßi~^  ■>  ßi~' )  u.  s.  w.,  also 

f.  a""  =y,  +  ß-r  f i; + ßt'  f F, + ß-r  f^"^  +  •  •  • 
f .  u"'^ = ;/, + ß-r  K + r^  y^. + ßr  f F3  + . .  • 

Ebenso  würde  man  die  Wurzeln  a"^^,  ß"^~^^,  ß"^^^^, ...  welche 
die  Function  y.2  bilden,  finden  blos  durch  die  Betrachtung,  dass  y^ 
übergeht  in  1/2?  2/2  ^^  ^3;  •  •  •  wenn  a  in  ß^  übergeht;  ganz  ebenso, 
wie  es  hinreichend  ist,  in  dem  allgemeinen  Ausdrucke  von  y  cyklisch 
i/i  in  2/9;  2/2  i^  Vd  7  '  •  '  Vp  i^i  Vi  zu  verwandeln.  Aus  demselben 
Grunde,  wonach  i/i  in  2/3,  2/2  ^^  2/4  ^-  s*  ^-  übergeht,  wenn  a^  an 
die  Stelle  von  a  tritt,  wird  man  aus  den  Ausdrücken  für  diejenigen 
Wurzeln,  welche  die  Function  y^  bilden,  die  Ausdrücke  der  Wurzeln, 
welche  die  Function  y.^  bilden,  leicht  ableiten  können  dadurch,  dass 
man  in  dem  allgemeinen  Ausdrucke  von  z  einfach  y^  in  i/g,  y^  in  y^, 
u.  s.  f.,  yp—i  in  y^,  y^  in  y.^  verwandelt. 

Wenn  die  Zahl  /'  nicht  prim  ist,  so  wird  man  die  voran- 
gehende Operation  nochmals  in  mehrere  einfachere  zerlegen  können. 
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Wenn  /"=  q^.g  ist,  so  hat  man  für  ß  eine  Wurzel  der  Gleichung 
/3^  —  1  =  0  zu  nehmen,  so  dass  ß^i  =  \  und  die  Function  s'  wird 

y'  =  v,  +  ßv,  +  ß\  +  ■■■  +  ß^-'v,; 
worin 

^^  =  ««(^-1)^  +  a-^''-"^'  +  ««^'^-^^^^  +  •  •  •  +  a-^^-'^'  . 
Man  mache  jetzt 

«'  =  2/"  =  <  +  ß<  +  ^'»2'  +  •  •  •  +  /5'-^<-i , 
WO  i^o',  if^',  U2  j  . .  .  Functionen  von  v-^,  v.^,  v^j  .  .  .  sein  werden,  welche 
unveränderlich  bleiben,  wenn  auch  %  in  v^,  v^  in  v^,  u.  s.  w.,  Vq  in 
«^1  übergeht.  Man  erkennt  aber  an  den  vorhergehenden  Ausdrücken 
von  v^y  v^j  dass  diese  Verwandlungen  eintreten,  wenn  man  a  in 
a^^  verwandelt.  Demnach  müssen  die  Grössen  ii^ ,  %',  u^, ...  als 
Functionen  von  a  betrachtet,  unverändert  bleiben,  sobald  man  a 
durch  a^^  ersetzt.     Sie  müssen  also  noth wendig  von  der  Form 

A  +  By,-\-  Gy,  ^By,^--- 
sein.  Da  die  Werthe  von  2/i^  2/2?  2/3  •  •  •  schon  durch  die  erste 
Operation  bekannt  sind,  so  werden  ii^ ,  u^ ,  u^  •  •  •  ebenfalls  bekannt 
sein;  also  auch  die  Function  s\  Daraus  erhält  man  die  Werthe 
der  q^  Wurzeln  v-^jV2,v^  .  .  ,  durch  ähnliche  Formeln,  indem  p  in  g, 
y  in  v\  ^  in  s'  verwandelt  und  für  ß^^  ß^,  ß^  die  Wurzeln  der 
Gleichung  jS^  —  1  =  0  mit  Ausnahme  der  Einheit  wählt;  also  wegen 
s  =  v^-\-v^  +  v^-\ =  2/1  : 

av2  =  yi  +  ßV  |/^7  +  ß2'-'  V^  +  '". 


qvq==y,  +  ß,y0,'    +^2f<  +  '-- 
Der  Werth  von  v^  gibt  nur  die  Summe  der  g  Wurzeln 


a,     a-'\     ««'^%  .  . .  a«^^-'^^^ 


Um  a  zu  erhalten,  muss  man  diese  g  Wurzeln  noch  betrachten 
als  die  Wurzeln  einer  Gleichung  vom  g^^^  Grade  und  aufs  Neue 
setzen : 

y''  =  a  +  ßa-^'  +  ß'  a-'''  +  •  •  •  +  ß^''  a-^'~'^''  , 
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wo  ß  eine  Wurzel  der  Gleichung  /3^  —  1=0  bezeichnet.  Man 
entwickele  die  Gleichung 

/'  =  f^  =  uo  +  ßih  +  ß'  ih  +  •"  +  ß^-'  t(';-i . 

Wenn  die  Zahl  g  wieder  zusammengesetzt  ist,  z.  B.  g  =  r.hj 
so  kann  man  für  ß  eine  Wurzel  der  Gleichung  ß''  —  1=0  nehmen, 
welches  y'  die  Form 

^/  =  tv^  +  ßtv,^  +  ßhv,  H h  ß'--'  tVr-l 

geben  würde.  Man  fährt  in  dieser  Operation  so  fort,  wie  vorhin, 
bis  man  zu  einem  Factor  von  n  —  1  gelangt,  der  nicht  mehr  zu- 
sammengesetzt ist. 

Der  Vortheil  dieser  Zerlegung  von  n  —  1  in  seine  Primfactoren 
besteht  also  hauptsächlich  in   der  Erniedrigung  der  Potenzen,  zu 
denen  man  die  Polynome  y  zu  erheben  hat,  um  die  Functionen  z 
zu  erhalten,  sowie  in  der  Erniedrigung  der  Radicale,  welche  in  die  . 
Wurzel  a  eintreten. 

1.  Beispiel.  x^  —  1=0. 

In  diesem  Falle  ist  n  —  1=4  =  2.2;  also  p  =  2 ,  f  =  2. 
Man  nehme  für  ß  eine  der  Wurzeln  von  ß~  —  1=0  und  es  wird 

worin 

2/i  =  «  +  «S     2/2  =  «^  +  «^  • 
Nun  ist 

^  =  y-  =  ^«0  +  ß  •  «1  , 
worin 

«^0  =  2/1' +  2/2%    ^'i  =  22/i2/2- 
Substituirt  man  die  Werthe  von  y^  und  y.2  in  a  und  entwickelt 
die  Quadrate  und   die  Producte,  indem  man  beachtet,  dass  «^  und 
/3^  gleich  1  wird,  so  erhält  man 

«0  =  4  +  a  +  «2  +  a^  +  «4  =  3, 
u^  =  2(a  +  «2  +  «^  +  «*)  =  —  2  , 
^  =  3  —  2/3. 
Macht  man  ß  =  —  1 ,  so  erhält  man  ^^  =  5 ,  und  wegen 

0    — — ^    Xt     ~T        3/.>        j        Xo     -|        Xi     ^^  J-    , 

Die  erste  HüJfsgleichung  ist  demnach  die  quadratische 
I.     f  +  y-i=0. 
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Auf  diese  Weise  erhält  man  durch  y^  den  Werth  der  Surume 
a  -\-  a'^  y  d.  i.  zweier  Wurzehi  der  vorgelegten  Gleichung.  Um  a 
selbst  zu  erhalten,  muss  man  eine  zweite  Berechnung  machen,  in- 
dem man  a  und  a^  als  die  Wurzeln  einer  Gleichung  vom  zweiten 
Grade  betrachtet.     Man  setze  demgemäss 

y'  =a  +  ßa^  , 
wo  ß  eine  Wurzel  der  Gleichung  /3^  —  1  =  0  bezeichnet. 

Daraus  folgt 

0'  =  if  =  u^'  +  ßu/ , 
wo 

Man  sieht  sofort,  dass  die  Werthe  von  %  und  «f/  gegeben 
sind  durch  die  schon  bekannten  von  y^  und  2/25  denn  man  hat 

Uq  =  a^  -j-  «^  =  ^2;    %'  =  ^  • 
Daraus  folgt 

und  wenn  man  ß  ==  —  1  setzt : 

Die  allgemeine  Wurzelform  liefert  den  gesuchten  Wurzelwerth 

=  i(-  1  +-1/5  +  1/^  10 -2/5). 

Da  a  =  2  ist,  so  erhält  man  nach  der  früheren  Anleitung 

=i  (- 1 +1/5  +  /^  10  -  2  yt) . 

Permutirt  man  cy Misch  y^  in  y^^  2/2  i^  ^1;  ^^  ergibt  sich 


und 


=  i(-l--|/5  +  "|/-10  +  2>/5), 

=  i(-  1  -  >/5  -  "K -  10  +  2  1/5)  . 
Kürzer  erliält  man  die  vier  Wurzeln,  wenn  man  die  erste 
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als   den   allgemeinen  Ausdruck  von  Xj  und  2/1  als  den  der  Wurzel 
der  Gleichung  I.  betrachtet.    Aus  I.  folgt  2/2  =  —  1  ~  2/i  5  also  ist 

und  wenn  man  rational  macht,  sowie  berücksichtigt,  dass  nach  T. 
y^  -\-  y  =  2  ist, 

11.    x-  —  yx+l  =  0. 
2.  Beispieh  a;^_  1  =  0. 

Man  befreie  die  Gleichung  von  der  reellen  Wurzel  1 ;  dies  gibt 
x^  +  x'^  +  x^  +  x^  +  x-+l=0, 

wovon  die  Wurzeln  sind 

9      '1      4.      ^      ß 

Die  kleinste  primitive  Wurzel  von  7  ist  3;  und 

%'  =1,3,2,6,4,5  (mod  7). 

Wir  setzen  deshalb  die  Reihe 

a^     a^     a^     a^     a^     a^ 
anstatt  der  Wurzeln  der  Gleichung  vom  sechsten  Grade 

/y»  /y  /y  /y»  /y  /y 

U/^         J^o         ^3         ^4.        **'5         '^Q  • 

Es  ist  nun  n  —  1=6  =  2.3;  also  i?  =  2,  /"==  3.  Indem 
wir  weiter  mit  ß  eine  der  Wurzeln  der  Gleichung  ß-  —  1=0 
bezeichnen,  setzen  wir 

!/  =  2/1  +  ßy2j 
worin 

2/1  =  «  +  «'  +  «S   2/2  =  «^  +  «^  +  «^  • 

Man  hat  dann  weiter 

2  =  i/==  U^  +  ßu^  , 

wobei 

^'0  =  2// +  2/2%    ^h  =  2yiy2 
zu  nehmen  ist.    Man  findet  nun  durch  Entwickelung  der  Quadrate 
mit  Berücksichtigung,  dass  «^  =  1  ist, 

ti^  =  3(«  +  a'  +  a'  J^a'  +  a'  +  a')  =  -  3, 
u,  =  2(3  +  a   +a'  +  a'  +  a'  +  cc^  +  a')  =  4, 
.^--3+4/3. 
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Macht  man  darauf  ß  =  —  1,  so  erhält  man  ^i  =  —  7  und  wegen 

s  =  x-i^  -f-  x^  -f-  Xq  -f-  X^  -\-  X^  -f-  Xq  ==        1 
Vi 


2/2 


}=|(-i+y=^). 


Die  erste  Hülfsgieichung  ist  demnach  die  quadratische 

I.    y^  +  y  +  2  =  0. 
Man  erhält  so  aber  nur  den  Werth  der  Summe  a  -\-  a^  ~\-  a^^ 
um  a  selbst  zu  erhalten,  betrachten  wir  die  drei  Terme  des  Aus- 
druckes 2/i  als  die  drei  Wurzeln  einer  kubischen  Gleichung  und  ß 
als   die  Wurzel  der  Gleichung  ß^  —  1  ==  ß^  —  1=0  und   setzen 
y^  =  a  +  ßa^  +  ß''a\ 
Daraus  ergibt  sich 

g'  =  yr^,f^u„'  +  ßn,'  +  ßhi',. 
Mit  Berücksichtigung  der  Gleichung  ß^  =  1  erhält  man 

«;  =  6  +  a'  +  ««  +  «^  =6  +  2/,, 

u^'  =  3  (a  -{-  a^  -\-  a^)  ==  3y^  ^ 
u,'  =  3{a'  +  a'  +  a^)  =  3y,, 

so  dass  man  erhält 

e'^6  +  y,  +  3ßy,  +  3ß'y,, 

worin  ß  =  J^  =  -\  +  l-  >/33 ,     ß'-=J^  =  - 1  _ly=3  ist. 

Satzt  man  diese  beiden  Werthe  ein,  so  hat  man 

^/  =  6  +  2/2  +  3^i2/i  +  3^22/2 

^2    =  6.  +  2/2  +   3^2^!    +  3  Ji2/2 

und  gemäss  der  allgemeinen  Wurzelform 

2/1  +  y^i  + )/? 

a= — 

Da  a  =  3  ist,  so  erhält  man  die  übrigen  Wurzeln 

0 

Ferner  ist 


§  62.    Methode  von  Lagrange.  191 

3   y^  +  y^  +  y^ 
.+1     ,   y,  +  ß/-' V^ -{- ß/-' y^ 

a"  ^    =  ß''  = —~ —  , 

ö 

Mau  kann  übrigens  sämmtliclie  Wurzeln  durch  eine  kubische 
Gleichung  in  x  ausdrücken  vermittels  der  ersten  Wurzel ,  indem  wir 
a  =  x,  yi=y  setzen.  Gemäss  der  Gleichung  I.  ist  ^/o  =  —  1  —  y^  also 

.  ^i'  =  (6y-2/)  +  |V=^(1  +22/), 

<  =  (6 i -2/)  -  1-1/^3  (1  +  22,) . 

Ferner  ist 

<^/  =  282/^+14y  +  49, 
und  wenn  man  gemäss  I. 

242/-  +  24?/  +  48  =  0 
subtrahirt  und 

^f  +  ^f  +  162/  =  0 
addirt,  so  erhält  man 

^i'^;  =  (22/+i)^ 

Aus  der  Wurzelform 

2/1  +  y?  +  )/? 
a==- ^ 

folgt  nun 

(3^  -  yy  =  i{  +  «/  +  3  yi^  (3^  -  2/) 

=  13  -  22/  +  3(22/  +  l)(3:r  -  2/) 

und  die  nach  Potenzen  von  x  geordnete  Gleichung 
IL    x^  -  ya?  -  {y  -\-  l)x  —  \  =^  0 . 
3.  Beispiel. 

^11  —  1  =  0. 
Dividirt  man  die  Gleichung  durch  x  —  1,  so  erhält  man  eine 
reciproke  Gleichung  von  10*^^  Grade,  nämlich 

^10  _|_  ^9  _|_  ^  _[_    ^7  _|_  ^6  _|_  ^5  _|_  ^4  _|_  ^3  _f_  ^2  ^  ^  _^   ^   _  Q 

welche  im  Jahre  1771  zuerst  von  Vandermonde  gelöst  ist,  und 
später  von  Lagrange  auf  folgendem  Wege. 

Die  kleinste  primitive  Wurzel  der  Zahl  11  ist  2  und 
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'~2'  EE^  1,  2,  4,  8,  5,  10,  9,  7,  3,  6  ,  (mod  11). 
Man  setze 

wo  «'  eine   complexe  Wurzel  der  Gleichung  a^^  —  1=0,  ß  eine 
Wurzel  der  Gleichung  ß^^  —  1=0  bezeichnet. 

Man  bilde  die  Potenz  0  =  y'^^.  Da  aber  10  =  2  .  5,  so  kann 
man  die  Operation  vereinfachen,  indem  man  sie  in  zwei  zerlegt 
und  zuerst  ß  als  die  Wurzel  der  Gleichung  ß^  —  1=0  betrachtet. 
Dadurch  wird  die  Function  y  reducirt  auf 

y  =  2/1  +  ßy2 1 
worin 

y^  =  a   -f-  ß*  -f"  ^'*   4"  ^'^  4~  ^^ ; 

2/,  =  «2  _J_  ^8  _J_  ^10  _!_  ^7  _J_  ^G 

ZU  setzen  ist.  -  - 

Daraus  findet  man 

^  =  2/'  =  (2/1'  +  2/2')  +  ^ßyiVz  =  %  +  ß^h  • 

Entwickelt  man  diese  Ausdrücke  und  berücksichtigt  dass  «^^  =  1, 
so  findet  man 

2/i'  =  22/i +  3^,,     2/2' =  2^,  +  32/i ; 
folglich 

%=-=Hyi  +  ^2)  =  — ö, 

^.,  =  10  +  4(^, +2/2)  =  6, 
^  =  —  5  +  6/3. 
Macht  man  ß  =  —  1,  so  wird  z^=  —  1\  und 

j}  =  i(-i±V^.). 

Dies  sind   offenbar  die  Wurzeln   der  quadratischen  Gleichung 

I.    2,^  +  y  +  3  =  0. 
Um  den  Werth  a  zu  finden,   betrachte   man  die  fünf  Glieder 
von  2/1   als   die   fünf  Wurzeln  einer  Gleichung  vom  fünften  Grade 
und  ß  als  die  Wurzel  von  ß^  —  1  =  0.    Man  hat  dann 
2/'  =  ß  +  /3«4  _|_  ß2^^  _|_  ^3^9  _^  ^4^3^ 

und  wenn  man  setzt 

/  =  ^^'  =  <  +  ßu;  +  ßhi,'  +  ßhi^  +  ßhil, 
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so  findet  man  wegen  /3'^  =  1,  a^^  =  1  ^ 

<=  120 +  312/1 +  702/,, 
,,;=100  +  60«/, +  45i/,, 
<=  50  +  852/1  +  301/2, 
<=  60?/i  + 652/2, 

<=  5O2/1  + 752/2. 

Da  die  Werthe  2/1  und  2/2  bekannt  sind ,  so  findet  man  /  mittels 
der  Gleichung 

^'0'  =  Y  (139  -  39  l/=ni) ,    w/  =  Y  (95  +  15  j/^^nfl) , 

<=|(-io  +  55y^:n),  <  =  l(_i25-5y^n), 
<  =  y(-i25-25]/:^n). 

Man  hat  ausserdem  die  Relationen 

«i'  =  <  +  ß  <  +  ß'<  +  ß'<  +  ß'<, 

«/  =  «0'  +  ß'<  +  ß'<  +  ßu,'  +  ß^;, 
H  =  »0'  +  ß'<  +  ß  "/  +  ß'<  +  ^-<, 
<  =  <  +  ß'<  +  ß''h  +  ß'-<  +  ß  <■ 

Die  allgemeine  Wurzelform  ergibt  nun 

«  =  ¥  [yi  +  KV  +  >/?  +  1/?  +  f/57]  • 

Au  die  Stelle  von  /3,  ß^,  ß^ ^  ß^ ^  sind  die  früher  gefundenen 
Wurzeln  der  Gleichung  ar^  —  1  =  0  zu  setzen;  die  übrigen  Werthe 
der  Wurzelgruppe  a,  «^,  «'',  a^,  a^  sind 

«* = 4-  [2/1  +  ß'  v^+  ß'  I V + ß'v^+ßV^], 

«^  =  |[2/i  +  ß'VW+  ß'V^+  ß  V^+ß'V^], 

«^  =  I  [j/i  +  /J  i/?+  (3^ |/V+  /3^ V^  +  ^'  1^] . 

Um  die  andere  Gruppe  a^,  a^,  «^^,  «^,  a*^,  welche  in  die  Function 
2/2  eintreten,  zu  erhalten,  hat  man  2/2  ^^^  Vi  zu  vertauschen,  also 
nur  das  Vorzeichen  von  ]/ — 11  in  den  Gleichungen  für  u'  um- 
zukehren. 

Matthiesseu,  Grundzüge  d.  ant.  u.  mod.  Algebra.  13 
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Statt  von  der   Gleicliung  ß^  —  1=0  auszugehen^  kann  man 
auch  zuerst  mit  ß^  —  1=0  beginnen.    Dann  ist 

y  =  yi  +  ßy2  +  ß'y,  +  ß'y,  +  ß^ , 

wobei 


2/1  =«  +«"  =  «  +~, 

2/2  =  «'  +  «'  =  «'+^, 

2/3  =  «*  +  «'  =  «^  +  ^; 

2/4  =  ««  + «^  =  «^  +  ^3, 

2/5  =  «'  +  «'  =  «'  +  ^- 

Man  setze  nun 

^  =  y'  =  %  +  ß^i  +  ß'^2  +  /5'%  +  ß'^h 

und  suche  die  Werthe   von  u^,  %   u.  s.  w.  in  Functionen  von  a. 
Setzt  man  der  Kürze  wegen 

2/1  +2/2  +  2/3  +2/4 +  2/5  =  5; 
so  erhält  man 

u^  =  1640+  1836s, 
w^  =  1700+ 1830  s, 
^i2  =  2050+ 1795s, 
«^3  =  1800+ 1820s, 
«^^  =  1900  + 1810s, 
und  wegen  s  =  —  1 , 

?^o  =  — 196,    if,  =  -130,    ^2  =  255,     M3  =  ~20, 
^*4=  — 20,     «^5  =  90. 
Demgemäss  ist 

^  =  —  196  -  130/3  +  255/32  _  20^3  _f_  90^^ 

Setzt  man   für   ß    der  Reihe    nach  die  andern   Wurzeln  von 
/35  _  1  =  0 ,  so  erhält  man  die  vier  Werthe  von  s,  nämlich 

^^  =  _  196  -  130/3  +  255/3^  —  20/3^  +  90/3% 
^,  =  —  196  —  130 /32  +  255/3*  —  20/3  +  90/3% 
^3  =  _,  196  -  130 133  +  255/3  —  20/3*  +  90/3% 
^^  =  _  196  -  130/3*  +  255/33  —  20 /32  +  90/3, 

und  die  allgemeine  Wurzelform  gibt 

2/1 = |[- 1  +  i/i:+ 1/^+ r^+ >^]. 

Es  ist  nun 
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2/1  =  «    +-y 


Ci 


Vi  =  «'  +  ^  —  2/1'  —  2 , 

2/4  =  «'  +  i3  =2/i'— 3^/1; 

2/3  =  «*  +  ir  =  !/i'~4i/,^  +  2; 

2/5  ==  «'  +  ^  =  2/1'  —  ^^1'  +  ö^/i . 

Audi  ist  2/1  die  Wurzel  der  Gleichung  von  Vandermonde*) 
2/^ +  2/^-42/=' -32/-^  + 3»/ +1  =  0, 

welche  dadurch  entsteht,  dass  man  in  der  Gleichung  vom  zehnten 

Grade 

x^'  +  x'^  +  x^  +  x'  -\ yx'-\-x+l=0 

X  +  x~^  =  y  setzt.  Vandermonde  betrachtet  statt  dieser  Gleichung 

genau    genommen    die    Gleichung    der   negativen  Werthe   von  y^ 

nämlich 

2,5  _  j,4  _  42^3  +  3^2  +  3y  _  1  _  0, 

und  findet 

2/  =  |(l  +  ^'  +  z/"  +  ^"'  +  z?""), 

WO 

^'  u.  z^''=|/^(89  +  25y5  +  5y-^  +  2]/5+45l/-5-2}/5), 

z/'"u. zl"''=y^-^ (89  —  25yö  =[: 5^-^+  2}/f+45'/-5-2y5) . 
4.  Beispiel. 

^13—1=0. 

Die  kleinste  primitive  Wurzel  der  Zahl  13  ist  2,  und 
2''  =  1,  2,  4,  8,  3,  6,  12,  11,  9,  5,  10,  7  (mod  13). 


t  =  11 

2' 
t  =  o 


Ist  «  eine  der  complexen  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung, 
so  sind  die  andern 

a%  a\  a\  a',  ««,  a^',  a'\  «^  «%  «^^  a\ 


*)  Yandermonde,  La  resolution  des  equations.  p.  416.    Mein.  Par.  de 
l'anuee  1771. 

13* 
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Man  setze 
y  =  a-\-ßa^+  ß^a^  +  ß^a^  +  ß^a^  +  ß'^a^  +  ß'a''  +  ß' a^^  +  ß^a^ 

+  ß^a'  +  ß^^a''  +  ß^'a\ 
wo  ß  eine  Wurzel  der  Gleichung  ß^  —  1=0  sein  möge.    Dadurch 
reducirt  sich  die  Function  y  auf 

y  =  yi  +  ßy2y 

worin 

y^  =  a   +  «^  +  «3  +  «12  +  a^  +  a^\ 

y^  =  a^  -{-  cc^  -{-  a^'  -{-  a^^  -\-  a^  -\-  a\ 

Hieraus  erhält  man 

0  =  y'-  =  u,  +  ßu,  =  («//  +  y/)  +  2y,y,ß. 

Es  ist  dabei 

2/i2/2  =  3(i/i  +2/2)  =  —  3, 

also 

2/1  +  2/2  =  —  1  , 
und 

I.     f  +  y-3  =  0. 
Man  betrachte  nun  weiter  die   sechs   Glieder,    welche  in   die 
Function  y^  eintreten,  als  die  sechs  Wurzeln  einer  Gleichung  vom 
sechsten  Grade  und  setze  von  Neuem 

y'  ==  a  +  ßa''  +  ß^a^  +  ß^a'^  +  ß^a'  +  ß^a^\ 
wo  ß  eine  Wurzel  von  ß^  —  1  ==  0  bezeichnen  möge.    Dann  wird 

y=v^  +  ßv^, 
worin 

V-^  ^=  a    -\-  a^   +  «^  j 
^2  =  «4  +  «12  _|_  «10 

zu  setzen  ist.    Man  hat  demnach  wie  vorhin 

^'  =  y''  =  <  +  ß<  -  (^1'  +  ^2')  +  2ßv,v, . 

Nun  ist 

^1  +  ^2  =  2/1 .      • 

^1^2  =  3  +  2/,  =  2  — 2/1? 
also  v^  und  Vg  ^i©  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 
IL    v^  ~yv  +  2  —  y  =  0. 
Um  die   Gleichung  in  x  zu  erhalten,  betrachte  man  die  drei 
Glieder,  woraus  ^^  besteht,  als   die   drei  Wurzeln  einer  kubischen 
Gleichung  in  x  und  setze 
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wo  ß  eine  Wurzel  der  Gleichung  ß^  —  1=0  bezeichnet. 
Dann  wird 

/'  =  f^  =  „;-  +  ßu:  +  ß?u.r, 

und 

V  =  6  +  t;„    <  =  3(V-2t;,), 

Bezeichnet  man  die  complexen  Wurzelnder  Gleichung  ß^ —  1=0 

mit  ß^  und  ß.^,  so  ist 

■  z:'  =  6  +  t'i  +  3/J,(«;,2  -  2v,)  +  3^/(«ä'  -  2v,) , 

und  gemäss  der  allgemeinen  Wurzelform 

Durch  Entwickelung  findet  man 

«;'  +  %"  =15 +  32/+ 2t;, 

^/'  -  ^/'  =  3  /-  3(2«  -  2/)(2,  +  2) . 

Aus  der  Wurzelform  folgt 

(3^  —  vf  =  z^'  +  .V'  +  3}/^;^  (3a;  -  v) 

=  15  +  3 ?/  +  2v  +  3(^2  -  3?/  +  3t;)  {^x  —  t') , 

und  endlich  die  nach  Potenzen  von  x  geordnete  Gleichung 

III.    x^  —  vx^  -\-  {y  —  ^)^  —1=0. 

§  63.    Goniometrisclie  Auflösung  der  binomisclien  Gleichungen. 

Wir  entwickeln  zunächst  die  allgemeine  Auflösung  der  Gleichung 
ic«  —  1  =  0 . 
Ist   n   gerade,    so   hat   die    gegebene   Gleichung  nur    die   beiden 
reellen  Wurzeln  +  1  ^^^^  ~  Ij  ist  n  ungerade,  so  hat  sie  nur 
die  eine  reelle  Wurzel  +  1. 

Wir  substituiren  für  die  allgemeine  Wurzel  die  complexe  Form 
X  =  r(cos  -O-  +  sin  ^]/ —  l)  . 
Dann  ist  nach  der  Formel  von  Moivre 

^n  ^^  yn  ((,Qg  ^^  _j_   siji  ^i^  y'_    l)  =   1  . 

Der  Werth  von  r  bestimmt  sich  dadurch,  dass  für  -0-  =  0  zu- 
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gleich  r"  =  1  werden  muss.    Da   die  Gleichung  zwei  unbestimmte 
Grössen  enthält^  so  setze  man  r  =  1  ^  woraus  resultirt 


cos  n  d'  -f-  sin  n  d^  y —  1  =  1. 
In  dieser  Gleichung  ist  der  reelle  Theil  und  der  imaginäre  gleich 
Null  zu  setzen,  woraus  folgt 

cos  nd'  —  1=0,      sin  n%'  =  0 . 
Es  muss  also  n^'  =  ■^21<)7t  sein,  wenn  Iv  eine  beliebige  positive  und 
ganze   Zahl  bezeichnet.     Setzen  wir   die  Werthe  in  x  ein,    so  er- 
halten wir  die  allgemeine  Form  der  Wurzel 


'ihn    ,       .     27c7t 


X  =  cos h  sm y—  1 . 

Dieser  Ausdruck  hat  weder   mehr  noch  weniger  verschiedene 
Werthe    als   n.    Denn    gibt  man  h  einen  der  Werthe   von  0  bis 

—  (>^  —  1)   oder  -^-n,  jenachdem  n  ungerade   oder  gerade  ist,    so 

findet  man  im  erster en  Falle  den  reellen  Werth  -|-  1 ,  wenn  h  =  0 

ist,  und  ausserdem  —  (>^  —  1)  Paare  complexer  Werthe;  mithin  im 

Ganzen  n  Werthe  von  x.    Im  zweiten  Falle  hat  x  den  reellen  Werth 

+  1    wenn   Z;  =  0 ,    den    reellen    Werth  —  1   wenn  h  =  -—  n  ist, 

und   ausserdem  —n  —  1  Paare  complexer  Werthe;  mithin  im  Ganzen 

auch  n  Werthe. 

Sämmtliche  n  Wurzeln  sind  von  einander  verschieden,  weil  die 

Winkel 

27r      47r      671;  {n  —  \)  n         ,         {n  —  2)7r 

,         ,         ,  » .  .  ocier 

n  '     n  '     n  ^  n  n 

alle  von  einander  verschieden  und  kleiner  als  it  sind. 

Die  Formel  liefert  aber  auch  nicht  mehr  Werthe  als  n.    Denn 
wenn  li  negativ  genommen  wird,  werden  die  beiden  Werthe  in 


2 ^' TT    ,      .     ihn  ^ / 7 

X  ==  cos h  sm y  —  1 

nicht   verändert,    sondern    nur    vertauscht.    Ebenso    wenn   Ic  >  n 

genommen  wird,   so  ist  dies  gleichbedeutend  damit,   dass  man  ein 

Vielfaches  von  27t  zu  einem  der  Winkel 

2n     4:n     6n             n  —  1           ,       n  —  2 
— ,   — ,  — ,  ...  7t  oder  7t 

addirt,  wodurch  weder  der  Werth  des  Cosinus  noch  der  des  Sinus 
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verändert  wird.  Endlich,  wenn  man  die  Werthe  von  x,  welche 
denjenigen  von  h  =  m  und  n  —  m  entsprechen,  betrachtet,  so  sind 
dieselben  immer  identisch.    Es  ist  nämlich 

2  {n  —  m)  Ä    ,       .      2  (n  —  w)  TT  T  / 7 

X  ==  COS  ^ h-  sm  -^ ~  y  —  1 


sm 


n 
2  m  7t 


n 


V-i 


2  m  7t 


sm  —  y —  1 . 

Man  erhält  also  keine  neuen  Werthe  für 

2k7t —~    .     2Jc7t^/—-T 
X  =  cos \-  sm y —  1  , 

wenn  man  Ic  grösser  als  —  n  nimmt. 

Hieraus  folgt  denn,    dass  für  irgend  einen  positiven   ganzen 

Werth  von  /»;,   ausgenommen  Null  oder  -^n.    wenn  n  gerade  ist, 

die  zwei  correspondir enden,  gleichweit  von  0  und  n  abstehenden 

Werthe  conjugirt  complexe  sind;    ausserdem  ist  der  eine  der  reci- 

proke  Werth  des  andern,  weil  man  hat 

/         2Jc7t    .       .     2Jc7t  ^/ 7\   /         2k7t  .     2Jc7t  ^/ 7\         . 

(  COS h  sm y —  1  I  I  cos sm y —  11=1. 

\  «       '  n     '^  /    \  n  n     ^  J 

Ferner  ist  nach  Moivre 

/         2li7i    ,       .     2lin  ^/ r\  /         2ti    .       .     2  7C  ^/ t\±  ^' 

I  COS h  sm y —  11  =  1  cos h  sm  —  y —  1  I 

Bezeichnen  wir  die  erste  complexe  Wurzel 

2  TT      ,         .        2  7t  T  / 7 

COS h  sm  —  y —  1 


mit  ß,  so  ergibt  sich  daraus  die  Richtigkeit  der  bereits  in  §  60 
gemachten  Bemerkung,  dass  sich  alle  complexen  Wurzeln  aus- 
drücken lassen  durch  die  aufeinander  folgenden  Potenzen  der  ersten 
complexen  Wurzel. 


•^2; 

^3; 

x^,       .. 

.       Xn+1 
2 

oder 

Xn, 
2 

«, 

a\ 

a\        .. 

71—1 

n—2 

2 

oder 

Xn+2y     . . 
2 

.       Xn-2 , 

Xn-l, 

Xn, 

1 

^    2 

1 

«—2  i    •  ' 
«   2 

1 

1 

«2^ 

1   ^ 
a 
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^ 


Da  «^  ==  1  ist^  so  kann  die  letzte  Reihe  ersetzt  werden  durch 

Xn+3       oder    Xn+2,    •  .  •    OCn-2,    Xn-lj    Xn  j 
2  2 

n+l  n-\-2 

=  a~^ ^  a~^,  ...  .  «"-%  a^-%  a"-^ 

n 

Weil  ferner  «^  =  —  1,  wenn  n  gerade  ist,  so  sind  alle 
Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  enthalten  in  der  Reihe 

1,  a,  «^  ...  «^-%  a^-1. 
Wir  betrachten  jetzt  den  Fall 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  sämmtlich  complex  oder 
imaginär,  ausgenommen  wenn  n  ungerade  ist,  wie  dies  bereits 
in  §  60  bewiesen  wurde.  Zur  Auflösung  derselben  Gleichung  sub- 
stituiren  wir 

X  =  r  (cos  '9'  +  sin  -Ö-  ]/—  l)  , 
woraus  folgt 

Dieser  Gleichung  geschieht  Genüge  durch  die  Annahme  r  ==  1  und 

^^  =  -I-  (2^  +  1)  jt.    Dies  gibt 


2^  +  1       ,      .    2^1;+  1 


X  =  cos —  7t  -f-.  sm 


y=^. 


Dieser  Ausdruck  liefert  nun  sämmtliche  Werthe  von  x^  aber 
keine  mehr.    Gibt  man  nämlich  Ic  irgend  einen  der  Werthe  von  0 

bis  -^  {n  —  1)  oder  —  n  —  1 ;  je  nachdem  n  ungerade  oder  gerade 
ist,  so  finden  wir  im  ersteren  Falle  y  i^  —  ^)  Paare  complexer 
Werthe  entsprechend  den  Werthen  von  Ic  von  0  bis  —  (n  —  3) 
und  den  reellen  Werth  —  1  für  h  =  y  (p—  ^)>  also  n  Werthe  im 

Ganzen.    Im  zweiten  Falle  erhalten  wir  —  n  Paare  complexer  Wur- 

zeln,  also  auch  im  Ganzen  n  Werthe.  Alle  die  complexen  Werthe 
sind  untereinander  verschieden,  weil  die  eintretenden  Winkel 

7t      Sn      bn  {n  —  2)7r         ,  {n  —  l)n 

n  ^     n  ^     n  n  n 

untereinander  verschieden  und  kleiner  als  7t  sind.    Auch  kann  die 
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allgemeine  Wurzelformel  keine  neuen  Werthe  liefern.  Denn  nehmen 
wir  irgend  welche  negative  ungerade  Vielfache  von  n ,  so  bleibt 
der  Ausdruck  für  x  derselbe  wie  für  die  gleichen  positiven  Viel- 
fachen^ und  nehmen  wir  h^n,  so  ist  dasselbe  so  viel^  als  wie 
ein  Vielfaches  von  27C  zum  Winkel  addiren,  wodurch  sowol  der 
Cosinus  als  der  Sinus  unverändert  bleibt. 

Setzt  man  Je  gleich  einem  Werthe,  welcher  von  0  und  n  —  1 
gleichweit  absteht,  z.  B.  m  und  (n  —  1)  —  m,  so  erhält  man  die- 
selbe Formel  wieder.    Es  ist  nämlich 

cos :: 7t  -h  sm y —  1 


n 


{2m-{-l)7C  -r-    .     (2w+l)7t 


COS  -^ — ' h  sm 


y-i. 


n  '  n 

Bezeichnen  wir  die  erste  complexe  Wurzel  mit  a,  also 


Tt      ,       .     'n 


cos 1-  sin  —  y —  1  =  «  , 

SO  ist  nach  der  Moivre'schen  Formel 

^  =  cos  <H^Ü^  +  sin  2i+ii^  y=l  =  «±<^+i) ; 

mithin  lassen  sich  alle  complexen  Wurzeln   darstellen  durch  auf- 
einander folgende  ungerade  Potenzen  von  a,  nämlich 

a,  a^  y        a^  y    '  '  '  a^~^     oder     a""~^ 

1  ,  1  J^  1  1 

^;r=2      ^^^^      '^1  ^    '"    '^0  7         —iy         —' 

Weil  nun  «^  =  —  1  und  a^"  =  -\-  1  ist,   so  kann  man   statt  der 
zweiten  Reihe  setzen 

«"+2  oder  a"+i,  .  .  .  «2«-%  a^n-a^  «^«-i. 
Sämmtliche  complexe  Wurzeln  der  Gleichung  o;"  +  1  =  0  sind 
also,  wenn  n  ungerade  ist, 


und  wenn  n  gerade  ist 


jn-2^    ««+2^    .  .  .    a^n-3 


:«-!,    «"+1,    .  .  .    «2n-3^    ^2«-l 


§  64.    Zerlegung  der  binomischen  Gleichungen  in  trinomische 
Factoren.    Theorem  von  Cotes. 

Gegeben  sei  die  Gleichung 

a;"  —  1  =  0 . 
Man  kann  je  zwei  der  conjugirten  complexen  Wurzeln  verbinden, 
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wodurch  man  bei  geradem  n  ausser  den  beiden  binomischen  Fac- 
toren  x  —  1  und  x  -\-  1  noch  --  (n  —  2)  quadratische   oder  trino- 
mische  Factoren,  bei  ungeradem  n  ausser  dem  einen  binomischen 
Factor  x  —  1   noch  ~  (n  —  1)  quadratische  Factoren  erhält. 
Sind  also  X-^,  X2,  x^  .  .  .  Xn  die  sämmtlichen  Wurzeln  von 

SO  erhält  man  durch  Multiplication  je  zweier  binomischen  Factoren, 
welche  conjugirte  complexe  Wurzeln  enthalten,  unter  Berücksich- 
tigung, dass 

r  /         ^Jc7t    ,     .    .     2^7r\"l  r  /         2Jc7t         .    .     2Jcn\~] 

[^  -  (^cos  ~  +  »  sm  — jj  l^x  -  (^cos  —  -^sm  —  j^ 

=  x^  —  2  cos  —  X  4-  1 
n  ' 

ist,  für  ein  gerades  n: 

xn.-\=  {x^  _  1)  U^  _  2  cos  ^-^x  +  iV^^  -  2  cos  ^a;+  iV-- 

...(^^-2cos^^^+l)  =  0, 
und  für  ein  ungerades  n'. 
x^  —  1  =  {x  —  \)  (x^  —  2  0,0^  —  X  -{-  l\(x^  —  2  Go^  ~x  -\-  lY" 

.../^2_2cos^il^^+l)  =  0. 

Diese  Formel  ist  unter  dem  Namen  der  Cotesischen  Formel*) 
bekannt. 

Wenn  die  Gleichung 

a;«  +  1  =  0 

gegeben  ist,  so  kann  man  dieselbe  in  ähnlicher  Weise  in  trinomische 
Factoren  zerlegen.  Verbindet  man  wiederum  je  zwei  conjugirte 
complexe  Wurzeln  in  dem  Producte 

r            /        (2Z;  +  l)7r    ,     .    .     (2Ä:+l)7r\-    ^ 
^^_(^cos^— t_l_  +  .sm^— r y    X 


[.-(, 


{-Ih  -\-t)n         .    .     (2Ä-f-  l)n' 
COS  ^ — -^— ^ ^  siD  ^ ^— ^- 


*)  Cotes,  Harmonia  mensurarum.     Cambridge  1722.  pg.  114. 
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zu  dem  trinoinischen  Factor 

9         „  (2^•  4-  l)7r         ,     . 

x^  —  2  cos  ^ — ±—1—  X  -\-  ^  , 
so  erhält  man  für  ein  gerades  n\ 

x"^  -\-  \  =  ix-  —  2  cos  —  a;  4"  1 1  ix^  —  2  cos  —  o;  +  1 1  •  •  • 

und  für  ein  ungerades  n\ 
x--\-\  =  {x^\)  [x?  -  2  cos  |-  rr  +  \\ix^  —  2  cos  ^  a;  +  iV  •  • 

.,,^^^2^o^^^^^^x^\)^. 

Cotes  lehrte  diese  trinomischen  Factoren  zuerst  geometrisch  dar- 
stellen^ wie  in  §  ^^  gezeigt  werden  wird. 

§  65.    Geometrische   Deutung  und  Construction   der  Wurzeln  der 
binomischen  Gleichungen. 


Indem  wir  für  eine  complexe  Grösse  a  -^-h  ]/—  1  den  Aus- 
druck r  (cos  9  +  sin  gj "/—  l)  setzen  und  mit  Anwendung  des 
Moivre'schen  Satzes  die  Relation 

[a-^l  l/ZTT)«  =  (,.  cos  9)  +  r  sin  9)  V^^H:)'* 
=  r'^  cos  n^)  +  ^'"  sin  ngp  ]/ —  1 
gewinnen,  so  liegt  darin  deutlich  ausgesprochen,  dass  durch  die 
imaginäre  Zahlengrösse  &  y' —  1  eine  Erweiterung  des  reellen  Zah- 
lengebietes —  cx),  0,  +00  postulirt  wird  und  zwar  seitwärts.  Das 
Zahlengebiet  dehnt  sich  nicht  bloss  in  einer  unendlichen  Geraden 
aus,  in  deren  Mitte  die  Null  liegt,  sondern  in  einer  unendlichen 
Ebene,  von  welcher  die  Null  das  Centrum  einnimmt.  Um  also 
jeder  reellen  und  complexen  Zahl  die  ihr  zukommende  Position 
zu  ertheilen,  muss  ihr  Abstand  von  zwei  rechtwinkligen  Coordina- 
tenaxen  gegeben  sein,  wobei  ^ie  Einheit  1  das  Mass  für  die  relative 
Lage  abgibt.  Bezeichnen  nun  a  und  h  die  beiden  Coordinaten  der 
Position  von  a  -f-  &  ]/ —  1 ,  so  werden  dieselben  durch  die  Substi- 
tution r  (cos  9  -|-  sin  9?  ]/ —  l)  in  Polarcoordinaten  verwandelt. 
Dabei  bezeichnet  r  den  Radiusvector  der  Position  oder  den  Abstand 
vom  Nullpuncte,  auch  wohl  die  Richtungssumme  der  Zahl  «  +  ?>  ]/ — 1 
genannt,  der  Winkel  9  den  Abstand  der  Richtung  von  der  reellen 
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Zahlenaxe.  Wird  9  ==  — ,  so  fällt  die  Richtung  mit  der  Ordinaten- 
axe  zusammen,  und  es  verschwindet  der  reelle  Theil.  Die  Ordinaten- 
axe  ist  also  die  Linie  der  imaginären  Zahlen  von  der  Form  h  ]/ — 1 , 
während  von  der  Abscissenaxe  als  der  Linie  der  reellen  Zahlen  aus- 
gegangen wurde.  Dieser  Betrachtung  gemäss  nimmt  das  Zahlen- 
gebiet folgende  Form  an: 

IL  L 


(_3_4)/=:i) 


y=n. 


(3-4>/=l) 


5|/— 1« 


•      •••••  —•6>/=i:«      •      •      •      •      • 

IIL  I  IV. 

Die   Einheiten    der   vier  Hauptrichtungen   des  Zahlengebietes 
und  ihre  Beziehungen  sind  folgende: 
Gauss  Mourey 

L 


Schlömilch     ßiecke 


+  1 

+  1 

+  V-1 

+  i 

—  1 

—  1 

-1/-1 

—  i 

'0 

ll 
h 

1, 


1» 

2 


7t    1 


3 


1. 
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Die  complexen,  d.  li.  die  eine  reelle  und  imaginäre  Grösse 
umfassenden  Zahlen,  haben  ihre  Benennung  von  Caucliy  erhalten, 
während  Gauss  sie  „laterale",  Mourey  „Richtungszahlen" 
(nombres  directives)  nennt.  Man  ersieht  leicht  aus  dem  obigen 
Schema,  dass  die  lateralen  Zahlen  die  vier  Quadranten  I.  II.  III.  IV, 
in  indirecter  Drehungsrichtung  erfüllen.  Aus  den  Moivre'schen 
Formeln 

(r  cos  q)  -{-  r  sin  9  )/ —  l)'*  =  r"  cos  n(p  -\-  r'*  sin  nq)  ]/ —  1 
und 


(r  cos  (p  -{-  r  sin  9  ]/ —  l)  "  =  r'^  cos  —  -j-  r"  sin  —  ]/ —  1 


ergibt  sich  weiter,  dass  Potenzirung  und  Radicirung  der  Zahlen 
gleichbedeutend  ist  mit  Multiplication  und  Division  des  Drehungs- 
winkels ihrer  Richtung.  Für  die  Richtungs summe,  also  den  Radius 
vector,  ist  die  Potenzirung  oder  Radicirung  eine  unmittelbare,  indem 
r"  aus  r  hervorgeht.    Z.  B.  sei 

a  +  h  y^^  =  +  2  +  y^=^,    r  =-  ]/5. 
Es  ist 

und  die  neue  complexe  Zahl  liegt  in  einer  Richtung,  welche  den 
doppelten  Winkelabstand  von  der  Axe  der  reellen  Zahlen  hat  im 
Vergleich  zur  gegebenen  complexen  Zahl  2  +  ]/ —  1 .  Das  Quadrat 
wird  algebraisch  durch  Potenzirung  gebildet  oder  goniometrisch 
folgendermassen. 

Es  sei  2  ==  r  cos  9 ,     1  ==  r  sin  9 , 

so  ist  r^(cos  (p^  +  sin  9-)  =  r-  =  5. 

Der  reelle  Theil  des  Quadrates  ist  nun 

7^  cos  2(p  =  r\2  cos  9-  —  1)  =  8  —  5  =  3, 
der  imaginäre  Theil 


r^  sin  2(p  ]/ —  1  =  2r^  sin  9  cos  (p  ]/ —  1  =  4  ]/—  1, 

mithin  das  Quadrat  +  3  +  ^Y^^. 

Da  die  Richtungssummen  sich  bei  der  Potenzirung  in  geome- 
trischem Verhältnisse  ändern,  während  die  Winkel  dies  in  arith- 
metischem Verhältnisse  thun,  so  liegen  sämmtliche  Potenzen  einer 
complexen  Zahl  auf  einer  durch  die  Grundzahl  und  die  +  1  gehen- 
den logarithmischen  Spirale.  Wenn  aber  aus  der  Poteuzirung  der 
complexen  Grösse  zwei  der  Grössen 
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+  1,  +■/-!,  -1,  -•/-! 
hervorgehen  können^  was  immer  der  Fall  ist,  wenn  die  Richtungs- 
summe ]/a^  +  ^^7  auch  Modul  genannt,  gleich  1  ist,  so  geht  die 
logarithmische  Spirale  in  einen  Kreis  über,  der  durch  die  vier  Punkte 

+  1,  +V^^,  -  1,  -•/=! 

geht.    Hieraus  lässt  sich  folgende  geometrische  Construction   der 
Wurzeln  der  binomischen  Gleichung 

x^  —  yi  =  0 

herleiten. 

1.  Beispiel,     x^  —  1  =  Oj  x  =  ]/+  1?  ^  =  5,  m  =  1 . 

Man    construire    um    den  Mittelpunct    der   Zahlenebene   einen 
Kreis  mit  dem  Radius  1. 


/  i^jt 


Fig.  1. 


Den  Kreisumfang  theile  man  in  fünf  gleiche  Theile  von  (+  1) 
ab.    Dann  sind  die  Positionswerthe  der  Wurzeln: 


I. 
IL 
III. 
IV. 


C.1  =  I  (-  1  +  1/5  +  V-1Ö~~  2  j/ö)  ==  X,, 
«2  =  -i-  (-  1  —  ]/5  +  V—10  +  2  yE)  =  X, , 
«^  -  ^  (—  1  —  1/5  —  l/ITio  +  2  1/5)  =  x^, 
«*  =  4-  (-  1  +  1/5  -  yiTio  -  2  1/5)  =  ^5, 


V:  «^  =  1  =  :x;^ . 

Ebenso  kann  man  beginnen  mit  der  complexen  Wurzel  a^  und 
also  um  den  Winkel  — -  fortschreiten,  wie  folgt: 

(a^y  =  x,,    (a^y  =  a'  =  x,,    (a^  =  a' =  a' =  x,, 

(«2)4  _  ^8  _  ^3  _  ^^^       ^^2y  _  (^5)2  _  ^^  ^ 


65.     Geometrische  Auflösung  der  Binome. 
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2.  Beispiel,     x^ -^  1  ==  0 ,     a:  =  -|/—  1,    n  =  3, 


m 


Man  construire  einen  Kreis  mit  dem  Radius  1  und  theile  ihn  von 
(+  1)  aus  in  sechs  gleiche  Theile,  d.  i.  den  halben  Kreis  in  drei 
Theile. 


I 


Fig.  2. 

Die  Positionswerthe  der  Wurzeln  sind 


I. 
IL 

in. 


yzTi^^^^  +  ^y: 


a^=  —  1 


«^  =  4-  — vV-^==^3- 


2  2 

Ebenso  kann  man  beginnen  mit  der  complexen  Wurzel  a^  und  in 

5 
ungeraden  Vielfachen  des  Winkels  —  jt  fortschreiten,  wie  folgt: 


3.  Beispiel.  x^  —  Y^^  =  0,  x  =¥]/— 1,  oi  =  4:,  m  =  4. 
Man  construire  einen  Kreis  mit  dem  Radius  1  und  theile  den 
vierten  Theil  des  Kreises  in  vier  gleiche  Theile. 


Fig. 
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Die  Positionswerthe  der  Wurzeln  sind 


Man  kann  auch  beginnen  mit  der  complexen  Wurzel  X2  =  a^, 
wie  folgt: 


I. 

IL 

III. 

IV. 


4.  Beispiel. 


^4 ;     («^  j      =  «^  =  ^Tj . 


^*  +  ]/—   1  ==  0  . 

Man    construire    einen   Kreis    mit    dem   Radius  1    und    theile    drei 
Viertel  des  Kreises  in  vier  gleiche  Theile. 


■f-\V^ 


Die  Positionen  der  vier  Wurzeln  sind  die  Punkte  I.  II.  III.  IV. 


§  QQi.    Geometrisclie  Interpretation  der  Cotesisclien  Formeln.*) 

Substituirt  man  in  den  vier  Cotesischen  Formeln  —  für  x,  so 
erhält  man,   nachdem   mit  a"   multiplicirt  ist,   für   ein   gerades  n 


*)  Schlö milch,  Handbuch  der  algebraischen  Analysis.    §  55. 
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a?"  —  a" 
==  {x^  —  oF)  (x^  —  2ax  cos  —  jt  -\-  a-\  (x-  —  2ax  cos  —  tc  -\-  a-y- 

• ' '  (x^  —  2ax  cos ;r  +  «^  | ;         (1) 

für  ein  ungerades  n 

x'^  —  a" 

=  (^  —  d)  (x^  —  2ax  cos  ~  7t  -{-  a-\(x^  —  2  ax  cos  ~  tc  -\-  a~\  -  -  - 

f  '•'  fx^-  2ax  cos  ^^  :^  +  «')  ;  (2) 

für  ein  gerades  n 

■X''  +  a" 

=  lx~  —  2ax  cos  —  jr  +  a'\(x^  —  2ax  cos  —  jr  +  a^  J  •  •  • 

•  •  •  (x'^  —  2ax  cos 7t  +  a-\  ;  (3) 

und  für  ein  ungerades  n 

x'^  +  a" 

=  {x  -\-  a)  Ix^  —  2ax  cos  —  ti  -\-  a^\lx^  —  2ax  cos  —  7t  -\-  a~\  •  •  • 

•  •  •  (x^  —  2ax  cos  ^~    7t  -\-  a^\.         (4) 

Diese  vier  Sätze  lassen  sich  auch  geometrisch  interpretjjen  und 
in  dieser  Gestalt  wurden  sie  zuerst  von  Cotes  aufgestellt.  Theilt 
man  nämlich  die  Peripherie  eines  Kreises,  von  einem  Puncte  Mq 
(Fig.  5)  derselben  ausgehend,  in  2n  gleiche  Theile  und  zieht  von 
einem  beliebigen  Puncte  0  des  Durchmessers  MC  Gerade  nach 
allen  Theilpuncten,  so  ist  das  Product  aller  Strahlen  von  geradem 
Index:  OM^  .  Oill,  .  OM^  .  .  .  =  'ClC  —  CÖ\  wenn  der  Punct  0 
innerhalb  des  Kreises  und  =  CO  —  C31  ,  wenn  er  ausserhalb 
desselben  liegt;  das  Product  aller  Strahlen  von  ungeradem  Index 
OM,  .  031,  .  OM,  .  .  .  =  ÖÖ"  +  CTf  in  jedem  Falle. 

Es  möge  der  Fall,  wo  der  Punet  0  ausserhalb  des  Kreises 
gelegen  ist,  zuerst  betrachtet  werden,  weil  er  sich  unmittelbar  an 
die  Formen  der  Gleichungen  (1)  (2)  (3)  (4)  anschliesst. 

Für  CO  =  x,  CM=  a  ist  in  Fig.  5 

ÖJ^'  =  ÖP'  +  11^'  ={x  —  a  cos  FCM.y  +  {a  sin  PCM.f 
=  x'-2axFC3I,  +  a'. 

Matthiössen ,  Grundzüge  d.  ant.  u.  mod.  Algebra,  14 
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Da  aber  der  Kreis  in  2n  Theile  getheilt  ist,   so  folgt  daraus 
PCM^  =:|^  =  -  TT  und 


'2n 


Fig.  5. 


Ebenso  findet  man  die  Werthe  von  OM2  ,  OM^  u.  s.  f.,  wenn 
man  statt  des  Winkels  FCM^  nacli  der  Reihe  FCM^j  PCM^  u.  s.  f. 

2  3  .  1 

also  —7t,  —  jr,  u.  s.  w.  an  die  Stelle  von  —  tc  setzt.    Es  ist  über- 
haupt 

OMk^  =  x^  —  2  ax  cos  —  7t  -j-  a^ . 

Da  der  Kreis  in  eine  gerade  Anzahl  gleicher  Theile  getheilt 
ist,  so  entspricht  jedem  nach  einem  Puncte  in  der  oberen  Hälfte 
gehenden  Strahle  ein  anderer  ihm  gleicher  in  der  unteren  Hälfte. 
Es  ist  deshalb  allgemein  OMk  =  0M2n-k  und 


GM,  ==  OM,  .  OM, ,     OM2  =  OM2 .  OM^ ,  u.  s.  f. 
Mithin  wird  allgemein 

OMk  .  0M2n-k  =  x^  —  2ax  cos  —  7t  +  a^ . 

Da  OMq  =  0M2n  ist,  so  erhält  man  für  ^=0,  03I(^=x  —  a 
und  für  Je  =  n,  03In  =  x  -\-  a. 

1.    Setzen  wir  Ic  =  0 ,  2,  4,  ...  n,    wobei  n    gerade    ange- 
nommen wird,  so  erhalten  wir  durch  Multiplication  aller  Gleichungen 

0M,.0M2.0M^.0M,.,.03In-2.0Mn 
=  (x  —  a)fx^  —  2axcos^7t-\-a^\  •••  fx^  —  2ax'^-^-^7t  +  aA{x-{-a), 

also  nach  Formel  (1) 
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Wenn  n  ungerade  ist,  so  setze  man 

fc  =  0,  2,  4,  . . .  («  -  3),  (w  -  1) 
und  man  erhält  gemäss  Formel  (2) 

OMo .  OM., .  OM^  .  . .  OMn-i  =  a;»  -  a". 
Demnacli  ist  jederzeit  das  Product  der  Strahlen  von  geradem  Index 
gleich  ÖÖ"  —  ciir". 

2.    Für  ein  gerades  n  setzen  wir  in  (1)  Z;  =  1,  3,  5,  .  . .  n  —  1. 
Durch  Multiplication   aller  entstehenden  Gleichungen  erhalten 
wir  alsdann 

OM^  .  OM^  .  03/5  .  .  .  OMn-3  .  OMn-l 

=  (x-  —  2ax  cos  —  ;r  +  aA  (x^  —  2ax  cos  —  :r  +  a^  •  •  • 

•  •  •  (x^  —  2ax  cos  7t  +  fl- 1  =  x"^  ~\-  a" . 

Für  ein  ungerades  n  nehme  man  h  =  1,3,  6  .  .  .n  und  be- 
achte, dass  OMn  =  X  -{-  a  ist.    Dann  resultirt 

0M,.03I^.03I^...0Mn-2.0Mn 

=  (x'^  —  2ax  cos  —  ::r  -f-  a^\(x'  —  2ax  cos  —  7t  -{-  a^\  -  -- 

"  '  (x^  —  2ax  cos  ^^~    7t  -f-  ö^" )  (^  +  ö^)  =  ^"  +  ^"  • 

Mithin  ist  immer  das  Product  der  Strahlen  von  ungeradem  Index 
gleich  CO''  +  CTr. 

Wenn  der  Punct  0  im  Innern   des  Kreises   genommen  wird, 
so  ändert  sich  nur  die  Betrachtung  in  1.   Statt  dass  oben  03Iq=x — a 

war,  wird  es  jetzt  a  —  x.    Die  Functionen  x^  —  2ax  cos  —  7t  -{-  a^ 

ändern  ihre  Werthe  nicht  und  es  besteht  daher  der  ganze  Unterschied 
darin,  dass  in  den  Producten  das  erste  Glied  a — x  ist.  Dies  reducirt 
sich  aber  leicht  auf  den  obigen  Fall,  wenn  man  —  {x  —  a)  für 
a—x  setzt.  DerWerth  des  Products  ist  dann  entsprechend  —(x^ — a"), 
d.  h.  a"  —  a;"  =  C3I  —  CO  ,  wie  im  Anfange   behauptet  wurde. 


14^ 
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III.    Die  irredu(ftibeln  Gleichungen. 
§  67.   Die  algebraisclie  Auflösung   der  irreductibeln  Gleicliuiigen. 

Es  existirt  eine  Klasse  von  algebraischen  Gleichungen  von 
der  Beschaffenheit,  dass,  wenn  ihre  reellen  Wurzeln  in  imaginärer 
Form  erscheinen,  für  ein  ungerades  n  sämmtliche  Wurzeln  reell 
sind,  und  für  ein  gerades  ot  entweder  sämmtliche  Wurzeln  oder 
nur  zwei  reell  sind.  Solche  Gleichungen  werden  irreductibel  genannt 
und  ihre  allgemeinste  Form  ist 

1  \     0    J  n  ^     2   \     1     J  n^ 

Setzt  man 

y^^.x  =  eos0,    P=2cosM^]/(^|^   , 

so    erhält    man    eine    Gleichung,    welche   die    Beziehung    zwischen 
dem  Cosinus  eines  Winkels  und  seines  n  fachen  ausdrückt,  nämlich 

2«-i  cos^'^  -  2^-3  y  r  "'  ^\  cos ^"-2  +  2--^  yC^^)  ^^^ ^"~* 

=  cos  n^ . 

Die  Wurzel  dieser  und  der  vorigen  Gleichung  ist  offenbar 

iT  =  cos  <0  =  --  (cos  n^  -\-  sin  n^  ]/—  2) "" 


2    V    2^ 


+  Y  (cos  n0  —  srnn^Y—  z) 


wobei  p  immer  als  positiv  betrachtet  werden  soll. 

Dabei   sind    zwei  Fälle    zu  unterscheiden,  je  nachdem  »^  un- 
gerade oder  gerade  ist. 

Ist  n  ungerade,  so  ist 


.=i/r^±P+|]/'p^-4(-fy 

Ist   n  gerade,    so    ist  das   letzte   Glied  der    goniometrischon 
Reihe  ein  Theil  des  Absolutgliedes  P  und  zwar 
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±^(i) 


je  nachdem  n  von  der  Form  4wi  oder  4)ji  -\-  2  ist. 
Demgemäss  ist  für  ein  gerades  7i: 


--^l/i^±©Vi}/p^±4P(fy 


+vr-q7|p±(ff-i]/p^±4p(if, 


je  nachdem  n  von  der  Form  4m  oder  4w  -j-  2  ist. 

Die  algebraische  Auflösung  kann  nur  in  der  Weise  bewerk- 
stelligt werden,  dass  man  ausgeht  von  der  Bemerkung,  dass  von 
einer  complexen  Function  f[x  +  y  ]/ —  l) 

das  Real      =^f{x  +  y  j/-^)  +  |  f{x  -  y  V^^) , 

das  Lateral  =^f{x  +  y  V^^)  —  y  f{x  -  y  V— ^) 

ist,  wo  X  und  y  reelle  Grössen   sind,  unter  denen  y  auch  gleich 
Null  werden  kann.    Man   substituirt  in  der  gegebenen  Gleichung 

1  /     t      t/ — 7^    I    1      ^'  + 1)'^ 


2    \™      .      c/    r  -/      '       2 


X  +  y 


und  sucht  eine  Resolvente  m  x-\-y  Y —  1  zu  erhalten.  Hat  mau  dar- 
aus einen  Werth  von  x  -\-  y^  —  1  gefunden,  so  ist  das  Real  hier- 
von eine  Wurzel  der  Gleichung. 

1.  Beispiel.     Aufzulösen 

x^  — px  -\-  q  =  0 . 

Man  substituire  die  identische  Gleichung 


^  ^  X  -\-  y  y—1 


Dies  gibt 


0=(x+yV~iy+3{x'^  +  y^{x+yV=l)+3^^^ 


(x^  +  yr 


x+yV-l      (x+yV-lf 


4p  {x  +  yV-1)-  4p  ^f±|l.  +  Sq 
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m 

Unter  der  Annahme 

3{x^  +  t/)  —  4:p=0 

erhält  man  eine  Resolvente  vom  sechsten  Grade,  v\^ eiche  sich  auf 
eine  quadratische  reduciren  lässt,  nämlich 


Hieraus  findet  man 

3 

X 


+  2/  y- 1  =  2  Vi  y -1 2  +  ij/g^-^y  =  2  Vr.  u. 


Ist  q^  —^  p^  negativ,  so  ist  y  reell.   Andrerseits  erhalt  man 


27 

^2  -j-  ^2  3 


, ,„2  __!_    „2  o    P 


=  2^1^1^-12-  |l/?^17  =2  Vr-.. 

Man    findet    nun    x   entweder    aus    der   halben    Summe    von 
X  -\-  y  y —  1  und  x  —  y  ]/—  1  oder  auch  mittels  Anwendung  der 

beiden  Gleichungen  für  das  Eeal  und  Lateral.    Da  ]/l  drei  ver- 
schiedene Werthe  hat,  nämlich 

so  ist 

3 . 

^,  =  Real2l/-|ä+|}/< 


<f  -  ^P' 


v-^ü+w^'-^.p'+v-U-W^'-^^^'' 


oder  kürzer 

X 


j  =  /«  +  &]/-  1  +  y«  _  jy"—  1 
=  (i  «I  +  Y2/1  y=~i)  +  (I  ^1  -iviV^; 

X,  =  Real  2  (- 1  +  -i-  V^  ^/7+hy^ 
=  (- Y  +  ||/=^)>/a  +  &l/=^ 
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,    =  Iteal  2  (-  I  -  ^y^Va  +  hV^^ 

+  (-  Y  +  Y  y^  fa  -  b  V=J  =  -  -^^  X,  +  ^y,  VS . 

Die  Wurzeln  sind  also  sämmtlicli  reell,  wenn  es  y  ist  (casus 

irreductibilis).    Ist  ^^  —  —  j/   positiv;  so   hat   die   Gleichung  eine 

reelle    und    zwei    complexe  Wurzeln.    Die    Coefficienten    der    ge- 
gebenen Gleichung  sind  also 

^i  +  ^'2  +  ^^3  =  ^i  — -y  ^1  -"i^i  y^  -  y  a;^  +  -yi|/3  =  0, 
X, oo^  +  x,x^  +  x,x^  =  —-^  (x,^  +  y^)  =  —p, 

X^X^X^  —  ^i(T  '^^  4   ^1    )  —  ^* 

Bei  Einführung  der  oben  angenommenen  kürzeren  Bezeichnung 
erhalten  wir  die  Wurzelformen 

x^=      u  -\-  Vj 
X2  =  J^u  -{-  J^v 

2.  Beispiel.     Aufzulösen 

x"^  —  px^  +2  =  0- 
Man  substituire  wiederum 

.  =  !(.  +  , V^)  +  ^-^!i£=. 

Die  Gleichung  verwandelt  sich  dadurch  in  das  Aggregat 

0={x+yV^=^y  +  4(^^  +  2/'^)  {x  +  yV^y-  +  6{x^^  +  yf 

{x  +  yY—iy        (x  +  yV—l) 
-  Sp  (x'  +  y^)  -  4p     ^"^^,J^..  +  16g. 

Unter  der  Bedingung  x^  +  y'  =  p  folgt  daraus  die  reducirte 
« Gleichung 

{x  +  2/1^^1)*  +  (162  -  2/)  +  ^^_^fy-^y  =  0. 
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Hieraus  findet  man 
(x  +  yV=^T  +  (16g  -  2f)  (x  +  yV^^T  +  ?/  =  0, 

Ist  2^  —  4g  (y|  negativ,  so  hat  die  Gleichung  entweder 
vier  oder  nur  zwei  reelle  Wurzeln,  je  nachdem  q  positiv  oder 
negativ  ist.  Es  hat  nämlich  y  1  die  vier  Werthe  1,  +  ]/—  1,  —  1, 
—  ]/l .     Ist  nun 

1)   (--]   >  —  g  und  g  positiv,  so  ha-t  Gleichung  vier  reelle 
Wurzeln  in  complexer  Form  (casus  irreductibilis)  und  zwar  ist 


X  =-  Real2  yi  .Va  +  l)  /-  1  , 
folglich 


^i==Real2y^  hy-li  =  Va  +  hY^^  +  Va  -hY^  =  u  + 1;, 

~y'^^^ya  —  hy^^=au-{-a^v, 


^3  =  Real-2ya  +  5l/— l  =  -ya  +  6]/-  1  -Ya-hy-  1 

=  —  tt  —  V  , 


x^=Txe-ä\-2y—  iva+hy- 1  =  -  y  ~  iVa+hy-  1 

2)  q  negativ:  zwei  reelle,  zwei  complexe  Wurzeln; 

3)  (~\   <^q  und  q  positiv:  vier  complexe  Wurzeln. 

3.  Beispiel. 

x^  —  ]}X^  +  —  p^x  +  g  =  0 . 
Man  substituire 

und  setze  x^  -]-  y^  =  —  |;.    Man  findet  alsdann 

o 
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Ist  nun 

1)  "^(^P)  >S^7   so  hat  die   Gleichung  fünf  reelle  Wurzeln 

(casus  irreductibilis).    Ist  a  die  erste  complexe  Wurzel  von  yT, 
so  ist 

X,  ==ccVa  +  h  y^ + «Va  —  h  ]/=n;, 

^^  =  «^  Va  +  h  y^^^  +  «^"F'a  —  &  V^^, 

^^  =  «3  f/^  _f_  5  yzri  +  ß2|/^  _  ^  yzTi  ^ 
^5  =  «^  Kr+T]7^  +  aVa  —  iy^^. 

Diese  Wurzelformen  entsprechen  ganz  denen  des  irreductibeln 
Falles  der  kubischen  Gleichung  und  zwar  ist  mit  derselben  ab- 
gekürzten Bezeichnung 

^'i  =      ^fc  +  V , 
ii'g  ==  «'^««  +  «^t;, 

2)  Ist  4  ( -7- jA   <(fi    so    hat    die    Gleichung  eine  reelle  und 

vier  complexe  Wlirzeln. 
4.  Beispiel. 

x^  —  px^  -{-  -^ir-JO^  -|-  r^  =  0 . 
Man  findet  xr  -\-  if  =  --  p   und 


+,y=i==2^]71i,_(iy+^|/2.+42(fy=2Vr.", 
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6 


_,y=T=2f^l7-|2-(fy-|]/2^+4!z(|)=2fT■^- 

1)  Ist  q  negativ  und  g*'^  +  4g  l^\   <  0,  so  hat  die  Gleichung 
sechs  reelle  Wurzeln  (casus  irreductibilis). 

2)  Ist  q  negativ  und  q^  +  4:q  K  j  >  0,  so  hat  sie  zwei  reelle 

und  vier   complexe  Wurzeln. 

3)  Ist    dagegen    q  positiv,  so  hat  die   Gleichung   sechs    com- 
plexe Wurzeln. 

Die  Werthe  von  y  1    sind 

Für  den  irreductiblen  Fall  ist  nun 


X 


Real  2^lVa-\-hy--l, 
also 


Xa    • 


aVa  +  h  Y—  1  +  a^Va  —  h  Y—  1  =  au -\-  a^v , 


x^  =  a^}^a  +  hY—  '^+cc'^^ci  —  hY--^  =  ci^u  +  a^v , 

6, 


x^  =  —ya-{-h  Y—  l~ya  —  bY—^=  —  u  —  v 


x^  =cc^Va  +  h  Y—  l  +  a^Va  -hY-  ^  =-  «w  -  a^v, 

S .  6/ 

^^  =  cc^Ya^h  Y—  1  +  a    Ya  —  h  y  —  1  =  —  a^u  —  a^v . 
Die  sechs    reellen  Wurzeln   sind  demnach  paarweise  einander 
gleich  vom  entgegengesetzten  Vorzeichen. 

IV.    Die  Gleichungen  mit  mehreren  gleichen  Wurzeln. 

§  68.    Von  den  Kennzeichen  und  der  Bestimmung  der  gleichen 

Wurzeln. 

Wenn  eine  Gleichung  mehrere  gleiche  Wurzeln  besitzt,  so! 
können  dieselben  aus  dem  Polynom  ausgeschieden  und  dies  dadurch! 
auf  einen  niedrigeren  Grad  reducirt  werden.    Das   Vorhandensein 
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gleicher  Wurzeln  erkennt  man  an  der  Beschaffenheit  der  Differenzen- 
gleichung der  gegebenen  Gleichung.  In  §  19  ist  gezeigt,  dass, 
wenn  die  gegebene  Gleichung 

fix)  =  0 
ist,  die  Gleichung  ihrer  Differenzen  ihren  Ausdruck  findet  in 

fix) + f"{x)  j^  +nx)  j-^  +  •  •  •  +  ^»-^  =  0 . 


^  Wenn   demnach   einer   der  Wurzelwerthe  von  z  verschwinden 

soll,  so  muss  auch 

sein.  Folglich  hat  die  gegebene  Gleichung  gleiche  Wurzeln,  wenn 
das  Polynom  f(x)  und  ihre  erste  Derivirte  einen  gemeinschaftlichen 
Factor  haben.  (Theorem  von  Hudde.)  Dabei  können  mehrere 
Fälle  eintreten:  erstlich  kann  eine  Wurzel  z.  B.  cc^  zwei  oder  mehrere 
Male  vorkommen,  die  übrigen  Wurzeln  aber  alle  untereinander  un- 
gleich sein;  zweitens  können  ausser  x^  auch  noch  andere  Wurzeln 
x^j  x^  u.  s.  f.  verschiedene  Male  vorkommen,  so  dass  man  hat 
f{x).  =  {x  —  x^'^ix  —  X2y  {x  —  x^)y  (x  —  X^)'  "  =  0  . 
Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  in  diesem  Falle  die  Derivirte 
immer  nur  theilbar  ist  durch 

(x  -  x,y-^(x  -  x,y-^(x  —  x,y-K 

Es  sei  die  variirte  Gleichung 

f(x)  =  f(y  +  ^)  =  i:y  +  ^  —  oc,){y  +  z  -  x^) . . .  (y  +  0  -  Xn) . 

Ordnet  man  nach  Potenzen  von  y,  so  wird  nach  §  5  auf  der 
linken  Seite 

auf  der  rechten  Seite 

^-i-[{z-X,)(z  —  Xsy"{2  —  Xn)+{0  —  X,yß—X^y"{2  —  Xn)+-]y+-" 

Setzt  man  jetzt  die  Coefficienten  von  y  einander  gleich   und 
X  an  die  Stelle  von  0^  so  ergibt  sich 

f{x)  =  {x—X,^(x  —  X^)   'ix-Xn)  +  --+(x  —  X,){x  —  X.,)'"{x—Xn)+ 
\-(x  —  Xj){x  —  X2)'-'(X  —  Xn-l)  j 

in  welcher  Summe  von   Producten  jedesmal  ein  Factor  {x  —  Xk) 
fehlt.    Wenn  also  alle  Binomialfactoren  verschieden  sind,  so  können 
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fix)  und  f{x)  keinen  gemeinschaftliehen  Factor  haben.  Man  kann 
ferner  jenen  Ausdruck  von  f{x)  in  ein  Product  verwandeln, 
nämlich 

fix)  =  {X-X;)ix--X.^  .  .  .  ix~Xn)\--^  +  ^  i^H h^^TZ^I  • 

Hat  dann  fix)  a  Factoren  x  —  ^i,  ß  Factoren  x  —  X2,  y  Factoren 

X  —  x^  y  SO  ist 

fix)  =  ix  —  Xj)"ix  —  x^y  ix  —  x^y  ix  —  x^  "  '  ix  —  Xn) 

In   diesem  Falle    wird  nun,    wie  klar  ist,  fix)  theilbar  sein 
durch 

ix  —  x^^'-^ix  ~  x.^^-^(x  —  x^y-^ , 
imd  dies  ist  der  gemeinschaftliche  Factor  von  fix)  und  /"  ix).    Geht 
man  in  dieser  Schlussfolge  weiter,  so  hat  offenbar 

fix)  die  Factoren  (x  —  ^J^-^  (^  —  ^^/-^  ix  —  ^3)^-% 
f"\x)  die  Factoren  ix  —  x^""-^  [x  —  ^gX"^  (^  —  ^a^'S' 

u.  s.  w. 
f"ix)  die  Factoren  ix  —  Xj)"-'''  ix  —  x.^^-"^  {x  —  x-^y-''\ 
so  lange  «,  /3,  7  >  m  sind.  Verschwindet  einer  der  Exponenten, 
so  bestimmt  m  die  Anzahl,  wie  oft  eine  der  gleichen  Wurzeln  vor- 
kommt. Wenn  man  demnach  z.  B.  x  =»  x^  in  die  Derivirten  ein- 
setzt, so  verschwindet  fix^)j  sobald  ^^  «mal  vorkommt.  Ebenso 
bei  den  übrigen. 

§  69.    Zerlegung  eines  Polynoms  in  andere,  welche  lauter  ungleiche 
Factoren  besitzen*). 

Es  sei 

fix)  =  x,x,'x,\..x„r, 

wo  X^  das  Product  aller  Binomialfactoren  bezeichnet,  welche  njir 
einmal    vorkommen,    Xg    das    Product   aller    derjenigen,    welche 
zweimal   vorkommen,   u.  s.   f.      Wenn    dann   fix)  den  grössten 
gemeinschaftlichen  Divisor  von  fix)  und  fix)  bezeichnet,  so  ist 
fix)  =  X,X,'X,\..Xm^^^-K 
Ferner   sei  f\x)  die  Derivirte  von  fix).    Wenn  wieder  ^C^) 


*)  Hymers,  Theory  of  equations.    §  6J]. 
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den  grössten  gemeinschaftlichen  Factor  von  f^  (x)  und  fi(x)  bezeichnet, 
wird  sein  * 

.       f,(x)  =  X,  X/  X/  . . .  X„,'"-'. 

Indem  man  nun  immer  so  fortfährt,  kommt  man  schliesslich 
zu  der  Gleichung 

fm—l  (^)  =  ^m  • 

In  Folge   dieser  Betrachtung  gelangen  wir  zu  folgenden  Be- 


Ziehungen: 

X2  Xg   .  .  .  Xm—1  Xni  =  (pi{x)  } 

Xg  X3  .  .  .  Xm-^l  Xm  =  (p2  (x)  , 

X3  .  .  .  Xm—i  Xm  =  9)3  {x)  , 

4-1  (^) 

Xm-i  X,n  =  (pm—lipc)  , 

4-1  (^) 

4(^) 

X,„  =  (fmipc). 

Daraus  folgt 

9^1  (^)  _  V 

Die  Auflösung  der  gegebenen  Gleichung  ist  so  zurückgeführt 
auf  die  Auflösung  der  Partialgleichungen 

X,  =  0,    X,  =  o,...x,„  =  o. 

Das  Schema  der  auszuführenden  Rechnungen  kann  folgender- 
massen  aufgestellt  werden: 


f{x):f{x)  = 

-fA^), 

9'iW 
^1) 

• 

ff^{x) 

/■■W:/;»  = 

=  ü{A 

X2 , 

• 

<p^{x) 

h{x):f.;{x)- 

=W), 

fM--a^)- 

=a<^), 
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f,n-2  (OO)  :  f[n-2  (x)  ==  f,n-\  (x) ,  X^__i  , 

fn,-i  (X)  :  f'm-1  (X)  ==  fm  {x)  ,  Xm  . 

Die  beiden  letzten  Verticalreilien  stellen  die  Quotienten  der 
voranstellenden  Termen  dar,  zwischen  deren  Horizontalreihen  sie 
einzeln  liegen.  Jede  der  Functionen  X^,  X^  .  .  .  Xm  zeigt  an  ihrem 
Index  die  Anzahl  an,  wie  oftmal  die  betreffende  Wurzel  in  dem  Polynom 
vorkommt.  Ist  eine  dieser  Functionen  gleich  der  Einheit,  so  deutet 
dieses  an,  dass  von  diesem  Grade  der  Vielheit  überhaupt  keine 
Binomialfactoren  in  der  Originalgleichung  enthalten  sind. 

1.  Beispiel. 

f(x)  =x'-  lx'—2x'+nSx'-2ö9x^—S3x'+612x^-10Sx—A32. 

Es  ist 

fXx)=Sx''-A9x'-12x'+b90x^—103ßx^—249x^+1224x-108, 
fXx)  =  x^  —  Ix^  +  13a;2  +  3^  —  18  , 
f^(x)  =  4.x^  —  21x^  +  26X  +  6, 
f^{x)  =  x  —  3, 

Ux)  =  1  . 

f(x)  :  f,(x)  =  cp,{x)  ==x^~-  15:x;2  _j_  lo^  4.  24  , 
fi(x)  :  f2(x)  =  92  W  =  x^  —  4x^  -jr  X  +  6  , 
f2ix)ifs{x)  =  (p^(x)  =  x  —  3. 
g),lx)  :  g).,(x)  =  X^  =  X  +  4  , 
(P2(x)  :  (p^{x)  =  X2=x^  —  x  —  2  , 
(Ps(x)  ■--=  Xs=-=x  —  3. 

'  Hieraus  folgt  die  Factorenzerlegung  des  Polynoms  f{x)  in 
(x  +  4)(^2  _  ^  _  2)\x  —  3f  . 

2.  Beispiel. 

f(x)  =x^-12x'^  +  b3x'-9x^  +  2i2x^-lö3x'^-108x+10S^0. 
f\x)  =  ^x'  —  84^«  +  318^^  —  36^3  +  636^^  —  306^  —  108  , 
f^{x)  ^x"^  —  Ix^  +  13x^  +  3;^;  —  18  , 
f,\x)=  4x'  —  21^2  +  26X  +  6, 
f2(x)=x  —  3, 

f,(x)^l. 
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fix)   :  f,{x)  =  g),(x)  =  ^*  -  6x'  +  bx^  +  5a;  -  6  , 
f,{x):f,{x)  =  'q>,{x)  =  x'-  4.x'  +  x  +  6, 
fc,{x)  :  f^{x)  =  (p.^{x)  =x  —  ^. 
(p,(x)  :  (p.^(x)  =:  X^  =  X  —  1, 
(p,{x)  :  (ps(x)  =x.2  =  {x  —  2)(x  +  1)  , 
(p^(x)  =  X^  =  x  — 3  , 
Hieraus  folgt,  dass  man  das  Polynom  zerlegen  kann  in 

(x  —  i)(x  —  2y{x  +  iy{x  -  3)3 . 

V.     Die  Gleichungen  mit  rationalen  Wurzeln. 

§  70.    Von  den  Eigenscliaften  derjenigen  numerisclien  Gleicliungen, 
welche  rationale  (commensurable)  Wurzeln  haben. 

Theorem.  Eine  numerische  Gleichung,  in  welcher  die  höchste 
Potenz  der  Unbekannten  den  Coefficienten  1  hat  und  die  übrigen 
Glieder  ganze  Coefficienten  haben,  kann  keinen  rationalen  Bruch 
zur  Wurzel  haben. 

Beweis.     Angenommen  es  sei 

und  oc  =  -g.  Wenn  man  diese  Bruchform  substituirt  und  die  Gleichung 
mit  /^"-^  multiplicirt,  so  würde  sein 

.    ^  ß«-i  +  aa«-i  +  ha^-'ß  -] 1-  s«/3«-2  +  ^/3«-i  =  0 , 

was  nicht  möglich  ist,  sobald  -^  der  auf  seine  kleinste  Benennung 

gebrachte  Bruch  oder,  was  dasselbe  ist,  a  und  ß  relativ  prim  sind. 

Hieraus  folgt  nun,  dass,  wenn  eine  Gleichung  reelle  Wurzeln 
hat,  diese  entweder  ganze  Zahlen  oder  irrationale  sein  müssen. 
Ist  die  Wurzel  die  ganze  Zahl  a,  so  ist 

«"  +  aa''-^  +  6a"-2  -| \-  sa  +  t  =  0 ^ 

und  da  alle  Glieder  mit  Ausnahme  des  letzten  den  Coefficienten  a 
haben,  so  muss  cc  auch  ein  Factor  des  Absolutgliedes  t  sein.  Wenn 
man  also  das  Absolutglied  in  seine  ganzen  positiven  oder  nega- 
tiven Factoren  zerlegt  und  alle  die  möglichen  Factoren  für  x  ein- 
setzt, so  sind  diejenigen  Factoren,  welche  das  Polynom  zu  Null 
machen,  Wurzeln  der  Gleichung. 

Zur  raschen  Auffindung  der  Wurzeln  kann  man  sich  verschie- 
dener Methoden  bedienen,  wobei  man  zur  Vermeidung  erfolgloser 
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Versuche  sich  auch  der  Cartesischen  Regel  zu  erinnern  hat^  dass 
bei  lauter  reellen  Wurzeln  die  Anzahl  der  positiven  Wurzeln  gleich 
der  Zahl  der  Zeichen  Wechsel,  die  Anzahl  der  negativen  Wurzeln 
gleich  der  der  Zeichenfolgen  ist. 

§  71.    Methode  der  Ausschliessung  der  Factoren  des  Absolutgliedes, 
welche  keine  Wurzeln  sind.  • 

Wenn  das  Absolutglied  viele  Primfactoren  und  zusammen- 
gesetzte Factoren  hat,  so  kann  man  mit  Yortheil  erst  viele  Factoren 
als  Nichtwurzebi  ausschHessen.  Zu  dem  Ende  substituire  man  in 
dem  Polynom  x  =  -\-  1  imd  —  1  und  bezeichne  die  Fehler  der 
Gleichung  beziehlich  mit  B^  und  B^.  Diejenigen  Factoren  von  f^ 
welche  positiv  genommen  um  1  vermindert,  keia  Mass  von  B^  und 
.um  1  vermehrt  kein  Mass  von  B^  sind,  können  offenbar  keine 
Wurzehi  der  Gleichung  sein.  Ebenso  sind  jene  Factoren,  welche 
negativ  genommen  um  —  1  vermindert  kein  Mass  von  B^  und  um 
—  1  vermehrt,  kein  Mass  von  B^ ,  als  Nichtwurzebi  ausgeschlossen. 
Bleiben  dann  noch  mehr  Factoren  übrig  als  es  Wurzeln  gibt,  so 
schliesst  man  weitere  Factoren  aus,  indem  man  x  =  -}-  2  und  —  2 
setzt  u.*  s.  f. 

1.  Beispiel. 

a^  —  12a;^  +  47a;  —  60  =  0  ;  (3  positive  Wurzehi). 

60  enthält  die  Factoren  1,  2,  3,  4,  5,  6,  10,  12,  15,  20,  30,  60. 
a:  =  +  1 ;    /•(+!)=       1  -  12  +  47  -  60  =  -    24  =  i?, : 
x  =  —  l-    /-(-  1)  =  -  1  -  12  -  47  -  60  =  —  120  =  i?, . 

Zunächst  ist  weder  +  1  noch  —  1  Wurzel,  da  i?^  imd  B_ 
von  Null  verschieden  sind.     Für  die  übrigen  Factoren  ergibt  sich 

2—1  Factor  von  B^,  2+1  Factor  von  B^, 

^         1         v  V       jj  ^    I     ^         '7  n       n 

4  1  ,,  tt  yf  *^      I       ^  J7  »77 

*^  1  77  77  77  "^       1        J-  7?  77  77 

6—1  Nichtfactor  von  i?i ,     6+1  Nichtfactor  von  B^ , 

8    1  .?  77  V  8    +    1  ,,  „  „ 

Ebenso  sind  alle  folgenden  Zahlen  Nichtfactoren;  demnach 
können  nur  drei  unter  den  Zahlen  2,  3,  4,  5  Wurzeln  sein.  Man 
findet  aber  für 

a;  =  +  2  ,    /•(2)  =  8  -  48  +  94  -  60  =  -  6  ; 
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folglich  ist 

2.  Beispiel. 

x^  —  3x^  —  lOx  +  24:  ==  0  ]  (2  positive  und  1  negative  W.). 
Factoren  sind:  ±(1,  2,  3,  4,  6,  8,  12,  24). 
o;  =  +  1 ,    /•(+  1)  =  1  -  3  -  10  +  24  =  12,  (B,), 
x  =  —  l,    /^(-  1)  =  —  1  —  3  +  10  +  24  =  30,  (il,) . 
Man  schliesse  diejenigen  positiven  Factoren  aus,  vp^elche  um  1 
vermindert    keine    Factoren    von  i?^,    und   um    1    vermehrt    keine 
Factoren    von  i?2  sind;   also    1,  3,  6,  8,  12,  24;   ferner  schliesse 
man   diejenigen  negativen  Factoren  aus,   welche  um  1  vermindert 
kein  Mass  von  i?2?  ^^  —  1  vermehrt  kein  Mass  von  i^j^  sind;  also 
—  1,   — 4,   — 6,  — 8,   —  12,   — 24.     Demnach  können  mög- 
licherweise nur  +  2 ,  —  3 ,   -\-  A  Wurzeln  sein.     Aber  —  2  ist 
keine  Wurzel,  sondern  x^  =  2  j  o^g  =  —  3 ,  iPg  =»  4 . 

3.  Beispiel. 

x'  +  28x^  +  42a;2  —  3452a;  -  19019  =  0  ; 
(3  negative,  1  positive  Wurzel). 

Factoren  sind: 

+  (1,  7,  11,  13,  19,  77,  91,  133,  143,  209,  247  . . .)  . 

Coefficienten:     1     28      42      —  3452      —  19019 

+  1  i  1     29      71      -  3381      —  22400  (=  R,), 
—  1  1 1     27      15      —  3467      —  15552  (=  R,). 

Nichtwurzeln  sind:       7,  13,  19,       77,       91,       133,  u.  s.  f. 

—  11,  -  77,  —  91,  —  133,  u.  s.  f. 
Wurzeln  sind: 

a?i  =  —  7 ,     X2  =  -{-  11,    iTg  =  —  13 ,     0,'^  =  —  19 . 

Wenn  die  Coefficienten  gehrochen  sind  oder  der  Coefficient 
des  ersten  Gliedes  von  der  Einheit  verschieden  ist,  so  sind  auch  die 
Wurzeln  gebrochen.  Man  muss  alsdann  erst  die  Gleichung  in  eine 
andere  transformiren,  deren  Wurzeln  ein  Vielfaches  der  Wurzeln 
der  gegebenen  Gleichung  sind. 

1.  Beispiel. 

x^  —  1—X-  +  -X  —  —  =0,  (3  positive  Wurzeln). 

Matthiessen,  Grundzüge  d.  aut.  u.  mod.  Algebra.  15 


^ 
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Man  setze  x  =  —  y ,  und  löse  die  neue  Gleichung 
%f—  13i/2  +  542/  — 72  =  0 
auf.     Factoren  sind:  1,  2,  3,  4,  6,  8,  9,  12,  18,  24,  36,  72. 
2/  =  +  l;    A+l)=       1-13  +  54-72=         30  (i?,). 


72  = 

?/  =  -  1 ,    /•(—  1)  =  —  1  -  13  —  54  —  72  =  —  140  (J?,) . 
NicMwurzeln  sind:  1,  2,  8,  9,  12,  18,  24,  36,  72. 
Mögliche  Wurzeln  sind :  3,  4,  6 . 


C  oef fielen  ten: 

1 

—  13 

+  54 

-  72 

+  3 

1 

—  10 

+  24 

(0) 

+  4 

1 

-    6 

(0) 

+  6 

1 

(0) 

Es  ist  also 


?/i  =  3  ,     ?/,  =  4  ,     y., 


6: 


X,  = 


Xo    


2.  Beispiel. 
3x^ 


4x^ 


Ux'  -4^  +  3  =  0 


Man  substituire  x  =  -77  y ,  woraus  hervorgeht 


Man  findet 


4y'  -  42i/2  —  36y  +  81  =  0  . 


2/1  ==  1  ;     2/2  ==  -  3  ,    2/3  =  —  3  ,    2/4  =  9 


—   1 


3. 


§  72.    Die  Methode  der  Divisoren  nach  Newton. 

Eine  sehr  practische  Methode,  die  commensurabeln  Wurzeln 
zu  finden,  ist  die  folgende  von  Newton  vorgeschlagene.  Gegeben 
sei  die  allgemeine  Gleichung 

f{x)  =  X''  +  ax^-'^  +  hx""-^  -\ {-  sx  +  t  =  0  . 

Angenommen  a  sei  eine  ganzzahlige  Wurzel,  so  ist 
^  +  5«  +  ra^  +  •  •  •  +  ««"~^  +  «'*  =  0  , 
und  wenn  man  durch  a  dividirt. 


--{-  s  +  ra  -\ \-  aa""-'^  +  a""-^  =  0 . 
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Nun  ist  -    ganzzahlig  und  möge   mit  q^   bezeichnet    werden. 

Setzen  wir  q  an  dieselbe  Stelle  und  dividiren  die  Gleichung  aber- 
mals durch  a,  so  wird 

?Lili  _!_,._] 1_  rta''-3  _[_  ^n-2  ^  0  . 

Wir   setzen   wiederum   ^^  "*      =»  q.y,  d.  i.  eine  ganze  Zahl.    In- 

dem  wir  in  derselben  Weise  fortfahren,   gelangen  wir  schliesslich 
zu  der  Gleichung 

«tl+-^  +  1  =  0. 

Damit  a  eine  Wurzel  sein  könne,  muss  diese  Rechnung  immer 
zum  Reste  —  1  führen.  Zur  Abkürzung  der  nöthigen  Rechnungen 
ist  es  empfehlenswerth,  erst  die  Gleichung  auf  a;  =  +  1  zu  prüfen 
und  die  Grenzen  aufzusuchen,  zwischen  welchen  die  Wurzeln  liegen. 
Für  letzteres  hat  Newton  auch  eine  Methode  angegeben,  welche 
im  nächsten  Paragraphen  mitgetheilt  werden  soll. 

1.  Beispiel. 

ä;3  +  3ä;-  — 8:r+  10  =  0. 
Factoren  des  Absolutgliedes:  +  (2,  5,  10). 

a==  10  5  2—2—5—10 

q^=  1  2  5—5—2—1 

^1  +  (-  8)  =       -  7     —  6     —  3     —  13     —  10     —    9 

^2=—        -—  -  2  — 

^o  +  3=  ___  _  5  — 

^3=  _         —         _  __1  _ 

Deswegen  ist  —  5  die  einzige  commensurable  Wurzel. 

2.  Beispiel. 

x"  +  2\x'  +  131^  4-  231  =  0;  (3  negative  Wurzeln). 
Factoren:  -  (1,  3,  7,  11,  21,  33,  77,  231). 
x  =  -l,    /-(-  1)  =  -  1  +  21  -  131  +  231  =  120 . 

«  =  —3-7-11      -    21     —    33     -    77 

gi  =  —  77     -  33     —    21      —    11     —      7     —      3 

g,  +  (+ 131)  = -f  54  +98  +110  +120  +124  +128 

g.  =  —  18  —14—10     —     —     — 

g.,  +  21  =  +  3  +  7  +  11      -     -     - 

^3  =  -1-1-1 
Die  Wurzeln  sind  also  x^'=  —  3,    a;2  =  —  7,    x.^=^  —  11. 


15 
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§  73.    Methode  der  Aufsuchung  der  Wurzelgrenzen  nach  Newton. 

Um  bei  der  Aufsuchung  der  rationalen  Wurzeln  schneller  zum 
Ziele  zu  gelangen,  ohne  dass  man  die  Prüfung  der  Wurzeln  und 
Nichtwurzeln  auf  alle  ganzen  Factoren  des  Absolutgliedes  auszu- 
dehnen braucht,  kann  man  vorher  die  obere  und  untere  Grenze 
der  Wurzeln  annähernd  bestimmen.  Wir  beweisen  zu  diesem  Zwecke 
das  folgende 

Theorem.  Jede  Zahl,  welche  für  x  eingesetzt,  das  Polynom 
f{x)  und  alle  seine  Derivirten  positiv  macht,  ist  eine  obere  Grenze 
der  positiven  Wurzeln,  und  jede  Zahl,  welche  für  x  eingesetzt,  das 
Polynom  f(x)  und  alle  seine  Derivirten  abwechselnd  positiv  und 
negativ  macht,  ist  eine  untere  Grenze  aller  Wurzeln. 

Um  dies  zu  beweisen,  gehen  wir  aus  von  der  Gleichung 

/■(a;)  =  fi$  +  i)  =  M  +  f{i)\^f\i)  -^  + . . .  +  2,»  =  0 . 

Ertheilt  man  der  Variation  z  einen  solchen  Werth,  dass  alle 
Coefficienten  f(ß)^  f\^^  f'iß)^  •  •  •  positiv  werden,  so  muss  jeder 
Werth  von  y  negativ  sein;  d.  h.  alle  Werthe  ic^  —  z ,  Xc^  —  ^  u.  s.  w. 
negativ.  Deshalb  ist  z  grösser  als  die  grösste  unter  den  Wurzeln 
x^^  Xc^  . .  .  Xn'-^  und  also  eine  obere  Grenze  der  Wurzeln.  Wenn  da- 
gegen alle  Coefficienten  abwechselnde  Vorzeichen  haben,  muss  y 
positiv  sein,  d.  h.  alle  Werthe  x^  —  ^,  x<^  —  z,  u.  s.  w.  positiv.  In 
diesem  Falle  ist  der  betreffende  Werth  von  z  eine  untere  Grenze 
aller*  Wurzeln. 

1.  Beispiel. 

^5  _  5^4  _|_  ^3  _|.  lß^2  _  20^  +  16  =  0  . 

Man  findet 

f{y  +  z)  =  V  -  5^  +  ^^  +  16^2  —  20z  +  16) 
+  (5^^  —  20^^  +  3^2+32^-20)1 
+  (20 z^  -  60^2  +  6^  _j_  32)  ?^  +  (60^2  _  ^20 z  +  6)'^' 

+  (120^-120)1^.^ 
Mithin  ist 
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f{s)  =  z^  —  5^*  +  s""  +  16/-  —  20^  +  16  , 
flz)  =  5^  -  20^3  +  3^2  +  32^  —  20 , 
flz)  =  2(10/  —  30/  +  3^  +  16) , 
f-(^)  =  6(10/ -  20^  +  1), 
r\z)  =  120(^  —  1) . 
Setzt  man  ^  =  6,  so  werden  alle  Derivirten  positiv,  und  setzt 
man  2  =  —  4 ,  so  werden  alle  Derivirten  abwechselnd  positiv  und 
negativ. 

Die  Factoren  des  Absolutgliedes  sind:  +(1,  2^  4,  S,  16). 
Die  commensurabeln  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  können 
also  nur  vorkommen  unter  +  (1,  2,  4).     In  der  That  ist 
x,  =  -'2,  x.,  =  +  2,  ^^3  =  +  4. 

VI.     Die   Gleichungen  mit   bestimmten  Relationen  der 
Wurzeln  untereinander. 

§  74.    Von  den  sogenannten  Reducenten. 

In  vielen  Fällen  kann  die  Auflösung  einer  gegebenen  Gleichung 
auf  diejenige  einer  Gleichung  von  niedrigerem  Grade  reducirt 
oder  von  der  Ausführung  einfacher  Operationen  abhängig  gemacht 
werden,  wenn  entweder  zwischen  allen  W^urzeln  derselben  oder 
auch  nur  zwischen  zweien  der  Wurzeln  eine  gegebene  alge- 
braische Beziehung  stattfindet.  Im  ersteren  Falle  lässt  sich 
die  gegebene  Beziehung  fast  immer  durch  gewisse  Functionen 
der  Coefficienten  der  Gleichung  ausdrücken.  Diese  Bedingungs- 
gleichungen sind  von  mir  in  einer  früheren  Arbeit*)  mit  dem  Na- 
men „Reducenten"  bezeichnet  worden.  Wenn  irgend  welche -dieser 
Relationen  zwischen  den  Coefficienten  stattfinden,  so  reduciren  sich 
z.  B.  die  allgemeinen  quadratischen  Gleichungen  auf  rein  quadrati- 
sche, die  kubischen  auf  quadratische  oder  rein  kubische,  die  bi- 
quadratischen auf  quadratische  Gleichungen.  Die  in  den  vorher- 
gehenden Abschnitten  behandelten  Classen  particulärer  Gleichungen 
sind  specielle  Fälle  der  angegebenen  Art.  So  z.  B.  gilt  für  die 
reciproken  kubischen  Gleichungen  die  Reducente  a^c  —  &^  ==  0,  für 
die  reciproken  biquadratischen  Gleichungen  die  Reducente  a^d—c^=0. 


*)  Die  algebraischen  Methoden  der  Auflösung  der  litteralen  quadratischen, 
kubischen  und  biquadratischen  Gleichungen.     S.  10 — 13.     Leipzig  1866. 
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§  75.    Von  der  Auflösung  der  Gleichungen,  deren  Wurzeln  eine 
arithmetisclie  Progression  bilden. 

Wenn  die  Gleichung 

x^  +  ax-^-^  +  Ix""-^  -\ \-  SX  +  t  =  0 

gegeben  und  von  ihren  Wurzeln  bekannt  ist,  dass  dieselben  eine 
arithmetische  Progression  bilden,  also  von  der  Form 

«,     a  +  ß,     «  +  2/3,     a  +  3^,... 
sind,  so  lassen  sich  diese  auf  folgende  Art  bestimmen. 
Es  ist 

-a  =  i[2«  +  (n-l)^]n  =  n«+*^^^^, 

a^  _  2&  =  «^  +  (a  +  ßf  +  {a  +  2ßf  +  ...  +  [«  +  (,^  _  1)^]^ 
=  na^  +  2[l  + 2 -{-?>-{ ^(^2_  1)]«^ 

=  na^  +  n{n  —  l)aß  -{-\{2n  —  l){n  —  l)nß''. 

Multiplicirt   man  die  zweite   Gleichung  mit  n  und  subtrahirt 
davon  das  Quadrat  der  ersten  Gleichung,  so  erhält  man 

^2  ^  12  CT^(w  —  1)  —  2&n 
r  n^(n^  —  1)         ' 

und  mit  Hülfe  der  ersten  Gleichung 

a-\--n(n  —  l)ß 
n 
1.  Beispiel.     Gegeben  sei  die  kubische  Gleichung 

x'^  +  ax^  -}-  hx  -j-  c  ==  0  . 
Mit  Anwendung  der  Formeln  findet  man 


^=-|/i(«^_36),      „  =  _i«_]/i(a2_36) 
Es  ist  also 


^1  =  —ja—yj{a^  —  3h)  , 


1 
X.,  =  —  —a 


^«+]/|(«^-36). 
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Bildet  man  hiervon  die   Summe  der  Combinationen   zu  allen 
Classen,  so  erhält  man  die  kubische  Gleichung 

o,         217,           2«^  —  dal)        ^ 
^  x"^  -f-  ax^  -\-ox — =  0  . 

Damit  also  die  Wurzeln  eine  arithmetische  Progression  bilden, 
muss  die  Reducente 

2a^- 9a&  +  27c  =  0 
sein.    Wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,   so  verschwinden  aus  der 
Cardanischen  Formel    die   Kubikwurzeln.    Die    vorstehende  Redu- 
cente lässt,  sich  auch  wie  alle  andern  Reducenten  in  symmetrischer 
Function  der  Wurzeln  ausdrücken,  nämlich 

—  (2a3  — 9a6H-27c)=(a;i  — 2iC2  +  ^3)(^2  — 2^3  +  ^i)fe— 2^;^  +  ^^). 
2.  Beispiel.     Gegeben  sei 

x^  +  ax'^  -^Ix"  ^cx-\-d  =  {). 
Mit  Anwendung  der  Formeln  findet  man 

Z' =1/^(3«^- 86)  >      «  =  -i«-|j/|(3a^-86). 
Es  ist  also 


-h^-Wk^^^'-^^)^ 


^2  =  -i«-iy|(3a^-86), 
^3  =  -I«+i]/i  (3^^-86), 
x^  =  -\a  +  f  ]/|  (3a2  -  86)  . 

Bildet  man  nun  rückwärts  die  Gleichung  wieder  aus  den  Bi- 
nomialfactoren,  so  resultirt 

^4  _|_  ^^3  ^  ^^2  _  i(a3-4aZ>)^  — ^(lla^  +  Sa^^- 144&2)  =  0. 

Die  Reducente  w'  -~  Aah  +  8c   verschwindet  stets,  wenn  die 
Wurzeln  eine  arithmetische  Progression  bilden,  und  die  Reducenten 

a^  -  4.ah  +  8c  und  lla^  +  8a'b  —  UU^  +  1600^? 
vei-schwinden    gleichzeitig,  wenn    die  Wurzeln    eine   arithmetische 
Progression  bilden. 

Theorem.     Wenn  die   allgemeine  Gleichung  n^^  Grades  von 
der    Cayley'schen   Form  Wurzeln   hat,    welche   insgesammt   eine 
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arithmetische  Progression  bilden,  so  muss  die  kubische  Variante 
verschwinden. 

Gegeben  sei  das  Polynom 

Es  lässt  sich  beweisen,  dass  die  Function 
F3  =  2&3  —  Sähe  +  a^d  =  0 
wird,  wenn  die  Wurzeln  die  arithmetische  Reihe 

a,     a  +  ß,     a  +  2ß,...  a  +  {n—l)ß 

bilden.  Um  die  Coefficienten  h,  c,  dy .  ..t  durch  a  und  ß  aus- 
drücken zu  können,  berechne  man  2{x),  I^{x^),  ^(x^))  n.  s.  w.  Man 
erhält  mit  leichter  Mühe 

+  ^{2)1  -l){n~  l)naß''  +  ^n\n  —  Ifß^ , 
Hieraus  ergibt  sich 

^  [Z{x)f  -  Ie{x)E{x')  +  E{x')  =  0, 
oder  durch  Einsetzung  der  Werthe  in  a,h,  c,  d 

oder  kurz 

2h^  —  3al)c  +  a^d  =  0. 
Das  vorstehende  Theorem  lässt  sich  nicht  umkehren  mit  Aus- 
nahme bei  den  kubischen  Gleichungen.    Verschwindet  nur  die  erste 
Reducente  bei  den  biquadratischen  Gleichungen,  so  stehen  die  vier 
Wurzeln  nur  noch  in  einer  arithmetischen  Proportion 

^1  ^2   ^^^  '^'d  ^4 

oder 

X^^  —  X2        x^^  -j-  x^  =  i)  . 
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Bildet  man  von  dieser  Function   sämmtliche  Variationen  und 
multiplicirt  sie  mit  einander,  so  erhält  man 

(x^  +  x^  —  ^3  —  ^JC^i  —  ^2  +  ^3  —  -'^JC^i  —  ^i  —  x^  +  x^X 
{—x^  —  x^  +  Xs  +  x^i—x.+x^  —  x^  +  x^i—x^  +  x^  +  x^  —  x^ 
=  -  (a^  —  4a6  +  8c)^ 

Wenn  die  Quadrate  der  Wurzeln  eine  arithmetische  Propor- 
tion büden  sollen,  so  muss  die  Reducente 

ix,'  +  x,'-x,'-xf)(x,'-x,'  +  x,'-x/){x,'-x,'  -  X,'  +  X,') 
=  (a'  -  2h\^  —  4(fl-  -  '2h)(h^  —  2ac  +  2d)  +  8(0^  —  2hd) 
=  a'  —  Qa^h  +  Sa^c  +  ^a^h-  —  ^a^d  —  16a&c  +  Sc^ 

verschwinden. 

§  76.    Von  der  Auflösung  der   Gleichungen,   deren  Wurzeln  eine 
geometrische  Progression  bilden. 

Angenommen  es  seien 

a,     aß,     aß\     aß^,...aß-^ 
die  n  Wurzeln  der  Gleichung 

x^  +  ax"*-^  +  haf-^  -\ 1-  5X'  +  f  =  0 , 

so  lassen  sich  a  und  /3,   folglich   auch  sämmtliche  Wurzeln    der 
Gleichung,  durch  Auflosung  einer  reciproken  Gleichung  finden. 
Zunächst  erhält  man  durch  Multiplicatiou  aller  Wurzeln 

n(n— 1) 

je   nachdem   n  gerade  oder  ungerade  ist.     Bildet  man  die  Summe 
der  Combinationen  zu  je  zwei  Wurzeln,  so  erhält  man  daneben 

Substituirt  man 

so  erhält  man  mit  Hülfe  der  in  §  59  gegebenen  Gleichung 
«„.    ,     1  ,„  ^„_9  ,  m(m — 3)  ^, .        m{m  —  4)(m  —  5)    „__-    , 

i5^*+^=r-w*r*-'H — T72~^    —  1.2  3 — -tr~^+"-y 

indem  man  den  Factor  ß'^~-  aus  der  Klammer  entfernt  und  zwei 
correspondirende  GUeder  verbindet: 


234 


Dritter  Abschnitt.     Particuläre  Gleichungen.     VI. 


J)=cc'^ßn-i^ 


,n~2 


+r 


—{n — 3)2/"~ 


(n-2)(n-5)^^^_, 


1.2 


2/— —  ... 

(n-3)(n-6) 

1.2        ^        ■ 


_|_22/"-4  __2(n  — 4)2/^-6  +... 

+  22/'^-5  —2(^  —  5)2/"-^  +  ... 

+  32/"-6  

+  3r-^ 


oder 


iti — 5 


h  =  «2^'»-i  L'^-2  _[_  2/'*-3  _  {^n  _  4)2/"-*  —  (n  —  5)«/' 

+  i  (^2  —  11  w  +  32)2/«-«  +  I  0^'  -  13n  +  44)2/^-7 1 . 

Potenziren   wir  diese  Gleichung  mit  —  n  und    eliminiren   aus 
dieser  und  der  vorigen  Gleichung 

n{n — 1) 

die  Grösse  a,  so  erhalten  wir 

yn-2  +  2/"~^  —  (^^  —  4)i/"-*  —  {n  —  5)2/"-'^  H =  &  :  y^F  . 

1.  Beispiel.     Die  Wurzeln  der  Gleichung 

x^  ~  2li  x'  +  89y  a;2  —  85r»  +  16  =  0 

bilden  eine   geometrische  Progression;   es  sollen  dieselben  gesucht 
werden. 

Nach  der  Formel  ist  wegen  w  =  4,   ^=16,  h  =  89—  : 

2    ,             oo5                  —2  +  19 
2/^ +  2/ =  22-;     2/  =  ^ r— • 


16 


17 


Wählt  man  yi=-r ,  so  wird 

Zur    Berechnung    von    a    geht   man    aus   von    der    gegebenen 
Gleichung 

a^ß^  =  t=-  16. 

Setzt  man  ß  =  4:,  so  resultirt  daraus  «  =  - ;  setzt  man  /3  =  — , 

so  resultirt  «  =  16.    Die  Wurzeln  der  Gleichung  sind  demgemäss 
mit  Berücksichtigung  der  ersteren  Werthe  von  a  und  ß: 
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X,  =  a  =  ^,     x,  =  aß=l  ^ 

iCg  =  a/32  =  4  ,     x^  =  aß^  =  16 . 
2.  Beispiel.     Aufzulösen 

Wegen  w  =  5,   ^=  —  1,  h  =  10  erhalten  wir 

Die  fünf  Wurzeln  sind  demnach  a^j  =  X2=x.^  =  x^  =  X'^==l. 

§  77.    Von  der  Reduction  einer  Gleichung,  von  der  eine  Relation 
zwischen  zwei  Wurzeln  gegeben  ist. 

Jede  Gleichung  f(:c)  =  0  kann  auf  einen  niedrigem  Grad  re- 
ducirt  werden,  wenn  zwischen  zwei  ihrer  Wurzeln,  z.  B.  x^^  und  0^2, 
die  allgemeine  Relation 

gegeben  ist. 

Man  setze  (p(x)  an  die  Stelle  von  x  in  f{x)  ein  und  entwickele 
das  Polynom  nach  Potenzen  von  x.  Dasselbe  möge  mit  F(x)  be- 
zeichnet werden.  Die  beiden  Functionen  f{x)  und  F{x)  werden 
gleichzeitig  gleich  Null  werden,  wenn  man  x  =  x-^  setzt.  Es  müssen 
demnach  die  beiden  Polynome  einen  gemeinschaftlichen  Factor 
X  —  x^  haben,  welcher  leicht  gefunden  wird.  Man  erhält  sodann 
Xj^  und  mittels  der  Annahme  x.^  =  (p  {x^  auch  noch  x^ .  Dadurch 
wird  also  die  gegebene  Gleichung  um  zwei  Grade  erniedrigt. 

I.Beispiel,  f  {x)  =^  x'' —  Ix^  +  llx^  —  11x^^  =  0.  Die 
Summe  zweier  Wurzeln  ist  4. 

Zwischen  zwei  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  gilt  die 
Relation 

rTo  =  4  —  x^  =  9(^1)' 

Substituirt  man  diesen  Werth  in  f(x)y  so  erhält  man 
F(x,)  =  x,"^  —  9x,^  +  29 x,^  -  390^1  +  18  =  0  , 
und 

f(x,)  =  x,^  —  lx,'  +  llx,^—llx,+    6  =  0. 

Der  gemeinschaftliche  Factor  ist  Xj^  —  1 ;  folglich  Xi  =  l  und 
x,  =  3. 

Diese  und  ähnliche  Bedingungsgleichungen  lassen  sich  meistens 
in  Functionen  der  Coefficienten  oder  in   Reducenten   darstellen, 
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Eine  solche  ist  unter  andern  die  Discriminante.    Diese  verschwindet, 
wenn  zwei  Wurzeln  x^  und  X2  einander  gleich  sind.    Nach  §  20  ist 


—  I  (&2  —  3ac  +  12d)  { (ac  -  Adf  —  U(a^d  -  Ud  +  c^) ) ;  u.  s.  w. 

Hat  die  Discriminante  D»  den  Werth  Null,  so  findet  man  die 
beiden  Wurzeln  x^  und  X2j  indem  man,  wie  früher  gezeigt  worden 
ist,  den  gemeinschaftlichen  Factor  der  beiden  Polynome  f(x)  und 
f{x)  sucht.  Diese  Beispiele  setzen  voraus,  dass  q)(x)  eine  lineare 
sei;  die  Function  kann  aber  jede  beliebige  algebraische  sein;  es 
möge  ein  Beispiel  der  Art  berechnet  werden. 

2.  Beispiel.  f(x)  =  x^  --  6x^  +  11  :r  —  6  =  0.  Zwischen 
x^  und  X2  gilt  die  Beziehung 

^2  =  ^1^  +  ^1  +  1  =  95(^1)  • 
Setzt  man  den  Werth  von  X2  in  das  Polynom  f(x)  ein,  so  er- 
hält man 

X,'  +  3x,^  —  5rr/  —  X,'  +  2iri  =  0 
und  dazu 

x,^  —  6x^^+  11^1  —  6  =  0.    - 

Der  gemeinschaftliche  Factor  der  beiden  Polynome  ist  x^  —  1 
und  folglich  x^  =  1  ^  r^g  =  3 . 

Die  Hauptaufgabe  der  Auflösungskunst  der  algebraischen 
Gleichungen  besteht  im  Allgemeinen  darin,  die  gegebenen  Gleichungen 
so  zu  variiren  und  zwar  entweder  linear  oder  quadratisch  oder 
kubisch  u.  s.  w.,  dass  gewisse  Reducenten  verschwinden  und  da- 
durch die  transformirten  Gleichungen  auf  einen  niedrigeren  Grad 
gebracht  werden  können.  Dies  Problem  bildet  den  Gegenstand 
der  folgenden  Untersuchungen. 


Vierter  Absclinitt. 

Directe  Auflösung  der  Gleichungen  von  den  ersten  vier 
Graden  durch  Substitution. 


I.    Das  Princip  der  algebraischen  Methoden. 

§  78.    Von  den  Auflösungsmethoden  der  algebraischen  Gleichungen 

im  Allgemeinen. 

Sämmtliche  Methoden,  die  Wurzeln  einer  Gleichung  darzu- 
stellen, sind  entweder  directe,  d.  h.  solche,  welche  die  Wurzelwerthe 
der  allgemeinen  oder  litteralen  Gleichungen  in  einer  geschlossenen 
endlichen  Form  darstellen,  oder  Näherungsmethoden,'  d.  h. 
solche,  welche  die  Wurzelwerthe  der  Gleichungen  in  Form  einer 
convergenten  unendlichen  Reihe  oder  in  transcendenten  Ausdrücken 
darstellen.  Zu  den  Methoden  der  ersten  Art  gehören  die  alge- 
braischen und  die  geometrischen  Methoden  der  Gleichungen 
der  ersten  vier  Grade  sowie  einiger  specieller  Fälle  höhern  Grades*); 
zur  zweiten  Art  die  Näherunojsmethoden  der  numerischen 
Gleichungen  und  die  Darstellung  der  Wurzeln  durch  goniome- 
trische  und  elliptische  Functionen. 

Die  Methoden  der  directen  Auflösung  der  algebraischen 
Gleichungen  der  ersten  vier  Grade,  sowie  einiger  particulärer 
Gleichungen  höherer  Grade,  welche  sich  auf  jene  reduciren  lassen, 
gründen  sich  auf  ein  zweifaches  Princip:  sie  sind  entweder  Sub- 
stitutionsmethoden oder  Combinationsmethoden. 


*)  Die  Unmöglichkeit,  allgemeine  Gleichungen  vom  fünften  und  höheren 
Graden  aufzulösen,  haben  Ruffini  und  Abel  bewiesen.  Man  vergl.  Ruffini, 
Della  insolubilitä  delle  equazioni  algebraiche  generali  di  grado  superiore  al 
quarto.  Mem.  Soc.  Ital.  X.  1803;  XII.  1805;  Mem.  Istit.  Nazion.  Ital.  I.  1806, 
und  Abel,  Mem.  sur  les  equations  algebriques.    Christiania  1826. 


238  Vierter  Abschnitt.     Substitutionsmethoden.     I. 

a.  Die  Substitutionsmethode,  durch  Ferrari  und  Vieta 
begründet,  durch  Tschirnhausen,  Euler,  Lagrange  und  Be- 
zout  weiter  ausgebildet,  besteht  darin,  dass  man  eine  geeig- 
nete algebraische  Function  niedrigeren  Grades,  bestehend  aus  der 
Hauptunbekannten  x  und  einer  oder  mehreren  anderen  neuen  Haupt- 
grössen,  also  allgemein  F{Xj  y,  z^ti .  . ,)  =  0  in  die  gegebene  Func- 
tion X  einführt  und  von  dieser  ebenso  viele  neue  Gleichungen 
(Resolventen)*)  Y  =  Oj  Z  =  0 ,  C7=0u.  s.  w.  absondert,  so  dass 
durch  diese  Theilung  die  Auflösung  des  übrigen  Theiles  der  Function 
X=0,  welcher  die  Reducirte  (reduite  nach  Lagrange**),  ridotta 
ital.)  heisst,  ermöglicht,  d.  h.  auf  die  einfacherer  Gleichungen  redu- 
cirt  und  von  der  Ausführung  einfacherer  Operationen  abhängig 
gemacht  wird.  Dieses  Verfahren  ist  durchweg  ein  künstliches  und 
setzt  zur  Entdeckung  neuer  Methoden  die  Anwendung  mannigfacher 
Kunstgriffe  voraus. 

b.  Die  Combinationsmethode,  begründet  durch  Vander- 
monde  und  Lagrange,  ist  ein  einfacheres  natürlicheres  Verfahren. 
Die  verschiedenen  Methoden  dieser  Art  lassen  deutlicher  ihren  inneren 
Zusammenhang,  sowie  die  Beziehungen  der  Hülfsgieichungen  zu 
den  Wurzeln  der  Hauptgleichung  erkennen,  und  namentlich  auch 
den  Grad  derselben  im  Voraus  bestimmen.  Die  Combinations- 
methode besteht  darin,  dass  man  für  gewisse  einfache  Combina- 
tionen  der  noch  unbekannten  VTurzeln  x^,  x^y  x^,^  x^  u.  s.  w.  eine 
oder  mehrere  neue  Hauptgrössen  y^SjU.  s.  w.  substituirt  und  für 
diese  aus  den  Coefficienten  der  ursprünglichen  Gleichung  X  =  0 
eine  oder  mehrere  Hülfsgieichungen  (Resolventen)  Z=0,  Z=0, 
u.  s.  w.  ableitet,  welche  sich  leichter  als  die  gegebene  lösen  lassen, 
mithin  von  einem  niedrigem  Grade  als  diese  sein  müssen.  Die  Com- 
binationen  einiger  oder  aller  Wurzeln  ^j,  x^y  x^  u.  s.  w.,  welche  sich 
zur  Bildung  von  Resolventen  besonders  eignen,  werden  Typen***) 
genannt.  Dieser  Ausdruck  ist  zuerst  von  Vandermonde  gebraucht. 


*)  Die  Bezeichnung  „Resolvente"  rührt  von  E  u  1  e  r  her.  Man  vergl.  E  u  1  e  r , 
De  formis  radicum  etc.  Comm.  Acad.  Petrop.  vet.  VI.  p.  223.  1739. 

**)  Lagrange,   Reflexions    sur  la  resolution  algebrique    des   equations. 
Nouv.  M^m.  de  l'acad.    Berlin,  1772  et  1773. 

***)  Blomstrand,  De  methodis  praecipuis  etc.  pg.  55, 
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» 

§  79.    Von  den  Reducenten  der  Gleicliungen  der  ersten  vier  Grade. 

Mit  dem  Namen  ,, Reducenten"  werden  gewisse  Functionen 
der  Coefficienten  a,  h,  e  ...  der  Hauptgleicliungen  bezeichnet*)^  welche 
verschwinden^  wenn  die  Gleichungen  sich  auf  einfachere  Formen 
reduciren  lassen.  Beispiele  dieser  Art  sind  bereits  in  §  75  benutzt 
worden.  Dieselben  sind  wol  zuerst  von  Mall  et**)  zur  Auflösung 
der  variirten  oder  linear  transforinirten  Gleichungen  mit  Erfolg  an- 
gewendet worden.  Im  Allgemeinen  ist  die  Resolvente  einer  Gleichung 
vom  zweiten  Grade  eine  lineare,  einer  Gleichung  vom  dritten  Grade 
eine  quadratische,  einer  Gleichung  vom  vierten  Grade  eine  kubische. 
Findet  jedoch  zwischen  den  Coefficienten  der  vorgelegten  Gleichung 
eine  der  im  Folgenden  aufgestellten  Relationen  statt,  so  reduciren 
sich  die  vollständigen  quadratischen  Gleichungen  meistens  auf  rein 
quadratische,  die  kubischen  auf  rein  kubische,  die  biquadratischen 
auf  quadratische.  Eine  wichtige  Anwendung  der  Reducenten  be- 
steht darin,  dass  man  aus  ihrer  Beschaffenheit  die  gegenseitigen 
Beziehungen  der  Wurzeln  erkennen  kann,  und  ferner  dass,  wenn 
sie  in  die  variirten  Gleichungen  einojeführt  werden,  sich  aus  ihren 
Resolventen,  mit  andern  Worten  Auflösungsmethoden  für  die 
Gleichungen  verschiedener  Grade  herleiten  lassen.  Die  Foruien 
"derselben  beziehen  sich  zunächst  auf  die  vollständigen  Gleichungen 
von  der  gewöhnlichen  Form 

x""  +  ax''-^  +  hx""--  -\ +  sx  +  t  =  0. 

a.     Reducenten  der  quadratischen  Gleichungen: 

(1)  a  =  0  ;     (Geminante  —  G2) 

(2)  a^  —  45  =  0;     (Discriminante  —  D.,) 

(3)  a^-4a-&  =  0; 

(4)  a'  -  6a'b  +  9aW^  -4h'  =  0, 

b.     Reducenten  der  kubischen  Gleichungen: 

(5).  a  =  &  =  0  ;     (Kanonizante) 

(6)  (X-  —  3&  =  0  ;     (quadratische  Variante) 


*)Matthiessen,  L.,  die  ^ebraischen  Methoden  der  Auflösung  der 
litteralen  quadratischen,  kubischen  und  biquadratischen  Gleichungen.  C.  pag.  10. 
Leipzig,  1866. 

**)  Hallet,  Nova  analysis  aequationum  secandi,  tertii  et  quarti  gradus. 
Nov.  Act.    Upsal.  III.    1780. 
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(7)  ah  —  9c  =  0] 

(8)  ¥  —  Sac  =  0  ]     (quadratische  Retro Variante) 

(9)  I.  2a^  —  9ah  +  27c  =  0  ;     (kubische  Variante) 

IL  2h^  —  9ahc  +  27c-^  =  0  ;    (kubische  Retrovariante) 

(10)  a^  — 27c  =  0; 

(11)  a^c  —  h^  =  0', 

(12)  a*  —  2a'b  —  12ac  +  &2  =  0  ; 

(13)  a*  -  Aa^  +  6ac  +  P  =  0  ; 

(14)  -i-  (ah  -9cy  —  j  (a'  -3h)  (h^  -  3ac)  (Discriminante Dg) 

=  l,(2a'  -  9ah  +  21cf  -  ^(a'  -  Uf 

=  4a-^c  -  aW  —  ISahc  +  4h'  +  21c'  =  0  ; 

(15)  a'c'  ~  Aa¥c  +  6&c^  +  jr,^  =  O; 

(16)  l.  ah-a%' -Qahc  +  4W  =  0', 
II.  a\  +  9c'  —  Q>ahc  +  h'  =  0; 

(il)  ah  ~  c  =  0  '^     (Geminante  6^3) 

(18)  a«  —  Qa%  +  Qa'c  +  9a^¥  -  9ahc  —  W  =  0. 

c.    Reducenten  der  biquadratischen  Gleichungen: 

(19)  a  =  h  =  e  =  0', 

(20)  a  =  c  =  0  ;     (Kanonizante) 

(21)  I.  a^  —  4a6  +  8c  =  0  ;     (kubische  Variante) 

IL  c^  —  Ahcd  -]-  8ad^  =  0  ]     (kubische  Retrovariante) 

(22)  a^^  -  c^  =  0  ; 

(23)  a'd-Ud+c'  =  0', 

(24)  a^d  —  ahc  +  c^  =  0  ;     (Geminante  —  (xj 

(25)  a*  -  Sa'h  +  16^^^  —  64c?  =  0  ; 

(2ß)  a«  —  6a^h  +  8a^c  +  Sa^t^  -  Sa'd  --  16a&c  +  8c2=  0; 

(27)  a«  —  8a^&  +  64a^c  -  768^V?  +  20485^7  -  512c2  =  0 ; 

(28)  a^  —  4a^  +  8ac  —  16^  =  0  ; 

(29)  &^~3ac+12^  =  0;      (quadratische  Invariante  12  ^) 
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(30)  -^[h{ac-Ad)-9{a'd--Ud+c^f  +  ^^{W~^ac-\-12d) 

[_iac-4.df  -U{d'd  —  Ud  +  c')]  =  ^Qj'  —  ?>ac+\2d? 

-  l^{12hd  +  ^ahc  -  27c-  —  21a^d  —  2WY 
=  266  {^'-  —  27  r^)  =  0  ;     (Discriminante  I),) 

(31)  12hd  +  9ahc  —  21c'  -  21a'd  -  26^  =  0  ; 
(kubische  Invariante  432^) 

(32)  (b'  —  2ac  +  2df  -  3(«.^  -  2h){c'  —  2hd)  +  12^/- 
=  16  ("1 6^'^- 66^  +  ^^")  =  12^,  =  0; 
(quadrat.  Invariante  der  Gleichung  der  Wurzelquadrate) 

(33)  12S{¥^  —  &2^2  _j_  9^ j:^-  +  ^^  ~  d4^'  =  432^,  =  0 ; 
(kubische  Invariante  der  Gleichung   der   Wurzelquadrate) 

(34)  Z>4, 2  =  256  (J^/  -  27  ^J)  =  0  ; 
(Discriminante  der  Gleichung  der  Wurzelquadrate) 

(35)  3a^  —  16a^b  +  64ac  -  256rZ  =  0 ; 
(biquadratische  Variante  256  V^) 

(36)  3c*  -  166c^r7  +  64ac<^  -  266cP  =  0  ; 
(biquadratische  Retrovariante  256  Fl,  4). 

Diese  Reducenten  sind  symmetrische  Functionen  der  Wurzeln, 
lassen  sich  also  in  Wurzeltypen  darstellen,  wodurch  ihre  Bedeutung 
in  ein  klareres  Licht  gestellt  wird.  Wir  wollen  diese  Verwandlung 
nur  bei  .den  wichtigsten  Reducenten  vornehmen.     Es  ist  nämlich 

(2)  —(«.-—46)=  —  (^^  —  x.y)  -  =  {Xj_  —  X.,)  x^  +  {x.^  —  x^ )  X.,  =  B., 

X^  X.^  +\Sy^  S^\  ' 

(6)  a'-U==\l{x,-x.^^'  +  (x,~x,r  +  {:x,-x,y\      , 

=  {x^-\-J.,x^-\-J^x.?){x.+J^x^  +  J.,x.^ 
=  (x^  —  x.^f  +  {x,  —  ^.)  {x^  —  x^ 

=  \X^       X^)'        (^1        x^)  \X^       X.2)  -j-  [X.^       X.T.) 
=  (^X^        X.))  [X^        X^)  -f-  (^2        ^3)  1*^2        ^1) 
+  fe  — ^l)(^3  — ^2); 

Matthiessen,  Grundzüge  d.  ant.  u.  mod.   Algebra.  IG 


242 


Vierter  Abschnitt.     Substitutionsmethoden.     I. 


(7)  —(ab—9c)=     x^  {x^  —  x^f  +  x^  (x.^  —  xj'  +  x.^  {x^  —  x^f 

=  —  {x^x^-{-J^x^x^-]rJ^x^x^){x^  +  J^x^-]rJ^x^ 

—  {X^  ^2  +  ^2  ^2  ^3  +  ^1  ^1  %)  fe  H~  ^1  ^1  +  ^2  ^2) 

=  2^3(:ri— 5^2)  ^—(^1  +%)(^i— ^2)fe— *2)+2^i(^3—  ^2)^ 

==  (^2+^3)(^l— ^2)(^1  — ^3)+(^l+^3)  (^2-"^3)fe— ^1) 
+  (^1  +  ^2)  (^3  —  ^1)  fe  —  ^2) 

=Xi(Xj^X2  —  2ii?2a;3  +  a;3a?i)  +  iC2(%^3  —  2x^x^-\-x^X2) 

~i    Xo  \Xo  Xi         2j  Xi  Xo     I     X2 Xo)  • 

(8)  'b^—^ac  =  ^[x^\x^—X2f+x^\x2~x^f  +  X2\x^~x,y'] 

=  (^1  ^2  +^1  ^2  ^3+^2  ^1  ^3)  (^1  %+^2  ^2  ^3+^1^1^3) 
=  X^    \X2        -^3  j    "1    "^2  "^3  V^l        ^2  j  l'^l         •^3/ 
=  ^3  (^1       ^2)         X^X^iXi       ^2)v'^3       ^2/'l   -^l  V'^3       -^2) 
=  ^2 ^3  (,^1         ^2/1*^1         '^3/    i    "^1  '^3  V.'^2        ^^3  J  \^2        '^1/ 
~r  ^1  ^2  \^3        ^1)  (.^3        ^2)  5 

(9)  I.  2a^—9a6+27c=(^i—2;2;2+^3)(^2—2^3+^i)(^3— 2^1+^2) 

==  —  K  +  ^i  ^2  +  ^2^3)^  — (^1+^2^2  +  ^1  ^3)""'; 

IL  —  (2&^— 9a6c  +  27c^)=(^2^3  — 2^i^3  +  %^2) 

X  (X^  a?3  —  2^1 5^2+  ^2^3)  (^1  ^2 2^2^3  +  ^1^3) 

=  —  (x^ X2+J1 X2 x^ + Jg 0C3 ^if —  (^1  ^2  +  «72rr2^3 + Ji ^3 a^i) ^ ; 
(11)  a^c — W'=(x^ — x^x^ix^ — ocx^^^^^i ~ ^1^2) 5 
(14)  \(al-9cf  —  \{a''--Zl){h^-?>ac) 


^-{x^~  x^Y  (^2 — ^3)'  (%  —  ^1)'  ==  A 


+ 


0    ^1 

s. 

\    8, 

Ss 

2     8s 

s. 

+ 


(16)  IL  aJ>c  +  9(f  —  6ahc+h''^(x,^x,  +  x,'x,+x,''x,) 

(17)  a&— c=— (^i  +  ^2)(^2  +  ^3)fe  +  ^i)  =  ^3;     (Geminante) 

(21)  I.  —{a^—4:ah+Sc)  =  {x^  +  x,—x^  —  x^)(x^—X2+Xs  —  x^) 

x{x^—X2—x^  +  x^) 
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^1 

X2      ^3      X^ 

+*) 

1 

X^ 

Xi     x^     x^ 

a 

X, 

*^A            Xi            Xq 

243 


I"  j    ^4       '^3        *^2       "^    j 

=  K— ^2)(^1  — ^3)(^1— ^J  +  fe  — «l)(^— ^3)(^2  — ^4) 
+  (^3  —  ^1)  (%  —  ^2)  fe  —  ^4)  +  (^4  —  ^1)  fe—  ^2)  fe— ^3) 

=  (^l+^2)(^l+^3)K+^4)+fe  +  ^l)fe+^3)(^2  +  ^4) 
+  (^3+^l)(^3  +  ^2)fe  +  ^4)  +  fe  +  ^l)(^4+^2)(^4+%) 

—  (^1  +  ^2)  fe  +  ^3)  fe  +  ^4)  —  (^1  +  ^2)  fe+^4)(^4+  ^1 ) 

—  {X,  +  X^)  (X^  +  X^)  (X^  +  a^i)  —  (^2+^3)  (^3+^4)(^4+^2)  ; 

(a^  —  4:ah+Scy=[Xj^  +  ^2  —  ^3  —  ^4)  fe  —  ^2  +^3  —  ^4) 

X  (x^  — x.^  —  x^—X^){—Xi—  ^2+^3  +^4) 

X(— ^1+^2  — %+^4)(— ^1  +  ^2+^3  — ^4); 

(21)  IL  —{c^—4:hal-\-Sad^)=(x.2X^Xj^-j-x^x^x^~Xj^X2X^—XiX2X^) 

^^  \X2  X-^  X^      Xj^  Xq '^4'T~  "^1  "^2  '^4 — '^1  '^'>  "''3  ) 

X  {x.2  x.^  x^—x^  XqX^—x^x,^^-^x^x.^^  ; 
{^2)  a^d~c^  =  {x^X2—XQX^{x^XQ  —  X2X^{x^x^—X2X^', 

(23)  a'd—A:M^rG^=^ix^X2-\-x.^x^){x^x.^-^X2x;){x^x^-\-X2X^', 

(24)  -(«^^-«?^C  +  f:^)-(^l+^,)(a-,  +  ^3)(^l+^4)(^2+^3) 

x(^2+^4)fe+^4); 

(26)  a^— 6a*6  +  8a3c  +  8a^6^^-8a^(^-16a&c  +  8c^ 

=  (a2-2&)3— 4(a2-25)(&'^— 2ac+2(^)  +  8(c2— 26c?) 

X  (^1  X2  a?3    +  ^^^4  )  5 

(28)  — (a^— 4a2&  +  8ac— 16fZ)  =  (;ri+a;2  +  ^3-^4) 

X  (^1  +  ^2  —  ^3 + ^4)  (^1  —  «^2  +^3+^4)  (— ^^+^2+^+^4) ; 

(29)  \2^=b^—^ac-\-\2d=\i{x^-x.^\xQ—x^^ 

+  (^i-^3)'fe— ^4)'+fe-^3)'fe-^4)'] 

=  [(^1^2+^3^4)  +  ^2(^l«3+«2^4)  +  ^l  (^1^4  +  ^2^3)1 
X[(^l  ^2  +  ^3^4)  +  ^!  (^1^3  +  ^2^4)  +  ^2(^l  ^4  +  ^2^3)] 

j  L(^1^3~r*^2'^4J         (^1^4    1    '^2'^3Jj 

=  -^        +  [(^1^2  +  %^4)  —  (^i  ^4  +  ^2^3)]^ 

I    +[(^1^2+^^3^4)  — (^1%  +  ^2^4)P 


*)  Zehfnss,    Anwendungen    einer  besondern  Determinante.     Zeitsehr.  f. 
J4ath.  und  Phys.  VII.  S.  441.     Leipzig  1862. 

16* 
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=  [  (^1  ^2  +  ^3  ^4) (^1  ^4  +  ^2  ^3)  J  ^^ 

.    X  [(a;i^3  +  ^2^4)  —  (^i  ^4  +  ^2^3)  J 

=[(^1  ^3+^2^4)  — (^1^4+^2^3)1' 

+  [(^1^3+^2^4)  — (^1^4  +  ^2^3)1 

X[(^i  ^4  +  ^2^3)  — (^1^2  +  ^3^4)1 

+  [(^1  ^4  +  ^2^3)  — (^1^2  +  ^3^4)1' 
=  I  [(^1  -^2)'+(^2  -^3)'  +  (^3  — ^l)'>4' 

—  [^3(^1  — ^2)'  +  ^l(^2  — ^3)'+^'(^3  — ^l)'1^4 
+  |[^3'(^1  — ^2)'  +  <'(^2  — ^3)'  +  ^2'(^3  — ^l)'l5 

(30)  D4==256(ef^-27^^0 

=  (iCl  —  ;5?2)'(^i-%)'(^i— ^4)'(^2— ^3)'(^2— ^4)'(^3-^4) 

=—B^{x,,x.,,x^)f(x^)  =  ~B^{x,,x^,x;)f\x^)  =  "' 


So 
S, 


X2 

/y    3 


X. 


1 

1 

1 

1  1 

X, 

X, 

x^ 

^1 

x^ 

xi 

%^ 

^/ 

x,^ 

< 

^3* 

V 

s.  s. 


S2        S.^        ^4 

/S3    /S4    /Sg 

^3       ^^4       ^^5       Sq 


(Salmon)  ; 


(31)  432^=12hd+9ahc— 21 6^-21  a^d—2h^ 

=  [{x^  +  X2)ix^  +  x^)—2(x^X2  +  x^x^)] 
X[lx^+x^){x2  +  x^)  —  2(x^x.^  +  X2X^y\ 
X[(x^  +  x^){x2+Xs)  —  2{x,x^  +  X2Xsy\ 
=  l—(x^~Xs)(x2—x^)  —  (x.^  —  Xs){x^  —  x^)] 

X  [—  (^3  —  ^2)  (^1  —  ^4)  —  (^1  —  ^2)  (^3  —  ^4)  1 
X[— (^2  — ^l)(^3— ^4)  — (^3  — ^l)(^2  — ^4)1; 

(32)  12^2=(P'-2ac  +  2df-3(a'-2b){c'—2bd)  +  12d 

1 


2\2 
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=  ^6-;f— 965^+16^-; 

o 

(33)  432^,  =  -2Q)^-2ac+2dY-21{a^—2hfd^—21{c^—2hcT)^ 
-\-^{a-~2h)(h''  —  2ac  +  2d){c'—2M)+'l2ih''—2ac+2cl)d^ 

X{-(x,'-x.^){x,'-x,')-{x;^--x,'){x,'-x,')] 
x[-{x^^-x;%x,'-x,')-{x,'-x,'){x,'-x,')] 

(34)  1)4.2  =DJh'—9h^+b4.^y=D^{a'd~abc  +  cy', 

(35)  256  F^  =  —  (3  x^^ — x.y — x^—x^)(  —  x^+3  x.^  —  x^  —  xj 
X  ( — x\  — X2  -(-0^3      X^j  (      X^      X2      X^  -f-  ox_^^)  . 

Discussion    der    wichtigsten    Reducenten    der    Cayley'schen 

Formen. 

/^ 

(a,b,c)(x,yy  , 

(a,h,c,d)(x,yf, 

(a,b,c,d,e){x,yf. 
Bei   der  Transformation  der  vorangehenden  in  der  Auflösung 
ler  Gleichungen  vorzugsweise  in  Betracht  kommenden  Reducenten 
Verden    wir    uns    der   Kürze   wegen   folgender   Bezeichnungen   be- 

ienen: 

{2)y  .  1)2  =  ac  —  ¥  =  J2,2'*, 
_        +    a     b 

(6)y     J,^,  =  ac-b'  =  -V2] 
(l)y  ad—bc  =  —V2] 

{S)y  bd—c'^-Vis', 

(9)y      L  2b^  —  dabc  +  a-d=V^', 
IL  2c^  —  Ucd+ad-=V3,3', 

(n)y     bhl  —  ac^  =  r; 

(U)y     a'D^  ==  {2¥  -  3«&c  +  ahlf  -  4.{b^  -  acf 


d:'D^  =  (2c^  -  3dcb  +  d^af  -  4(c2  —  bd)' 

=  fZ'/3,4=F3^-4F2?3; 
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(14)  j,     D3  =  (ad 
+ 


-hcf 

(ad  — 


-  4:(ac  —  l)')(bd- 
hc),     2(ac  —  ¥) 


n 


2(bd-c'),       (ad-hc)  |  _[. 


2h  c 

a  2h 

2c  d 

h  2c 


+ 


Nacli  Cayley  findet  noch  zwischen  der  Discriminante  1)3  und 
ihren  partiellen  Differenzialquotienten  folgende  Beziehung  statt: 


+ 


432  D,'  == 


\da^  j  \dadb)  \dadcj  [daddj 

f  d'D\  /d'I)\  (  d^D\  (  d^B\ 

\dhda)  \dh')  \dhdc)  \dhdd) 

[de  da)  [dcdb)  \dc' )  [dcddj 

fd'DX  (d^\  (d^D\  /dU)\ 

[dddaj  [dddbj  \dddc)  \dd- ) 


+ 


(zi)r 

1.   Kg  =  zo"  —  öaoc  -j-  a^a  \ 
II.   V',,^=2d'  -'dcde-^e^h 

1 

(22)  y 

n=h'e  —  ad'; 

(23)r 

V,=^2h^e  —  3ace  +  2ad^', 

(24)r 

2]  =  h'e-6hcd  +  ad'  = 

+ 

a     h     3c 
h     0      d 
3c    d      e 

+ 

7 

(26)  7 

W=  32h'  -  12a¥c  +  Ua^Wd  +  ?>Qa^hH^  -  d'V'c 
-  12a'hcd  +  a^d'  ; 

(28)  j- 

0  =  16&*  —  24:ah'c  +  Ha'hd  -  ah  5 

(29)r 

J^^2=ae—  4:hd+3c^ ; 

(29)r 

Ji,2   = 

aibe—cd)^-4.bice-d'){ad-bc)+^cd-he){b^—ac)d-(hc-^ady'e 

eb^-d'a 

(30)7 

D^  =  Ja,,  =  J12-21JIs', 

(30)7 

S^  =  [ae-hdf 

—  9[(ad-hcXhe-cd)+2 

(ac—h^)(ce— 

-d^)]  [ae-hd_ 
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+  21  {ac  -  h^){he~-  cdf  +  21{ce  -  d^){ad  -  hc)' 
—  81  (ac  -  l^)(hd  —  c^){ce  -  d^) 


+ 


+ 


(ae  —  hd),  3  (he -cd),  3(ce  —  (P) 

S(ad-hc),  ([ae—hd]+9lbd—c^])y  slhe  —  cd) 
3(ac  — &2),  3{ad  —  hc),  (ae^hd) 

a     3h     Sc  d      0     0 

0     a     3h  3c     d     0 

0     0       a  3h   3c     d 

h     3c     3d     e      0     0 I  * 

0     h      3c  3d     e     0  | 

0     0      h  3c    3d    e    + 


+ 


x% 


Ist  die  bikubische  Covariante 

C,.,=  {Ä,B,C,D,E)(x,yy 
SO  ist  nach  Salmon 

1 


D^  =  AG  -  6BF  +  IbCE  —  lOD' , 


^^^ 


d.  i.  die  quadratische  Invariante  von  (74,6,  und 

BF—4.CE  +  3I)\ 
d.  i.  die  quadratische  Invariante  von  der  Form 
{B,C,D,E,F)%,yy. 

I 

Es   lassen  sich    noch   andere  Formen   von  D^  aufstellen.     Ist 
nämlich 

a  h        (c  +  2A)  I 

z/=  h  (c  — A)         d  =0, 

(c  +  2X)       d  e 

so  ist 

5,  =  16  (A,  -  x,yix,  -  i,fix,  -  x,y . 

Sind  ferner 

/dJ\     {dJ\     (dJ\     fdd\     (dA\ 

die  partiellen  Differenzialquotienten  der  ^/-Determinante,  so  ist 
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1 

-L 

Oi 

— .^^ 

Ci:> 

Ci:i 

^ 

3 

^ 

Co 

Ci3 

ct> 

3 

Cü 

Co 

Cf 

3 

^ 

^ 

Co 

"^ 

^ 

3 

to 

»-' 

CO 

1 

1 

^ 

1 

1 

, 

Gi 

^~^ 

1-1 

CO 

Co 

,--— ~v^ 

Ö^ 

3 

QOl  OD 

ak 

ts 

^~. — -- 

■^^ 

t« 

CO 

Co 

^ — ^ 

a 

t\ 

<50]  C^^ 

m,^' 

ak 

tE 

w 

° 

^ 

x""-^ 

CO 

C):> 

<^ 

K 

J^ 

to 

^,^— ^^ 

Co 

Co 

C>0|  Cd 

1 

1 

^-     «^ 

QOl  CO 

^ 

1    - 

—1 

V- 

■o. 

CO               1 

Oi 

Co 

<^:> 

a 

3 

^1 

CO 

i 

^ 

1 

Cüj 

Co 

o-l 

1^ 

J> 

w 

COl 

"^ 

öj 

3^ 

1 

_J 

.bl 


*^- 


Co]  Co 


-<      ^ 


col  Co 

?kl 


^\ 


col  CO 


col  Cü 


Ci^l  Ci:i 


Col  Co 

t^^ — ^ 

^3 

Ci:ii  Qo 

^3 

c:)l  CO 

CO,  CO 

53 

CüICiJ 

53 

col  CO 


ak 


col  CO 

ak 
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Bezeichnen  endlich  cp,  li^,  %  die  drei  verschiedenen  Werthe  der 
Function 


1      y\ddl\ch) 


^     wm 

und  beziehungsweise  ^g),  z/^,  Ai  ihre  Discriminanten^  so  ist 
5^=  -  16z/ 9?.  At^  .^i. 
(31)y   J4,3  =  ace  +  2?^c^  —  «^^  —  e}r  —  & 

=  —  ^liad—lcj  -  {ac  —  V'){ae  —  c^)] 

-\-    a     b     c  \ 

=      \  b     c    d  \ 
^  c    d    e  \  + 

(3c))y    F,  =  3M  -  6ab''c  +  4.a'bd  -  a^e  ; 

(36)7    ^'4.4  =  3fZ^  —  6e(r^c  +  4e^db  —  e^a  . 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  f(x)  =  0  können  im  Allgemeinen 
als  die  Abscissen  der  Durch schnittspuncte  der  Curve  y  =  f{x)  mit 
der  Abscissenaxe  betrachtet  werden.  Von  diesem  Gesichtspuncte 
aus  wollen  wir  vorläufig  die  Bedeutung  jener  Fälle  hervorheben,  in 
denen  die  vorstehenden  Functionen  der  Coefficienten  verschwinden. 

1.     Die  Reducenten  der  quadratischen  Gleichungen. 
(l)y.     Wenn  die  Geminante  G.y  verschwindet,  also 
G,  =  0 
wird,  so  hat  die  Gleichung  zwei  gleiche  Wurzeln  von  entgegen- 
gesetztem Vorzeichen. 

(2)y.     Wenn  die  Discriminante  Dg  verschwindet,  also 

n.,  =  j2,2  =  -  V,  =  0 

ist,  so  hat  die  Gleichung  zwei  gleiche  Wurzelwerthe. 

2,     Die  Reducenten  der  kubischen  Gleichungen. 
(6)7,  (7)7,  (8)y.     Wenn  die   Covariante   Cs,2   identisch  d.  h. 
mit  allen  ihren  Coefficienten  verschwindet,  so  sind  alle  drei  Wurzeln 
einander  gleich.     Demnach  ist  für 
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die  gegebene  Function  f  ein  vollständiger  Kubus  und 

{^)y.  I.     Wenn  die  kubische  Variante  verschwindet,  also 

wird,  so  ist  eine  Wurzel  das  arithmetische  Mittel  der  beiden 
übrigen;  d.h.  die  drei  Wurzelwerthe  sind  einander  arithmetisch 
zugeordnet  oder  bilden  eine  stetige  arithmetische  Proportion. 

(9);^.  IL     Wenn  die  kubische  Retrovariante  verschwindet,  also 

r3,3  =  o 

wird,  so  ist  eine  Wurzel  das  harmonische  Mittel  der  beiden 
übrigen,  mit  andern  Worten:  die  drei  Wurzelwerthe  sind  einander 
harmonisch  zugeordnet  oder  bilden  eine  harmonische  Pro- 
portion. 

(ll)y.     Wenn  die  Function  F  verschwindet,  also 

r=o 

wird,  so  ist  eine  Wurzel  der  kubischen  Gleichung  f{x)  =  0  das 
geometrische  Mittel  der  beiden  andern,  d.  h.  die  drei  Wurzel- 
werthe i^i,  ^2;  ^3  sind  einander  geometrisch  zugeordnet  oder 
bilden  eine  stetige  geometrische  Proportion. 

(14)7^.     Wenn  die  Discriminante  oder   die  biquadratische  In- 
variante der  kubischen  Gleichung  verschwindet,  also 

Ä  =  ^3,4  =  0 

wird,  so  hat  die  Gleichung  mindestens  zwei  gleiche  Wurzeln. 

(21)  y,  I.     Wenn    die   kubische   Variante    der    biquadratischen 
Gleichungen  verschwindet,  also 

wird,  so  bilden  die  Wurzelwerthe  :?;i,  ic^,  :i^,^,  ^^4  eine  arithmetische 
Proportion  und  im  speciellen  Falle  eine  arithmetische  Progres- 
sion. Man  kann  auch  sagen:  die  vier  Wurzelwerthe  sind  einander 
arithmetisch  zugeordnet. 

(21)y.  IL     Wenn  die  kubische  Retrovariante  verschwindet,  also 

F3,4=0 

wird,  so  bilden  die  vier  Wurzeln  im  speciellen  Falle  eine  har- 
monische Reihe,  z.  B. 

3Xi  x^  SxiX^ 

^ly     ^+"2^'      2x^  +  X,  '     ^** 
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{22)  y.     Wenu  die  Function 

77=0 
wird,  so  haben  die  vier  Wurzeln  je  zwei  und  zwei  gleiche  oder 
lauter  gleiche  Vorzeichen  und  bilden  eine  geometrische  Pro- 
portion, im  speciellen  Falle  eine  geometrische  Progression.  Man 
kann  auch  sagen:  die  Wurzeln  sind  einander  geometrisch  zu- 
geordnet. 

(23)  y.     Wenn  die  Function 

wird,  so  haben  die  vier  Wurzeln  je  ein  und  drei  gleiche  Vorzeichen 
und  ihre  Quadrate  bilden  eine  geometrische  Proportion. 

(24)  y.     W^enn  die  Geminante  verschwindet,  also  die  Function 

G^  =  —  Z  =  0 

wird,   so  hat  die  Gleichung  mindestens  ein  Paar  gleiche  Wurzeln 
von  entgegengesetztem  Vorzeichen.    Wenn  also  ihre  Discriminante 
nicht  gleich  Null  isf,  so  verschwindet  jedenfalls  die  Discriminante 
1)4,2  der  Gleichung  ihrer  Wurzelquadrate. 
(26)  y.     Wenn  die  Function 

Tr=o 

wird,  so  bilden  die  Quadrate  der  vier  Wurzeln  eine  arithmeti- 
sche Proportion  oder  sind  einander  arithmetisch  zugeordnet. 

(28)  y.     Wenn  die  Function 

0  =  0 
wird,  so  ist  eine  Wurzel  gleich  der  Summe  der  drei  übrigen. 

(29) y.     Wenn  die  quadratische  Invariante  verschwindet,  also 

^4,2  =  0 

wird,  so  sind  die  vier  Wurzeln  entweder  einander  äquianharmo- 
nisch  zugeordnet  oder  die  Gleichung  hat  drei  gleiche  Wurzeln. 
In  diesem  Falle  muss  aber  zugleich  die  Discriminante  D^  ver- 
schwinden.    Da  nun 

ist,  so   muss   ebenfalls  die  kubische  Invariante  J^^s  verschwinden. 
(31)  y.     Wenn  die  kubische  Invariante  verschwindet,  also 

J,,s  =  0 
wird,  so   bilden   die  vier  Durchschnittspuncte  der   Curve  y  =  f[x) 
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mit    der    Abscissenaxe    auf    dieser    vier    harmonische    Puncte. 
Denn  aus 

(x^  —  x^y  —  (xj^  +  ^2  —  ^^3)  fe  +  ^2  —  2^4)  ==  0 

fokt 


oder 


«^^  tA/g  tA^^  tl/a  tA/A 


^  '        ^        (^2  -  ^4)  H-  (^i  -  ^4)  ' 


d.  h.  die  Differenz  der  Wurzel  x^^  von  einer  der  drei  übrigen,  z.  B. 
x^y  ist  das  harmonische  Mittel  der  Differenzen  derselben  Wurzel 
von  den  beiden  andern  x^  und  x.^ .  Die  Gleichung  bleibt  bestehen, 
wenn  x^  =  X2  =  x^  ist,  also  drei  Wurzeln  einander  gleich  sind. 
Hieraus  erklärt  sich,  warum  J4,3  zugleich  mit  J4,2  verschwindet. 
(S6)'y.  Wenn  die  biquadratische  Variante  verschwindet,  also 
die  Function 

r,  =  o 

wird,  so  ist  eine  Wurzel  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  der  drei 
übrigen. 


§  80.    Von  den  substituirten  Functionen. 

Die  Substitutionen  willkürlicher  algebraischer  Functionen,  welche 
von  den  Algebristen  angewendet  worden  sind,  um  die  Reduction 
einer  Gleichung  zu  bewerkstelligen,  sind  von  der  verschiedensten 
Art.  Das  Verfahren  führt  im  Allgemeinen  zu  zwei  besonderen 
Functionen,  einer  Resolventen  und  einer  Reducirten.  Der 
wesentliche  Unterschied  zwischen  der  Reducirten  und  der  Resol- 
venten ist  der,  dass  ^ie  Reducirte  von  dem  Grade  der  gegebenen 
Gleichung  bleibt  oder  wenigstens  den  Charakter  derselben  bei- 
behält, die  Resolvente  aber  von  einem  andern  zumeist  nächst^ 
niedrigerem  Grade  ist.  So  ist  z.  B.  bei  den  biquadratischen 
Gleichungen  jede  Resolvente  vom  dritten  Grade  oder  wenigstens 
stets  auf  denselben  reducirbar,  was  in  dem  Umstände  begründet 
ist,  dass  sich  die  vier  Wurzeln  auf  drei-  (oder  6)  fache  Art  zu 
zweien  combiniren  lassen.  Die  Form  der  Resolventen  kann  je  nach 
der  Methode   der  Auflösung  eine   sehr  verschiedene   sein.     Indess 
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wird  sich  in  der  Folge  ergeben,  dass,  wie  zuerst  Bali*)  gezeigt 
hat,  sämmtliche  Auflösimgsmethoden  der  biquadratischen  Gleichungen 
auf  die  gemeinschaftliche  Resolvente 

führen,  wo  #  die  quadratische,  ^  die  kubische  Invariante  der  bi- 
quadratischen Gleichung  bezeichnen.  Aehnliches  gilt  von  den  Re- 
solventen der  kubischen  Gleichungen. 

Es  sollen  hier  zunächst  sämmtliche  bis  jetzt  angewandten 
Substitutionen  in  einer  bestimmten  Ordnung  zusammengestellt 
werden.  Dieselben  lassen  sich  in  sieben  gesonderte  Klassen  ein- 
theilen,  wobei  die  eingeführten  Hülfsgrössen  mit  der  Unbekannten 
X  eine  algebraische  Function  von  verschiedenem  Grade  bilden 
und  zwar 

a.   eine  lineare  Function  von  x: 

(1)  (I,  III)**)  x—{u-\-v)  =  0\l  Ferro  (1505  oder  1515), 

oder  X  —  {z^  +  z.?)  =  0  j  Tartaglia*  (1541),  Car- 
dano*  (1545),  Hudde*  (1659),  Euler*  (1770), 
Hulbe*  (1794),  Guglielmini*  (1809),  Grunert 
(1863). 

(2)  (II,  III,  IV)  X  —  {x   +  z)  =  0;     (lineare  Variation) 

Vieta  (1615),  Mallet  (1780),  Hulbe  (1794), 
Schönberg  (1812),  Francoeur*  (1837),  Cockle 
(1841),  Bretschneider  (1844),  Schlesicke  (1851), 
Björling  (1852),  Arndt  (1864),  Unferdinger 
(1864). 

(3)  (III)  x  —  ß-^z^^O-,     Hulbe  (1794),  Veriot  (1865). 

(4)  (II,  IV)  X  —  {yu  +  ^)  =  0  ;     Schlömilch  (1861). 


*)  Quart,  Journ.  of  Math.  VII.  p.  6  u.  358.  1866.    Man  vergleiche  Zeitschr. 
f.  Math.  u.  Phys.  XVIII.  S.  94.  1873. 

**)  Die  römischen  Ziffern  bezeichnen  den  Grad  der  Gleichung.  Die  mit 
*  bezeichneten  Methoden  setzen  die  Wegschaffung  des  zweiten  Gliedes  voraus. 
Die  Substitutionen,  bei  denen  kein  Name  verzeichnet  ist,  sind  vom  Verfasser 
mit  Erfolg  angewendet  worden.  Da  es  unmöglich  ist,  bei  den  einzelneu 
Autoren  ihre  Abhandlungen  zu  citiren^  durch  welche  dieser  Zweig  der  Analysis  iu 
irgend  einer  Hinsicht  gefördert  worden  ist,  so  möge  es  gestattet  sein,  nur  die 
Jahreszahlen  hinzuzusetzen  und  den  Leser  auf  das  im  VIII.  Abschnitte  auf- 
gestellte Verzeichuiss  der  Gesammtlitteratur  hinzuweisen. 
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(5)  (III)  x~ß-0]  =  o\  ^i^ta*    (1615),   Ditton*   (1709), 

V^        /  Halcke*  (1719),   Hulbe*  (1794), 

oder  ^^  +  x^  —  h  =  0    Michaelis*  (1852). 

(6)  (III)  XV  — l  \9v'  -  3av  +  (a'  -  3h)]  =  0  ;   Schlesicke 

(1848),  Grunert  (1848). 

(7)  (III)  x0  —  f0'-ja^  +  u\=O. 

(8)  (III)  XV  —  [0'  +  a^'  +  (h-+  v)0  +  c]  =  0',  Hulbe  (1794). 

(9)  (IV)  x0'  +  (0'  +  C0—^c\  =  O-  Hulbe*  (1794). 

(10)  (IV)  X0'  +  (0'  -^l.a0'  +  C0  +  I)\  =  O',  M.  (1866). 

(11)  (III)  x{n0'  +  3u0  +  h)-  {3u0'  -  2h0  -  3c)  =  0  ; 

Lockhardt*  (1825). 

(12)  (III)  X  [30'  +  3U0  —  J  (a^  -  36)1 

-[Su0'  +  j(a'-3h)0—^^{2a'-9ah+21cj]=O-,(lS6ß). 

(13)  (III,  lY)  x—(u  +  v  +  w)  =  0',     Euler*    (1732) ,    La- 

grange* (1794),  Bourdon*  (1830),  Grunert  (1863). 

(14)  (II,  III,  IV)  x-in,  +  >/.-  +  ^,-  +  ...)  =0; 

Euler*  (1732),  Lagrange. 

(15)  „  X  -  {ä}/Ü  +  Byü'  +  Cy^ü'  +  ...)=  0  ; 

Euler*  (1763),  Waring*  (1762). 

(16)  „  X  -  {AyV  +  BVV  +  Cyi'  +•••)=  0; 

Bezout*  (1762). 

(17)  (III,  IV)  X  -{^,]/Y  +  0,n'  +  .3>^^  +  .  .  .)  =  0  ; 

Mossbrugger  (1857). 

(18)  (IV)  X  -  [yÄ0^~B  +  yÄ0,  +  B+ yÄJ,'+'B]=0', 

Cayley,  Lebesgue*,  Hesse,  Hermite  (1858). 

(19)  (II)  x—(u  +  vY^^  +wY^^ I/-I)  =  0  ; 

Scheffler  (1851). 

(20)  (III)  x-[iu  +  vy^l)  +  {u,  +  V,  1/^1)]=  0  ; 

Grunert*  (1845). 
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(21)  (IV)  x-(t  +  ^(  +  v  +  w)  =  0  •,     Grunert  (1863). 

(22)  (III)  ^  - 1  [^  +  yV^^  +  4^^^]  =^  '  ^-  (l^öß)- 

(23)  (II,  III,  IV)  x-vl^l  =  0',  Hulbe  (1794). 

(24)  „  X  —\\''J'  =  0  •,  Bezout*  (1762),  Legendre 

(1811),    Bretschneider    (1844),    Heilermann 
(1855),  Spitz  (1859),  Matthiessen  (1866). 

(25).  „  x-(^  +  y  ;j±i)  =  0  ;     Sommer  (1856). 

(26)  (II,  III)  '"^-i^  — ?(,  =  0-,  Bezout(1762),Mattliiessen(1866). 

(27)(II,  III,  IV)  «;-(.  + j^)=0. 

(28)  „  ._|(üi:f)  =  0. 

(29)  „  ^-^.  =  0. 


(3^ 


ZU 


(31)  (II)  ^-^^,  =  0. 


a  ~v 
u 


(32)  (II)  x-z~==0. 

(33)  (III)  x-^uv{u-\-v)^(i. 

(34)  (II,  III)  ^-^  =  0. 

b.    eine  quadratiscbe  Function  von  .t: 

(35)  (II)   (x+\a>^^  ^\  (a^  -  Ah)  =  0;    Diophant  (360), 

Aryabhatya  (500),  Brahmegupta  (630),  Omar 
Alkbayyami  (1050),  Bhascara  (1180),  Fibonacci 
(1202),  Pin  Kue  (1593). 

(36)  (II,ni,IV)  x^  —  {u  +  v)  =  0. 

(37)  „  x'  —  2zx  +  z^  —  u  =  0',     Hulbe  (1794), 

Matthiessen  (1863). 
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(38)  (IT,  III,  IV)  x^J^vx-\ru  =  0. 

(39;  ,;  x^  +  vx-^{n  —  ij)  =  0'^  Tschirnhaus* 

(1683),  Bring*  (1786),  Lagrange  (1770). 
(40)  (II)  x^-}^vx-h  =  0. 


(42)     „    (^+-^1)^1  =  0. 

(43)  "  (^)^-"«=^- 

C44)  /^  -  ^iV  _  ^+2^1  ^  fe-^i^  ^  6t^^^  +  2&^^ 

-(^2'-f«^2  +  ^)        (^2  +  a)2  —  6  * 

(45)  „  (^y-^^i  =  o. 

(46)(III)3.^  +  2a.  +  ^-.  =  0,J      ^,,at  (1864). 

(47)  ,,      (^^2  _^a:.  +  |  &)  T,  +  (^+  1  a)  T,  -  ^=  0  ; 

Hermite  (1856). 

c.  eine  kubische  Function  von  x: 

(48)  (III)  x'—  {x'  -\-z)  =  0. 

(49)  ;;      (^)'  -  ^^  =  0  ;     Bezout*  (1762). 
(^Ö)      -      (lT^y--V  =  Ö5     Jourdain*  (1859). 


(52«)   „      (~:)'-^tg  =  0;     Faure(1864). 


-^hz, 


bZi^  -\-  Scz^^ a^i^  —  3cZi 

5^2"  +  3c02^         «<2r/  —  3c^2 
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z.,^-\-az^^-{-hz.,-^c       (^2  -\-aY~{ah~cy 
Matthiessen. 
(53)   (III)  x""  +  vx-  +  nx  —  c  =  0 . 

(54a)  (IV)  tx'  +  nx^-{-vx  +  {iü-~y)  =  0'^  Tschirnliaiis 
(1683),  Lagrange  (1770),  Bring  (1786),  Jerrard 
(1856). 

(54&)      „      (^^^  +  ax'  +  hx  +  \c:^T,-^(^,:^  +  a^+\h\T. 
+  U  +  -4-  «)  ^3  —  2/  =  0  5     Hermite  (1856). 
d.  eine  biquadratische  Function  von  x: 

(55)   (IV)    {x'  +  y)'  -  {x  VW^^  +  Vf^^lf  =  0 ;      Fer- 
rari* (1545),     Bombelli*  (1572). 

,      [x'+^ox  +  y)  -yy2y+^a'^-h-j-yy^^jY==0'^ 

Simpson  (1745),  Lagrauge,  Waring  (1762). 
>      (^^)'  -  '^  ==  0 ;     Bezout  *  (1 762). 

(58)    .    [~^-)--'-o. 


(56) 
(57) 


■  2i/2        *  -  2/2 


\      )       »       \x'--y.v+s,J        a  +  iy         "^  • 

(61)      "       (::|^::ty-t=0-     Jourdam*  (1859) 

(«^) "  (^ft)+(m)^-«- 

Mit  Variation:    .r  —  {x'  -f  ^)  =  0  und  Reducenteu: 

(63)(iv)(i;igi|)^-.^=o,    ^,_^^^_ 


'  +  y-'^'  +  ^y      „2 n.  Reducente  (22): 


(05)      „      (^^^y_.1^0; 

Matthieascu,  Grundzüge  d.  ant.  u.  mod.  Algebra.  17 
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^aa\    fiv\    /^'J-2/-^'+3\'_  !i_n.  Reducente  (23): 

(^UDj    u    J    (^     ^,  _^ 7^      J        z,-""^      «2(5  -  4/3d  +  y2  =  0. 

(Cn\  /^^^Ü2/i_^l+iiy_?/i'  ^  n  Reducente  (24): 


f  \2 


(68)      "      (^~-i¥^) 


ax  -f-  "i 


x''  -\-  -ax  -\-  z,. 


(70)     .     ^il+^. 


1  =0. 


—  -^  =  0 


1  =0. 


;?  7? 


Reducente  (21): 
a^--4aß+Sy  =  0. 


e.     zwei  lineare  Functionen  von  x: 

(71)  (II)   (^  +  |«  +  n)(^  +  |a-n)  =  0. 

(72)  (11,  IV)  x  —  {u  ±  )/=^)  —  0;  Franke  (1850). 

(73)  „        x—Q{i±  Y-n)  ;     Job  {1864). 

(74)  „         X—  {a±ß  y— 1)  ==  0 ;     Eytelwein  (1824). 

f.  zwei  quadratische  Factoren: 

(75)  (IV)  {x^  +  lix  +  v)  {x'—ux-\-p)^0',  Cartesius*  (1637), 

Catalan*  (1863). 

(76)  „      (x^  -\-ux+  v)  {x''  +  px  +  q)  =  0',  Lacroix  (1799), 

Ley  (1850),  Grunert  (1862). 


(77)  „       \x^+(^a  +  i^x  +  v     x^+(^^a—il\x  +  p 

(78)  „       \^x'  +  ([  a  +  r.)  :r  +  (^  +  ^)] 


=  0. 


imp- 


(79)      , 


son  (1745),  Euler  (1770). 
x^  +  u,x  +  -^(h  +  11^)  —  ^ 


X 


p  —  i(^  +  J-  (?>  +  tr)  +  -"^ 


=  0;      C 


ar- 


tesius*  (1637),   Euler*  (1764),   Bezout*  (1765), 
Lebesgue*  (1858). 
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(80)  (TV)    [x^+(L„  +  y^a^^h  +  2y)x  +  {y+y,/:^d) 

X  [«^'+(1«  -Vi«— 6+2y)A-+(?/->/F^7/} 

=  0;     Simpson  (1745),  Lagraiige  (1770),   Wa- 
ri ng,  Bellavitis. 

(81)  „       [a:'+(^a  +  ^Y^;r^J,)x 

X  [x'  +  (i « -  ^V^i^^^f)  X 

+  ({  [6  -  ^]  -  |l/(ft-«/-4rf)]  =  0;  Ley 
(1850),  Spitz  (1859). 

(82)  „      [^^  +  (i  «  +  l]/«'  -  |6  +  16^)  X 

+  (J  ''  +  2.  +  ]/(!  6  +  2.y-rf)] 

X  [«■' +  (I  «- I  ]/«^  -  I  6  +  16^)  .t; 

+  (i  ''  +  2~'  -  ]/(|&+2.y-c7)]  =  0 ; 
Bardey  (1871). 

(83)  „       Y^{l^a+^x 

+  Ti  f^^'  +  4«^  +  2[«^  -  4&]  -  "-^f+iy 
X  r«-  -\-{~a~z\x 

Blomstrand  (1847). 
Mit  Variation:    x  —  {x  -f-  «)  =  0  und  Reducenten: 

(84)  (IV)  {x'-  +  nx-^p){x"-  +  vx'  +  p)  =  0;  Reducente(22): 

«2^  _  J,2  =  0 . 

(85)  „     {x'^Jrnx-\-p){)P-\-vx-p)  =  Q;  Reducente  (23) 

a^ö  —  AßS-\- /-  =  (). 

(86)  „      {x-  +  i)  (a-'-  +  «a;'  +  jj)  =  0 ;     Reducente  (24) : 

\ 
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(87)   (IV)    (.^•'2  +  ?f;r'+p)(^'2  +  wa;\+^)  =  0;  Reducente(21): 

a^  —  4aß  +  8y  =  0. 

g.     vier  lineare  Factoren: 

(88)  (IV)  r^  —  (u  +  V  i/=^)j  [x  -  (u-v  i/=n:)] 

X  [x-  (^)  +  gV^Ti)]  [^  —{p-q  |/=ri)]  _o. 

(89)  ^,      [x  —  (y  ~\-  ^*  cos  a])  [x  —  (y  —  r  cos  a)] 

X  [x  +  (?/  —  7'  sin  «)]  [::t;  +  (?/  +  r  sin  «)]  =  0 ; 
Bette*  (1854). 

(90)  ,      [^  -  («  +  Vv)]  [x  -  (h  -  Yv)]  [x  +  (if  +  Yß] 

x[x—  (u~  Y'if^)]  =0;     Arndt*  (1864). 

In  den  vorstehenden  Formeln  sind  skizzenartig  die  Fortschritte 
der  Algebra  zusammengestellt^  welche  seit  den  ältesten  Zeiten  ge- 
macht worden  sind.  Zugleich  ist  in  diesem  und  den  vorhergehen- 
den Paragraphen  der  allgemeine  G^esichtspunkt  eröffnet,  von  welchem 
aus  durch  ein  Substitutionsverfahren  das  vorgestellte  Problem  zu 
lösen  ist.  Ehe  wir  jedoch  zur  Anwendung  des  Princips  auf  die 
directe  Auflösung  der  Gleichungen  der  ersten  vier  Grade  fortschreiten, 
möge  noch  zur  leichteren  Orientirung  in  dem  Gange  der  Ent- 
wickelungen,  insbesondere  zur  klareren  Einsicht  in  den  inneren 
Zusammenhang  der  speciellen  Methoden  der  Algebristen,  eine  ta- 
bellarische Uebersicht  über  die  verschiedenen  Ke solventen  voraus- 
geschickt werden. 

§.81.    Die  Resolventen  der   quadratischen,  kubischen  und  biqua- 
dratischen Gleichungen. 

Da  in  der  modernen  höheren  Algebra  statt  der  gewöhnlichen 
Form  des  Polynoms 

f(x)  =  x^  -\-  ax""-^  +  lx''~^-  -I f-  s^  +  f  ==  0 

die  sogenannte  Cayley'sche  Form 

(«;  ^;  C,  .  .  .,  S,  t^  {X,  ly 

=  ax-  +  (\\  hx--'  +  ("^  )  C.X--2  H l-f''^\sx  +  t  =  0 

zum  Ausgangspunkte  der  Untersuchungen  genommen  wird ,  so  sollen 
im  Folgenden  einige  der  wichtigsten  Resolventen  der  gewöhnlichen 
Form  auch  in   die   der  Cayley 'sehen  Form  transformirt  werden. 
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Diese  sind  zur  deutlichen  üutersclieidung  von  den  ersteren  immer 
mit  dem  Index  y  bezeichnet  Tyorden. 

a.     Die  Resolventen  der  quadratischen  Gleichungen. 
I.  s  +  ^a  =  0. 

b.     Die  Resolventen  der  kubischen  Gleichungen. 
IL  {a"  -  3h)2'  +  (ab  -9c)2+  (6^  —  3ac)=0    (Covariante). 

III.  _|_  Us'  ^c)cz  —  h-  =  0.     (Bezout.) 

2(a'  —  3h)z+iah  —  9c)  =  0, 

^(a'-3hff--3D,  =  0,    f=  l(ßz'-]-2a-+lj). 

9(^2  _  3^)^  _|_  (^3  _  21c)  =  0; 

\ah-  dc)0  +  {h'  —  3ac)  =  O, 

^0  _|_  J_  (2a'  -  Oah  +  21c)z'  +  ^  (^'  "  ^^  ===  ^^ 

(Lagrange). 
^6  _|_  c^3  __  JL  ?,3  _  0^     (Vieta,  Hudde,  Euler,  Hulbe). 

^2  _^  3(^2,  _  3c)^  +  9(a'c  +  9c'  —  6ahc  +  6^)  ==  0; 
(Lagrange). 

IX.  («2  -  36)^'-^  +  4  (2«-'  -lah  +  dc^z  : 

_|_  1  (a*  _  Aa'b  +  ßac  +  Jr)  =  0 . 

X,  (a'  ^  3h)z'  +  \(2a'-9ah+21c)z  +  l(a'  -  ^Uf  =  0  . 
XL  (a'  —  3h)2'  +  ~  {2a'  -  bah  —  9c)z 


-\-^(a^—  2a'b  -  \2ac  +  ¥)  =  0. 


II  7.  (ac  —  b~)z^  +  (ad—  bc)z  +  (bd  —  r)  =  0;  (Covariante) 

+  '1  - 

==  (az  +  b)(cz  +  d)  -  (bz  +  cy 

+ 


1  &        c     ^ 
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2{Jr  —  ac)z  +  {p(^  —  (^d)  ==  0,     • 

4(h'  —  ac)hf  —  D,==0. 

'da{¥  -  ac)^  +  {P  —  ahl)  =  0, 


IV  y. 


[3a(6^  —  ac)2  ~\-  {¥  —  c 


yj.y 


A{¥  ~  ac)hf  —  n,  =  {). 
VJI  y,        z''  +  (26^  -  ?>d)c  +  dhiy  +  (6'^  —  ac)=^  =  0 . 
X  y.  {})'  -  ac)z'  +  (22>"'^  —  Zahc  +  a^f/)  ^  +  (V'  —  acf  =  0. 

Die  Resolventen  lassen   sich   sämmtlich  in  einander  transfor 
miren.     Substituirt  man 

in  11:    4  z  -\-  a  anstatt  z,     so  erhält  man  XI, 

„  11:    —  20  —  a  „        „      „       „  „     IX, 

;?   II  •  ^  §"  ^*  j;         ?;        ;?  ?;  ?;       -^ ; 

,,  IX:  —0       ~  a  „       „      „        „         „X, 

„  X:    9^':(a'^-3fc)  „       „      „       „         „      VIJ, 


.  Vn:-|K-3&)(Ä-|«)„ 


II 


TT  f^?> 9C  1,7-  7 

TY.    9^  _L     ^^  ~  ^^  YT 

„  ix\.    ^^  i-  2"(a'''_3^,)  ;^       ;;       ;^        ;/  ;;      -^^• 

c.  Die  Resolventen  der  biqiuuiratischen  Gleichungen. 

XII.  z^  —  ~hz^  —  ch  +  \{4ld  —  c')  ==  0 ;     (Ferrari). 

XIII.  z''--bß'^J^{ac~4.ä)3  —  {ahl—4ld+c^)==0;  (Simpson). 

XIV.  0''\  2hz^  +  {W  —  Ad)z^  —  c^  =  O5     (Cartesius). 

XV.  z"  +  4  &^'  +  l^  (^'  ~  4 ^)ä'  -  ^  c^  =  0 ;     (Euler). 

XVI.  z"  -  2hz'  +  («c  +  V  -  4:d)z  +  (ahi  —  ahc  +  c')  =  0-, 

(Schlesicke). 

XVII.  z'  —  {3a^—8h)0^  +  (3a^  —  16a'h+16ac+16h'—64:d)z' 

—  (a^  —  4a6  +  ScY  ==  0]     (Lagrange,  Grüner t). 

XVIII.  0'  —  (3a'  -  86)^^  +  (3a^  -  Ißa'b  +  646jc  —  2566?)^^ 

^(a'—Sa^h  +  64:a'c  —  16SahI+204Sbd-512c')=0. 
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XIX.  (a^  —  4ah  +  8c)2^-(3a^-  16a'h+16ac-\-16¥—6M)z' 

+  (3a^  —  20a^b  +  24a-c  +  32a6-  —  6Uc)3 
-   —  (V  -  4«6  +  8c)2  =  0 ;     (Lagrange) 

,  3  r(a2  -  46)2  -  64 rf    ,    ^    -|     ,     ,     .o    9         OTN 

^^'''''     -  [a3-4aW'8c-  +  ^^J  ^^^  +  ^'^^"  "  ^^)-^ 

—  (a^- 4«&  +  8c)  =  Q. 

XX.  (a^  —  Aal  +  Scy-  —  (Za^  —  Ua'h  +  20ac+  Sb^  -32d)z- 

+  (3a^  —  lea^ö  +  20a^c  +  16a&^  —  32«^^  —  166c) - 

(Lagrange). 
XXL  (a^  -  4:ab  +  8c).-«—  (a'c  —  Abel  +  Sad)^ 

-  (ac'^  —  Aabd  +  Scd)z'  +  (c^  —  4bcd  +  8«(f )  =  0 ; 
(Heilermann). 

XXIL         (a'  -  4ab  +  8c)^^  +  {a'b  +  2«c  -  46^  +  16^)^^ 

+  {a^c  -  4bc  +  8ad)z  +  (a^(Z  -  c^)  =  0 ;      (Hallet, 
Hulbe); 
oder:  (4^^+3 az^+2bz+df—(40+a)\z^+az'+bz'-+cz+d)=O. 

XXIII.  (c^  —  «'(?)^'  +  (ac^  —  4a6rf+  8c(^)^^ 

+  (6c2+2ac(?- 462^7+ 16(f^)<^  +  (c=^-46c^+8«(r-)=0; 
oder:  diaz^  +  2bz^^  +  3cz  +4dy 

^-  (cz  +  4:dy\z^  +  az^  +  bz'^  +  cz  -\- d)  =  0 . 

XXIV.  0'  +  ^ «/  +  X  (3«'  +  22^)^-^  +  4-  (n'  +  4a&)^=^ 


+  ^  (2a2&  +  «c  +  Z>=^  -  4d)z-  +  ^{a'c  +  a¥—4ad)z 

—  —  (a^d  —  abc  +  c^)  =  0 ;     (Lacroix). 

XXV.         0'  +  Y  «^'  +  T  (^^'  +  -  ^) "'  +  ¥  ^"^^  +  '^^^)^' 
-i  (a^ft  +  2ac  -  Sd)z^+^  (a^c  -  4«^?)^ 

+  ^  {ahl  -  4bd  +  c')  =  0  ] 
oder:  (6.-'-^  +  3az  +  bf  —  36^(6^^  ^  3^^  +  ^>)  —  4323^  =  0 . 

XXVL       z'  -  bz'  +  {ac  -  d)z'  —  (ahJ  -2bd  +  (^z'  +  (ac  -  d)dz' 
bd:'z  +  d^  =  0', 

oder:  (.  +  ^J  -  h  (z  +  4)^  +  (ac-  4d)  (z  +  4) 

-  {a'd  —  4bd  +  c^)  =  0. 
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—  (c^  -  d'df  =  0 . 

XXVIII.     z^  -  {ac  -  4d)0'  +  {ahl  —  Ud  +  c')hz 

—  la^d  —  Ud  +  c^f  =  0. 


XXIX. 
XXX. 


oder; 
XXXI. 


XXXII. 


ac  —  4  fZ 


2^  +  h0  ~  yd'd  —  Ud  +c^=0,. 


+  216  C^^^^^  +  DaZ^c  -  21dhl  —  21c'-  —  2W)  =  0 ; 
(Strehlke). 

(d  —  Aal  +  8c)/  +  2{a^l  +  2ac  -  U'  +  16fZ)/ 
+  b(a^c  +  8«^  —  46c)/  +  20{a'd  -  c>^ 
-  b(ac'  —  Aald  +  ^cd)s^  —  2lhc'  +  2acd  —  A¥d 
+  16^2)^  -  (c^  —  Ucd+  Sad')  =  0 ;     (Covariante). 

27^/  -  9^-2/  +  21  ^^g  +  -J^  —  54^2  -  0. 


XXI  y.        (2h''  -  3ahc  +  a^d)^'^  -  {2Wd  —  ?>acd  +  a'be)z^ 

—  {2ld^  -  3hce+ade)z'  +  (2d^  —  3cf?c  +  he')  =  0. 

XXlly.     {2¥'-3ahc+ahl)2'  +  -l-(6¥c  +  2ahd—dac'  +  a'e)z' 

+  (2  h'd  -  3acd  +  ahe)z  +  ^  (eW  —  d'a)  =  0 . 
XXIII  y.     \  {ad'  -  l'e)z^  +  {2hd'  —  3hce  +  ade)z' 

+  Y(6cd-+2hde-9ec'+ae')^+(2d'-3cde+he')  =  0. 

a,  h,     C  +  2X  + 

XXX  7.        z/=  h,       c  —  l,      d 

+   C  +  2A,     ^?,  c 

=  —  4A^  +  J4, 2^  —  J^i,  3  =  0 ;  (Heil ermann,  Aronliold); 
oder:  -4A3+(ac-4M+3c'^)A— (acc+2&cr?-a(?^— cö'-^— c^)=0; 

oder:  (ad'  -  &'^c)A^  +  ~  [a(cd  —  hef  -  U(d'  -  ce)(hc-ad) 
+  4c?(&c  —  cd)(ac  —  ¥)  —  (ad  —  l)c)-e]l 

—  \  \_{ad~'bcy(d:'  —  ce)+(ac  -  ¥)(cd  —  lef]  =0; 


oder 
oder: 
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a ,  —  -  « (x,  +  X,  -\-x^-\-x^),         -  a  (x,  x.,  +  x^  x^)  \ 

-«G^'i+^-2+^3+^J.     j<x^-\-^x.;){x^-\-x^),     —  -^(i{x,x.^x^-{-x,'\-\-x^x^[x,-\-x.,'])  \  =  0 
1  i 

«(  ^l  ^2  +  ^'^•3  ^4)  >       —~l  «  (^1  ^2  [^3  +  ^^'4]  +  '^3  ^4  [^1   +  '^2])  .        «  (^1  ^'2  ^3  ^^^ 

XXXI. ;..  (2&^  -  ?>ahc  +  a^f?)^«  +  {UH  +  2«&f7  -  Ortc^  +  rre>5 
+  b{2Wd  -  dacd  +  ahe^z""  +  10(&2e  _  rtf72^)^3 
-b(21)d'-3bce  +  ade)z'—{6ccP+2hde-9ec'  +  e'a)z 
— (2^— 3cd'e-|-&e2)=0;     (Covariante).  . 

XXXII y.   27 J4. 3^'  -  9/4^2^'  +  27 J4, 2 J4, 3~-  +  J^^2  -  54 J^fs  =0. 

Die  vorstehenden  Resolventen  lassen  sich  wie  die  früheren 
sümmtlich  in  einander  transformiren.  Die  wichtigste  unter  ihnen 
und  zugleich  einfachste  Form  ist  die  Resolvente  XXX  7,  auch  die 
z/-Determinante  von  A ronhold  genannt.  Sie  ist  zuerst  in  der  Form 
XXX  von  Strehlke^  später  als  Resultante  dreier  linearer  Gleichungen 
dargestellt  von  Heilermann. 

Suhstituirt  man  in 

XIII:  ^  =  y  -\-  — ,  so  erhält  man  XXVI; 

XIII:  ^  =  ^  [r  -  («— «)],  „       „       „    XVII; 

XVII:  ^^=8g  +  |(3a^-86),  „       „       „    XXX; 

XIX:  s  =  {a'^  -  4ab  +  Sc):f,  „       „       „    XVII; 

XX:  « =  y  (y  +  a),  „      „      „   XIX; 

XX:  ,^2y  +  a,  „      „      „   XXII; 

XXIV:5^+-^«.'  +  |y  =  0,  „  ,,  „    XVI; 

XXIV:  z"-  +  1  «.-  +  1  (6  +  y)  =  0 ,  „  „  „    XIII; 

XXIV:  «  =  1  (2,  -  a),  „  „  „    XVII; 

XXV:  ^^+|aÄ  +  |2/  =  0,  „  „  „XIII; 


266                    Vierter  Abschnitt.     Substitutionsmethoden.  II. 

XXVI :z'--l-(h  +  6y)^-  +  d  =  0,  so  erhält  man XXX ; 

XXYl:2'-^J0  +  d=^O,                                         „  „  „  XIII; 

XXVI:  0^--y2  -d=  0,                                       „  „  „  XXVII; 

XXI:    (ah-6c  +  6ai)s''~(bc—6ad+6ct)  =  0,„  „  „  XXX; 

XXII:  (Sa^  — 86  +  24rjÄ'  +  (a&-6c  +  6aÖ=-0,  „  „  „  XXX; 

XXIII:  (3c^-85^+24f^0  +  (6c-6af/+66fj=0,„  „  „  XXX. 


8ubstituirt  man  in 
XXI 7:     {hc~ad-{-'2hX)z^  —  {cd-he  +  2dX)=^0,  sokommtXXXy; 
XXn>:  2(h^-ac-{-al)z-'{ad— 1)6-211)  =0,    ..,       „      XXXy- 

XXmy:2(d'  —  ce+eX)  +  (cd—he+2dl)0  =  O,    „       „      XXX  j^; 

Die  Coefficienten  dieser  vier  letzten  Substitutionen  sind  die 
partiellen  DifFerenzialquotienten  der  z/-Determinante  nach  den  Coeffi- 
cienten a,  h,  c,  d,  e  der  biquadratischen  Form 

/^ 
{a,  h,  c,  d,  e)  (x^  1)*. 

IL    Von  der  Auflösung  der  linearen  Gleichungen. 
§  82.    Die  Methode  der  Transpositionen. 

(Arab.  aldjehr  w'almoJcahala,  lat.  capikdum  numerationis  secun- 
duni  augmentum  et  dimimitionem ^  ind.  samasodanam,  tulya  giiddhis, 
griech.  d(patQs6Lg  rav  o^olcjv  xal  nQüötid-rjöig  tav  lEiitovrcov). 
Insofern  im  gegenwärtigen  und  allen  folgenden  Abschnitten  immer 
vorausgesetzt  wird,  dass  die  aufzulösenden  Gleichungen  bereits 
auf  ihre  einfachste  Form  gebracht  sind,  also  in  dem  speciellen 
hier  in  Betracht  kommenden  Falle  es  sich  nur  um  die  Auflösung 
der  Gleichung 

ax  -{-!)  =  0 
handelt,  bedarf  es  natürlich  keiner  besondern  Kunstgriffe,  z.  B.  der 
Substitution  einer  besondern  Function  der  Unbekannten.  Da  es 
aber  in  dem  Plane  des  vorliegenden  Werkes  liegt,  auch  den  Gang 
der  historischen  Entwickelung  der  x^lgebra  klar  darzulegen,  so  wird 
es  hoffentlich  den  Beifall  des  Lesers  gewinnen,  wenn  wir  der 
Wichtigkeit  entsprechend,    welche    die    Alten    der    Auflösung    der 
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Gleichungen  ersten  Grades  beilegten,  etwas  genauer  auf  ihre 
Methoden  eingehen.  Da  die  alten  Algebristen  in  ihrer  Analysis 
meist  von  einer  nicht  geordneten,  sich  aus  einer  eingekleideten 
Aufgabe  unmittelbar  ergebenden  Gleichung  ausgingen,  so  wurden 
sie  auch  auf  verschiedene  Methoden  der  Entwickelung  geführt, 
unter  denen  es  auch  nicht  an  Substitutionen  fehlt,  wie  T.  B.  bei 
der  sogenannten  regida  infiisa.  Die  gebräuchlichste  Methode,  welche 
wir  mit  dem  Namen  „Transpositionsmethode"  bezeichnen,  findet  sich 
bei  den  Indern,  Egyptern,  Griechen  und  Arabern.  Sie  besteht  in 
der.  Anwendung  folgender  sich  aus  den  arithmetischen  Verbin- 
dungen von  Gleichem  mit  Gleichem  ergebenden  Regeln: 

1. 
IV. 


(x-j-  a  =  1), 
]^x=  h  —  a. 

IL 

jx  —  a  =h, 
\x  =  h  -{■  a. 

III. 

ja  —  X  =h, 
yx  =  a  —h. 

(ax  =  &, 
yx  =  h:a. 

V. 

jx  :  a  =  hj 
]x  =  1) .  a. 

VI. 

ja:x  =  h  j 
\x  =  a:h  , 

\ll-{^l 

a"\ 

VIII. 

{:: 

Va. 

Ist  demnach  die  gegebene  Gleichung 

ax  -{-!)  =  0  j 

so    findet    man    mit   Anwendung   von  I.  und   IV.   dfe  Wurzel   der 
Gleichung 

ic  =  —  h  :  a . 

Historische  Bemerkungen.  Das  Wort  Algebra  stammt  her 
von  dem  arabischen  Wort  al-äjchr.  Indess  sind  die  beiden  von  den 
Arabern  (zuerst  von  Mohammed  ben  Musa,  dem  Chowarizmier  [um 
830])  immer  zusammen  gebrauchten,  wahrscheinlich  dem  Indischen  ent- 
lehnten Ausdrücke  aldjcbr  w'  almokabd'^)  nur  die  Bezeichnungen  für 
zwei  bei  der  Auflösung  der  Gleichungen  häufig  vorkommende  specielle 
Operationen.  Der  persische  Mathematiker  Beha  Eddin  (1547  —  1622) 
sagt  in  seiner  „Quintessenz  der  Rechenkunst",  indem  er  von  der  Ein- 
richtung und  Ordnung  der  algebraischen  Gleichungen  redet:  „Die  Seite, 
welche  mit  einer  Negation  behaftet  ist,  wird  ergänzt  und  etwas  dieser 
Gleiches  auf  der  anderen  Seite  addirt;  das  ist  al-djebr.  Die  homogenen 
und  gleichen  Glieder  werden  ausgeworfen  und  das  ist  almoJcahalä.^'' 
AJdjebr  ist  demnach  die  Ergänzung  (lat.  augmentum^  griech.  TtQog- 
Tld-Tjaig  TCöv  leLTtovtcov)  von  djabard  {restauravit),  z.  B. 


*)  Moh.  ben  Musa  Alchowaresmi  Algebra  oualniökabala,  publ.  by  Rosen. 
London  1831. 
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lOX  —  q  =  x^  ^ 
j)X  =  x^  -\-  q  . 

Äl-molcahald  kommt  her  von  Icäbälä  {opx)Ositus  fuit)-  die  gegen- 
überstehenden gleichen  Glieder  werden  gehoben  (griech.  acpalqeßLg  rav 
o^oLcov,  lat.  diminuüo,  ind.  tulya-QiiddMs).  Für  die  beiden  genannten 
arabischen  Bezeichnungen  gebraucht  Bhascara  das  Wort  sama-sodanam 
(Transposition).     Ein  algebraisches  Beispiel  dieser  Art  ist 

x^-^^r^^x^-^-px-^-r, 
x^  =  x^  -\-  px . 

Äldjebr  ist  eine  Hauptoperation  bei  den  Alten,  weil  sie  die  Gleichungen 
ausschliesslich  unter  dieser  positiven  Form  beider  Seiten  betrachten; 
denn  eine  Gleichung  der  auf  Null  gebrachten  modernen  Form 

x^ -\- px -{- q  =  0     (Harriot) 

ist  für  sie  ein  Unding  und  gehört  zu  den  Unmöglichkeiten,  wozu  sie  dem 
entsprechend  auch  die  negativen  Wurzeln  rechnen. 

Bemerkenswerth  sind  noch  die  Bezeichnungen  der  bestimmten  und 
der  unbekannten  Grössen,  die  Art  wie  die  Gleichungen  geschrieben  und 
classificirt  werden,  so  wie  die  Nomenclatur  der  algebraischen  Analysis. 

Bei  den  Indern  werden  die  bestimmten  Zahlen  oder  die  Einheiten 
mit  rupa  {^jvik.  ru)  bezeichnet,  bei  Diophant  mit  dem  Worte  iiovadeq 
(synk.  ^'^)  Die  Araber  bezeichnen  dasselbe  mit  „Zahl",  die  Chinesen 
mit  tae.  Die  Coefficienten  der  Unbekannten  werden  von  den  Indern 
pracriti,  von  lUophant  TtXrj&og  genannt. 

Die  verschiedenen  Unbekannten  oder  Hauptgrössen  algebraischer 
Gleichungen,  welche  wir  mit  den  letzten  Buchstaben  des  kleinen  lateini- 
schen Alphabets  zu  bezeichnen  pflegen,  werden  von  den  Indern  „Farben" 
genannt  und  durch  die  vorderen  Charaktere  der  Farbennamen  ausge- 
drückt, wie  ^J  Ka  (kdlaca,  schwarz),  ^^  Ni  (nüaca,  blau),  qj  Vi 
{pitaca^  gelb),  "^i^  Lo  {löhUaca^  roth),  u.  s.  w.  Die  Zahlencoefficienten 
werden  hinter  diese  Charaktere  gesetzt  und  die  negativen  Glieder  durch 
einen  Punkt  über  denselben  angedeutet.  Bei  den  Chinesen  z.  B.  Pin 
Tille  lib.  V.  trifft  man  auf  Bezeichnungen  verschiedener  Unbekannten 
mittels  der  Charaktere  der  Bilder  des  chinesischen  Thierkreises :  Maus, 
Ochs,  Tiger  u.  s.  w.  Diophant  unterscheidet  mehrere  Unbekannte 
eines  algebraischen  Ausdruckes  durch  Ordnungszahlen:  6  7tQ(üxog  ccQid'^og, 
0  ÖEvreQog,  o  xQitog.  Eben  so  verschieden  bei  den  Völkern  des  Alter- 
thums  war  die  Bezeichnungsweise  der  Potenzscala  einer  und  derselben 
Unbekannten.  Handelt  es  sich  um  die  Bezeichnung  oder  Benennung 
einer  Hauptunbekannten  oder  gesuchten  Zahl,  so  gebrauchen  die  Inder  die 
Worte  Javat-tavat (synk.  Ja,  *TT);  die  Chinesen  das  Wort yuen',  die  Egypter 
das  Wort  Jiä'  (Haufen).  Es  ist  die  erste  Potenz  der  Unbekannten,  also  x, 
griech.  ccQLd-^og,  (synk.  g,  oder  g'\  Plur.  g  g),  arab.  chal,  Ding  (synk.  j:i)  oder 
djizr  (radix),  lat.  res  (synk.  i?),  später  in  Nachahmung  von  Diophant 
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numerus  (synk.  iV),  ital.  cosa  (causa,  cJiose).  Die  zweite  Potenz  der 
Unbekannten,  also  ic'^,  ist  im  Indischen  varga  (synk.  ^f  ^),  egypt.  Katze,, 
arab.  mal  (synk.  ^),  griech.  Svvu^Lg  (synk.  ^^,  Pliir.  8ö")^  lat.  censuSj 
später  quadratum  (synk.  Z  und  Aci  =  a").  x^  ist  egypt.  Haus,  arab.  kah 
(synk.  ^^\  griech.  z'^ä  u.   s.  w. 

Wie  die  alten  Algebristen  die  Gleichungen  schrieben,  möge  eben- 
falls durch  einige  Proben  veranschaulicht  werden,  aus  denen  hervor- 
geht, dass  die  Inder  die  correspondirenden  Glieder  der  Seiten  der 
Gleichung  übereinander  setzen,  dass  die  älteren  Araber  sie  im  rhetori- 
schen Style  ausdrücken,  Diophant  dagegen  so  wie  die  späteren  Araber 
und  die  älteren  Italiener  zur  Zeit  Cardano's  und  Vieta's  die  Glei- 
chungen in  synkopirter  Form  ähnlich  w^ie  wir  schreiben: 

TA  MiT'^^^ViV'^.^^^k 

Ha'  neb-f       ma-f    ro  sefex-f     hi-f     %eper-f      em  sasefex; 

Haufen  sein  f  ,       sein  ^  ,    sein  i- ,  sein  Ganzes,  es  gibt  :         37 
d.  i.  ^  (f  +   i        -f-  i       +         1)         =  37 

(Ahämesu,  Papyrus  Rhind  [1700  v.  Chr.]). 

m^^    ^t  ?     ^^0       JaUa2\Ja\\Bu^0 


*TT^O 


m  0 


=T^ 


Ja  hlia  0     JaO\  Bu    8 


mod. 


+  15a;- +  G6rr  =360;      (Tsin  Kiu  Tschau). 


2x^  ~    ^     +30) 

0^2    I    Q^      I      g  I  oder:  2x'^  —  o:  +  30  =  8  ;  (Bhascara). 

T  J_  yucn 
ill  T  e  tae 

Die  positiven  Zahlen  w^erden  mit  rother,  die  negativen  mit  schwarzer 
Tinte  geschrieben. 

2x^  +  x^  =     4a;   —  12  ;     (Diophantus). 
Census  et  quinque  radices  equantur  viginti  quatuor; 


+ 


öx 


=  24;     (Moh.  ben  Musa). 


CuhuSj  latera  et  numerus  aequales  sunt  quadratis  ; 
x^    '\-  hx    -\-       c  =  ax^ ; 

(Omar  Alkhaj-yami). 

n  j   ii         I 

38  =  19a;  +  X'  ;     (xMoh.  Alkalzadi). 
16  census  et  2000  aequales  680  rehus-,,     (Regiomontanus). 
16a;2  +  2000       =       680a-. 
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Cuhus  p  6  rebus  aequalis  20  ;     (Cardano), 

x^    -{-  ex  =       20  ; 

1(7  —  8§  +  16 JV  acqu.  40  ;     (Vieta), 

x^  —  8x"+  16x      ==     40; 

1  @  »^  13  (D  +  12  ;     (Girardiis). 

x^''^' -\- px -\- q  30  O5     (Cartesius). 

Wenn  nun  auch  in  dieser  verschiedenen  Schreibweise  der  algebrai- 
schen Gleichungen  eine  gewisse  Ordnung  der  Glieder  nach  den  Potenzen 
der  Unbekannten  erkennbar  ist,  so  weicht  doch  die  Classification  der 
Gleichungen  bei  den  älteren  Algebristen  wesentlich  von  der  modernen 
ab.  Während  wir  die  Gleichungen  nach  dem  höchsten  Exponenten  der 
Unbekannten  classificiren  in  Gleichungen  ersten,  zweiten,  dritten  Grades 
u.  s.  w.,  werden  sie  bei  Diophant,  entschieden  aber  bei  den  Arabern 
seit  Mohammed  ben  Musa  nach  der  Anzahl  der  Glieder  eingetheilt.  So 
heisst  es  bei  Letzterem:  Zur  Rechnung  der  Algebra  können  drei  Grössen 
verbunden  werden:  die  Wurzel,    das  Quadrat  und  die  Zahl  und  zwar: 

1.  Ein  Quadrat  ist  gleich  Wurzeln;   (x'^=  ax)-^ 

2.  Ein  Quadrat  ist  gleich  einer  Zahl;  (x^  =  d) ; 

3.  Wurzeln  sind  gleich  einer  Zahl;  (ax  ==  h). 
Dann  gibt  es  drei  zusammengesetzte  Fälle: 

4.  Ein  Quadrat  und  Wurzeln  sind  gleich  einer  Zahl; 
(x"  +  tt^  =  b)  ] 

5.  Ein  Quadrat  und  eine  Zahl  sind  gleich   Wurzeln; 
(x^  -\-  a  =  l)x)  -^ 

G.  Wurzeln  und  eine  Zahl  sind  gleich  einem  Quadrat; 
(ax  -{-  h  ==  x^). 

Ebenso  ist  die  Eintheilung  in  sechs  Fälle  noch  bei  Alk  alz  ad  i 
(f  1477).  Aber  bei  Omar  Alkhayyami  (f  1123),  von  dem  wir  ein 
Werk  über  die  geometrische  Auflösung  der  kubischen  Gleichungen  be- 
sitzen, sind  auch  die  kubischen  Formen  berücksichtigt.  Derselbe  theilt  die 
Gleichungen  zunächst  ein  in  einfache  und  zusammengesetzte;  darauf 
die  letzteren  in  dreigliedrige  und  viergliedrige.  Auf  diesem  Wege 
findet  Omar  im    Ganzen  25   specielle   Fälle,    die  er  dann  einzeln   löst. 

Was  endlich  noch  die  Nomenclatur  der  Algebra  als  Wissenschaft 
anbetrifft,  so  heisst  bei  den  Indern  die  allgemeine  Arithmetik  Bija  ga- 
nita^  die  Algebra  im  engern  Sinne  Avyakta  ganita  (Rechnung  mit  Un- 
bekannten). Die  Chinesen  bezeichnen  mit  den  Worten  Tien  yuen  die 
Auflösung  der  Gleichungen.  Die  Griechen,  von  denen  wir  Schriften 
über  Algebra  im  engern  Sinne  nicht  besitzen,  da  die  Arithmetik  des 
Diophant  wesentlich  zahlentheoretische  Probleme  behandelt,  rechnen 
die  Algebra  unter  die  Logistik  oder  das  practische  Rechnen,  und  so 
heisst  sie  zuweilen  auch  bei  den  Algebristen  des  XVI.  Jahrhunderts 
(Peucer),  Bei  den  älteren  Italienern  heisst  die  Algebra  entweder 
ebenso  oder  ars  magna,  ars  rei  et  census,  la  regola  0  Varte  della  cosa\ 
auch    latinisirt   ars   cossica    und    regiila    cosae.      Zur   Zeit    Rudolffs, 
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Stifel's  und  Peucer's  nannte  man  die  Algebra  bald  einfach  Coss 
oder  regula  coss,  bald  wieder  Algebra  oder  Log istice.  Vieta  gebrauchte 
auch  den  Ausdruck  arithmetica  speciosa^  Reimarus  arithmetica  analyüca. 
In  neuester  Zeit  ist  die  Benennung  bestimmte  Analytik  vielfach  in 
Gebrauch  gekommen,  um  die  Algebra  der  bestimmten  Gleichungen  von 
der  Diopli antischen  Algebra  der  unbestimmten  Gleichungen  oder 
der  sogenannten  unbestimmten  Analytik  zu  unterscheiden. 

Zu  der  obenerwähnten  Transpositionsmethode,  welche  in  der  Schei- 
dung der  bekannten  und  unbekannten  Grössen  auf  die  entgegengesetzten 
Seiten  der  Gleichung,  sowie  in  der  Vereinigung  homogener  Grössen 
besteht,  finden  wir  Erläuterungen  bei  Diophantus,  Brahmegupta, 
Mohammed  ben  Musa,  Bhascara,  Alkalzadi,  Beha  Eddin  und 
Nejm  Eddin.  Die  Anleitung  des  Beha  Eddin  ist  bereits  oben  wört- 
lich dem  Texte  seines  Werkes  entnommen.  Zur  Vergleichung  fügen 
wir  noch  die  allgemeinen  Regeln  hinzu,  welche  von  Diophantus, 
Bhascara  und  Nejm  Eddin  gegeben  worden  sind.  Wenn  dieselben 
in  der  Sache  auch  nichts  Neues  bieten,  so  sind  sie  doch  charakteristisch 
theils  durch  ihre  Form  theils  durch  ihren  Inhalt.  Diophantus 
(Def.  XI)  sagt:  „Wenn  man  bei  einer  Aufgabe  auf  eine  Gleichung 
kommt,  welche  auf  beiden  Seiten  homogene  Grössen  in  verschiedener 
Anzahl  enthält,  so  muss  man  Gleiches  von  Gleichem  abziehen,  bis  ein 
Glied  einem  Gliede  gleich  wird.  Wenn  aber  auf  einer  oder  auf  beiden 
Seiten  negative  Glieder  vorhanden  sind,  so  muss  man  die  negativen 
Glieder  auf  beiden  Seiten  ergänzen,  bis  auf  beiden  Seiten  die  Glieder 
positiv  geworden  sind;  und  wieder  muss  man  Gleiches  von  Gleichem 
Bubtrahiren,  bis  auf  jeder  Seite  ein  Glied  übrig  bleibt.  Späterhin 
werde  ich  Dir  zeigen,  wie  die  Aufgabe  gelöst  wird,  wenn 
zwei  Ausdrücke  gleich  einem  übrig  bleiben,"  Mit  den  letzten 
Worten  meint  Diophant  offenbar  die  zusammengesetzten  Formen 
der  quadratischen  Gleichungen. 

Bhascara  Acharya  gibt  im  vierten  Kapitel  des  ersten  Buches 
seiner  Bija  ganita  folgende  Anleitung:  „Wenn  die  Aufgabe  zu  einer 
Gleichung  geführt  hat,  so  muss  die  Unbekannte  oder  das  Quadrat  der 
Unbekannten  einer  Seite  von  der  andern  Seite  abgezogen  werden,  wenn 
hier  eine  solche  Unbekannte  ist;  sonst  von  Null.  Ferner  subtrahirt 
man  die  Zahlen  oder  die  Irrationalzahlen  der  andern  Seite  von  der 
ersten  Seite,  so  dass  also  die  Unbekannten  auf  einer  Seite  und  die 
Zahlen  auf  der  andern  bleiben.  Die  Zahl  oder  was  sonst  nachblieb, 
wird  durch  den  Coefficienten  der  Unbekannten  dividirt  und  der  Quo- 
tient ist  der  Werth  der  Unbekannten." 

Darauf  folgt  die  Lösung  folgender  Aufgabe:  „Ein  Mann  hatte 
300  Rupien  und  6  Pferde;  ein  anderer  10  Pferde  und  100  Rupien 
Schulden.  Das  Vermögen  Beider  war  gleichgross  und  ebenso  der 
Preis  jedes  Pferdes.     Wie  gross  ist  der  Preis  eines  Pferdes? 

Auflösung:    Das  Eigenthum  des  ersten  Mannes  betrug 
Ja  6  I  ru  300 , 
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das  Eigenthum  des  zweiten 

Ja  10  I  ru  100. 
Diese  sind  gleich.     Zuerst  schreibe  ich  sie  über  einander: 


Ja     6 


ru  300 


Ja  10     ru  100 

Dann   nehme   ich    —  100   Rupien   von    -f-  300   Rupien;   das    gibt    | 
-(-  400  Rupien;  und  ich  nehme   6if  von  lOa?,  wobei  bleiben  4if.    400 
Rupien  sind  gleich  4ic: 

ru  400 
Ja  4. 

Ich    dividire    das  Erste    durch    das    Zweite,    100    Rupien    ist    der    \ 
Quotient  und  dies  ist  der  Preis  eines  Pferdes."  \ 

Nejm  Eddin  Ali  Khan  gibt  in  seiner  Algebra  folgende  beiden 
Mathematikern  des  Orients  beliebten  Regelverse,  welche  im  Original 
in  gereimten  Distichen  geschrieben  und  von  Nessel  mann  (Algebra 
d.   Griech.  S.   50)  ins  Deutsche  übertragen  sind: 

Die  Seite,  die  ein  Minusglied  enthält, 

Ergänz'  und  setze  ein  demselben  gleiches 

Bejahend  anf  die  andre,  o  Gelehrter ! 

Im  Kunstausdrucke  nennt  man  dieses  Djebr. 

Zur  Zeit,  wenn  Du  die  Gleichung  bildest,  wisse: 

Wenn  sich's  ereignet,  dass  gewisse  Glieder 

Einander  homogen  und  völlig  gleich. 

Auf  beiden  Seiten  unverhüllt  sich  zeigen, 

So  wirf  auf  beiden  Seiten  sie  heraus, 

Und  dieses  nenne  dann  Mokabala. 

§  83.    Die  Substitutionsmetliode  von  Job  ben  Salomon*). 
(Regula  infusa.) 

Gegeben  sei  eine  lineare  Gleichung  von  der  Arir 
I.     m(ax  -\- V)  -\-  c  =  0 , 
Man  substituire 

1\.     ax  -\-  h  =  y  ^ 

woraus  sich  ergibt 

III.     my  +  c  =  0 . 
Man  berechne  mit  Hülfe  der  Transpositionsregeln  y  aus  IIL, 
setze  den  gefundenen  Werth  in  II.  ein  und  berechne  daraus  x. 


*)  Liber  augmenti  et  diminutionis ab  Abram  Ibn  Esra.  Libri  Hist.  I. 

Note  VI.  p.  27G. 
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I  Aufgabe  aus  Abraham  Ibu  Esra: 

(^._±,._4)-i(^-i-^-_4)  =  20. 

Man  substituire  x  —  ~  x  —  4  =  ?/  und  berechne  y  zuerst  aus 

2/  -  1 2/  =  20. 

2 

Man  findet  y  =  26—  und  x  aus 

^-  3-^-4  =  26|- 

§  84.    Die  Methode  der  falschen  Substitutionen. 

(Arab.  hisah  al-JcJmfaayn,  regiila  falsorum,  Rechnung  der  beiden 
Abweichungen  oder  Fehler;  auch  arab.  aml  hi  'l  kaffatain^  regula  Jan- 
cium  s.  hilancis'^  Methode  der  Wagschalen;  endlich  auch  Msah  al- 
niafrüd,  numeratio  divinationis,  Rechnung  der  Annahme ^  Muthungs- 
rechnung.)  Die  regtda  falsorum  ist  eine  in  vielen  Fällen  höchst 
practische  Methode^  welche  von  den  neuern  Algebristen  leider  nicht 
genug  gewürdigt  wird.  Sie  erfordert  keine  besondere  Ordnung  und 
Einrichtung  der  Gleichungen;  nur  darf  die  Unbekannte  nicht  in  den 
Divisoren  der  etwa  vorhandenen  Quotienten  vorkommen.  Das  in 
Rede  stehende  Verfahren  besteht  in  Folgendem: 

Gegeben  sei  die  Gleichung 

ax  -\-l)  ==  0 . 
Sind  z^  und  ^o  ^"^Gi  beliebige  Zahlenwerthe  und 

''^i  +  \  =  'Pi\  (Fehler  der  Gleichung), 

so  ist 

X  =  ^-^  ^^  ~  ^^  ^^ . 
9i  —  qpo 

AUg.jmein:  Ist  gegeben  die  Gleichung 

I  m  =  o 

'  und  f(x)  eine  algebraische  lineare  Function,  ferner  2^  und  ^2  zwei 
beliebige  Substitutionen,  wobei 

wird,  so  ist  die  gesuchte  Wurzel 

^  ^^  ^2  qpi  —  ^1  yg 

9i  —  9^2 

Matthieasen,  Grundzüge  d.  ant.  u.  mod.  Algebra.  18 
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Beweis  1*).    Es  sei 
X  —  z 


==  u ,      also     X  = 


X  —  z.^  '  1  —  u 

Setzen  wir  den  Wertli  von  x  in   die  gegebene  Gleichung  ein  und 
ordnen  nach  u^  so  wird 

(a02  +  ^)^  —  (^-^1  +  ?>)  =  0 . 
Demgemäss  ist 

folglich 


X  -  z.,  cp./  9^1  —  (P2 

Allgemein:  Ist  die  gegebene  Gleichung  linear  und 
so  erhält  man  nach  der  Substitution 

Zi  —  Z.^U  Zi  z.^  u 


v*y 

1  —  u 

1  — 

u 

1  -  u' 

und  wenn  man 

die 

Gleichung 

mit  u  - 

-  1 

multiplicirt; 

/'kO^*' 

-/fe) 

=  0 

5 

folglich  ist 

u  = 

/■(^2)       g>2 

,      X  = 

^2% 
9^1 

-  ^1  qP2 

—  9^2 

Beweis  2**).  Substituirt  man  in  der  gegebenen  Gleichung 
für  X  nach  einander  die  falschen  Wurzelwerthe  oder  Annahmen 
^1  und  ^2 1  so  erhält  man  für  die  Function  f(x)  =  ax  -\-  h  zwei 
Werthe,  welche  im  Allgemeinen  von  Null  verschieden  sein  werden. 
Die  Abweichungen  az^  -\-  b  und  aZ2  +  h,  welche  man  die  Fehler 
(falsa)  der  Gleichung  nennt^  seien  beziehungsweise  9?^  und  9)2-  ^^ 
ist  also 

ax   -\-  h  =  0  j 

az,  -{-!)  =  (p^. 


*)  L.  Matthiessen,  Die  Regel  vom  falschen  Satze  bei  den  Indern  und 
Arabern  des  Mittelalters  und  eine  bemerkenswerthe  Anwendung  derselben  zur 
directen  Auflösung  der  quadratibchen  und  kubischen  litteralen  Gleichungen. 
Zeitschr.  für  Math.  u.  Phys.  XV.  S.  45.  1870. 

**)  Schlüssel  zur  Aufgabensammlung  von  Heis,  herausgegeben  von  L. 
Matthiessen.  I.  §  61.    Köln  1873.     2.  Aufl.  1878. 
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Man  subtrahire  die  beiden  Fehlergleichiingen  von  der  gege- 
benen Gleichung,  wodurch  man  erhält 

a{x  —  ^i)  =  —  9i ;     o.{x  —  z.^)  =  —  (p.j. 
Es  ist  folglich 

Z\  —  X         z.^  —  x^ 
oder 

X  —  Z.^  qp2 

Die  Abweichungen  x  ~  z^  und  x  —  ^2  ^^^  Annahmen  von  der 
Wurzel  nennt  man  die  Fehler  der  Substitutionen,  und  es  ver- 
halten sich  also  die  Fehler  der  Gleichung  wie  die  Fehler  der 
Substitutionen.    Aus  dieser  Proportion  ergibt  sich  weiter 

(p,{z,  -  x)  =  (p,(z^  —X) 
und  der  Wurzelwerth 

Z.,  QPi    —  Z,  tp.. 


•Pl     —    <P2 

Das  Charakteristische    der  Methode  besteht  darin,  dass  die  Unbe- 
kannte mittels  einer  geometrischen  Proportion  gefunden  wird. 

Historische  Bemerkunge-n.  Die  im  Vorangehenden  entwickelte 
Methode  der  Auflösung  von  Gleichungen  ersten  Grades,  welche  jetzt 
nur  vorzugsweise  noch  als  Näherungsmethode  bei  der  Auflösung  höherer 
numerischer  Gleichungen  augewandt  wird  und  allgemein  unter  dem 
Xamen  regula  fcdsi  bekannt  ist,  findet  sich  in  verschiedenen  mathe- 
matischen Schriften  der  Araber,  bei  Abraham  ben  Esra  (1130), 
Ibn  Albanna  (1222),  Alkalzadi  (f  1486)  und  Beha  Eddin 
(1547  — 1622).  Die  Methode  ist  indischen  Ursprungs  und  nach  einigen 
in  der  Pariser  Bibliothek  vorhandenen  lateinischen  Manuscripten  das  ' 
indische  Werk  von  dem  in  der  ersten  Hälfte  des  XII.  Jahrh.  lebenden 
spanischen  Juden  Abraham  ben  Esra  ins  Hebräische,  dieser  Text 
aber  später  von  Andern  ins  Lateinische  übersetzt  worden.  Der  voll- 
ständige Titel  der  lateinischen  Uebersetzung,  welche  in  L'ibri,  Hist.  des 
Sciences  mathem.  I.  Note  VI  abgedruckt  ist,  heisst:  Liher  augmenti  et 
diminutionis  (aldjehr  iv'al  mokahalä),  vocatus  numeratio  divbiationis  ex 
eo,  qmd  sapientes  Indi  posaerimt,  quem  Abraham  compUavit  et  secundum 
librum  qui  Indorum  dictus  est^  composuit.  (Man  vergl.  Zeitschr.  f.  Math. 
u.  Phys.  IV.  S.  383.)  Leider  ist  das  indische  Originalwerk  verloren 
gegangen  und  in  den  bekannten  indischen  Werken  findet  sich  nirgend 
die  Anwendung  der  Methode  vor.  Nun  heissen  in  der  angeführten 
lateinischen  Uebersetzung  die  beiden  Annahmen  z^  und  z.-^  für  die  Un- 
bekannte „lances"  (Wagschaalen);  der  Ursprung  dieser  Metapher  ist  aber 
räthselhaft.     Im   Arabischen    heisst   diese   Rechnung   geradezu  aml  hi'l 
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Icaffat  (Methode  der  Wagschaalen)  und  in  einzelnen  Werken  z.  B.  im 
Talkhys  findet  man  auch  die  einer  gleicharmigen  Waage  ähnliche  Figur 
als  Berechnungsschema  gezeichnet.  Auf  die  Schaalen  werden  die  zwei 
willkürlichen  Annahmen  geschrieben. 

Um  diese  Rechenmethode  der  älteren  Algebristen  zu  veranschau- 
lichen, mögen  hier  einige  kurze  Auszüge  aus  den  erwähnten  Schrift- 
stellern wörtlich  mitgetheilt  werden. 

Abraham,  Liher  augmenti  et  diminutionis  etc.  Capitulum  de 
negociatione  aliud:  ,,Quod  si  tibi  dixerit:  Mercatus  est  qiiidam  cum 
censu  et  duplatus  est  ei  census,  ex  quo  donavit  duas  dragmas  et  mer- 
catus est  cum  residuo  et  duplatus  est.  Ex  quo  donavit  quatuor  drag- 
mas, deinde  negociatus  est  cum  residuo  et  duplatus  est  ei.  Donavit 
autem  ex  eo  sex  dragmas  et  nil  remansit  ei.  Numerus  ergo  primi  census 
quantus  est?*)  Capitulum  numerationis  ej.us  secundum  augmentum  et 
diminutionem  est  ut  assumas  lancem  ex  tribus*^)  et  duples  eam,  et 
erit  sex;  deinde  dones  ex  eo  duas  dragmas.  Et  remanehunt  quattuor. 
Ipsum  ergo  dupla  et  erit  octo.  Ex  quo  dona  quattuor  dragmas,  et  re- 
manebunt  quattuor  dragme.  Dupla  ergo  ipsum  .^  et  erunt  octo.  Ex  eo 
itaque  dona  sex  dragmas^  et  remanebunt  due.  Oppone  ergo  per  ea 
non  rem.  Ipse  vero  jam  dixit:  non  remansit  ei  res.  lam  igitur  er- 
rasti  cum  duobus  additis.  Deinde  accipe  lancem  seeundam  divisam  a 
prima,  quae  sit  ex  quattuor ^*^),  et  dupla  eam,  et  erit  octo,  ex  quo 
dona  duas,  et  remanebunt  sex.  Ea  igitur  dupla,  et  erunt  duodecim. 
Et  dona  ex  eis  quattuor;  remanebunt  ergo  octo.  Ea  vero  dupla  et  erunt 
sedecim.  Et  dona  ex  eis  sex,  et  remanebunt  decem.  lam  autem  dixit, 
quod  nihil  ei  remansit.  lam  ergo  errasti  cum  decem  additis.  Multiplica 
igitur  lancem  primam  in  error em  lancis  secunde^  quod  est  ut  mul- 
tiplices  tria  in  decem,  et  fiunt  trigintaf).  Deinde  multiplica  lancem 
seeundam  in  errorem  lancis  prime.  Quod  est  ut  multiplices  quattuor 
in  duo,  et  erit  octo  ff).  Minue  ergo  minorem  duorum  numerorum  ex 
majore  eorum.  Quod  est  ut  demas  octo  et  triginta^  et  remanent  viginti 
duo;  deinde  minue  minorem  duorum  errorum  ex  majore  eorum.  Quod 
est  ut  demas  duo  ex  decem  ^  et  remanebunt  octo.  Deinde  ergo  viginti 
duo  per  octo  et  pervenient  tibi  duo  et  tres  quartej"ff).  Hie  igitur  est 
numerus  quem  vis  scire.''^ 

Es  ist  nun  bemerkenswerth,  dass  ausser  dieser  Methode  der 
Wagschaalen  noch  drei  andere  Methoden  zur  Lösung  angewandt  wur- 
den, nämlich  die  regula  infusa,  die  Transpositionsmethode,  und  die  Me- 
thode   der  Umkehrung  (modus  inveniendi  quod  est  in  sermone  dicentis). 


*)  Ist  census  =  x^,  so  ist  2(2(2^^  _  2)  _  4^  _  6  ^  0. 
**)  £;^  ==  3  (lanx  prima),     qp^  =  -J-  2  (error  lancis  primae), 
***)  ^2  =  4:  (lanx  secunda),     qp.,  =  -j-  10  (error  lancis  secundae). 

t)  ^i  qP2  =  30. 
tt)  ^2^i  =8. 

^2  —  9i  8  4 
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Diese  Methoden  mit  Ausnahme  der  regula  infusa  finden  wir. auch 
noch  bei  Beha  Eddin  (Kap.  X),  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  von 
ihm  nicht  der  Ausdruck  al-kaffat  (balanx),  sondern  al-mafriid  (Annahme) 
gebraucht  wird. 

Beha  Eddin  (Kap.  IV.  Aufsuchung  der  Unbekannten  durch  die 
Rechnung  der  beiden  Abweichungen)  sagt:  „Nimm  für  die  Unbekannte 
Beliebiges  an  und  nenne  es  die  erste  Annahme  und  rechne  damit 
der  Aufgabe  gemäss;  stimmt  es,  so  ist  sie  es.  Wenn  es  aber  ab- 
weicht, nach  einer  oder  der  andern  Seite,  so  nenne  dieses  die  erste 
Abweichung.  Dann  nimm  eine  andere  Zahl  und  nenne  sie  die  zweite 
Annahme;  wenn  sie  abweicht,  so  entsteht  daraus  die  zweite  Ab- 
weichung. Darauf  multiplicire  die  erste  Annahme  in  die  zweite  Ab- 
weichung und  nenne  das  Product  das  erste  Resultat;  und  darauf 
die  zweite  Annahme  in  die  erste  Abweichung  und  das  ist  das  zweite 
Resultat.  Sind  nun  beide  Abweichungen  (zugleich)  positiv  oder  ne- 
gativ, so  dividire  die  Differenz  der  beiden  Resultate  durch  die  Differenz 
der  beiden  Abweichungen;  sind  sie  aber  verschieden,  so  dividire  die 
Summe  der  beiden  Resultate  durch  die  Summe  der  Abweichungen  und 
der  Quotient  ist  die  gesuchte  Zahl/^ 

Charakteristisch  ist  es  für  die  Mathematik  bei  den  Arabern,  so- 
wie bei  den  Indem  und  Chinesen,  dass  sie  jeden  Beweis  der  Richtig- 
keit aller  Regeln  für  überflüssig  hielten.  Sie  betrachteten  vielmehr 
jede  Entdeckung  auf  diesem  Gebiete  als  eine  Inspiration  der  Gottheit. 
Nur  in  Griechenland  hatte  sich  die  Mathematik  von  den  Fesseln  eines 
Monopols  der  Priester  befreit.  Wenn  der  Araber  nicht  ganz  seiner 
Dediictionen  sicher  ist,  so  entschuldigt  er  sich  mit  den  Worten:  Gott 
weiss  die  Wahrheit  besser! 

Die  schematische  Behandlung  der  regula  falsm'um  ist  als  Methode 
der  Wagschaalen  am  meisten  ausgebildet  bei  Ibn  Älhanna  und  seinem 
Commentator  Alkalzadi^  weshalb  wir  hierauf  noch  etwas  näher  eingehen. 

TaTkhys  amdli  dl  hissdb  d'Ahii'l  Abhas  Ahmed  Ihn  Alhannd  sagt 
P.  IL:  „Ueber  die  Methoden  der  Bestimmung  der  Unbekannten  aus 
bekannten  und  gegebenen  Grössen." 

„Dies  Kapitel  zerfällt  in  zwei  Abschnitte :  Abschnitt  über  die  Me- 
thode der  Proportion  und  Abschnitt  über  aldjebr  w'  alnioJcabala/^ 

Erster  Abschnitt.  „Es  ist  die  Methode  der  Proportion.  Sie 
wird  auf  zweierlei  Arten  angewandt,  durch  die  geometrische  Pro- 
portion und  durch  die  Methode  der  Wagschaalen."  —  (Die  erste 
Methode  wird  erläutert  und  ist  identisch  mit  unserm  Regeldetrisatz.) 

„Die  Wagschaalen.  Diese  Methode  ist  geometrisch"  (arab. 
hindkslje,  welches  aber  auch  übersetzt  werden  kann  „indisch");  „die- 
selbe ist  folgende:    Du  nimmst  eine  Waage  von  folgender  Gestalt, 
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stells]i  das,  was  bekannt  und  bestimmt  ist,  über  den  Drehpunct,  legst 
auf  eine  der  beiden  Schaalen  eine  beliebige  Zahl,  rechnest  dazu  das 
Uebrige,  was  aufgegeben  ist  zu  addiren,  zu  subtrahiren  oder  sonst  was 
und  vergleiche  dann  das  Resultat  mit  dem,  was  über  dem  Drehpuncte 
steht.  Hast  Du  es  gerade  getroffen,  so  gibt  die  Schaale  die  Unbekannte 
an.  Hast  Du  es  nicht  "getroffen,  bemerke  den  Fehler  über  der  Schaale, 
wenn  das  Resultat  zu  gross  ist,  und  unter  der  Schaale,  wenn  es  zu 
klein  ist.  Dann  setze  auch  auf  die  andere  Schaale  eine  andere  be- 
liebige Zahl  und  verfahre  ebenso.  Jetzt  multiplicire  den  Fehler  jeder 
Schaale  mit  dem  Aufsatz  der  andern.  Sind  die  beiden  Fehler  positiv 
oder  beide  negativ,  so  subtrahire  den  kleineren  vom  grösseren,  ebenso 
das  kleinere  Product  vom  grösseren  und  dividire  die  Differenz  dei 
Producte  durch  die  Differenz  der  Fehler.  Ist  dagegen  der  eine  Fehler 
positiv,  der  andere  negativ,  so  dividire  die  Summe  der  Producte  durch 
die  Summe  der  Fehler." 

Ibn  Albanna  gibt  noch  einige  Modificationen  der  Regel  der  Wag- 
schaalen  an,  die  in  den  folgenden  Paragraphen  demonstrirt  werden 
sollen. 

1.  .Zahlenbeispiel:  Eine  Zahl  zu  finden,  welche  um  ihr  Zwei- 
drittelfaches und   1   vermehrt  10  gibt  (Beha  Eddin,  kholäsat). 


X 


Erste  Schaale  (rechts)  9,     9  +  --•  9  +  1  =  10  +  6  ; 

erster  Fehler     -|-  6  ; 

zweite  Schaale  (links)    6,     6+4-6  +  l  =  10  +  l; 

zweiter  Fehler     +  1 . 
Folglich  ist 


6x6 


1  X  9  _  K  2 

6-1  ~^5 


2.  Zahlenbeispiel:  Eine  Zahl  zu  finden,  deren  Sechsfaches  nebst 
ihrem  Siebenfachen  zusammen  25  ausmachen.  (Commentar  von  Al- 
Kalzadi  zum   Talkhys.) 

63 

ZTIXIZZ 

12 

Erste  Schaale  6,     6X6  +  6X7  =  25  +  53; 

erster  Fehler  +  53  ; 
zweite  Schaale   1,     1X6  +  1X7  =  25  —  12; 

zweiter  Fehler  —  12. 
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=  53  X  1  +  12  X  6  _     12 
^  ~  53  +  12  ~-^13' 

3.  Zahlenbeispiel:    Suche  eine  Zahl,  deren  Drittel  und  Viertel 
21   ausmachen.     (Arithmetik  von  Al-Kalzadi.) 


24 


7  14 

Erste  Schaale   12,  das  Resultat  =  21  —14;  erster  Fehler   —  14, 
zweite  Schaale  24,    das  Resultat  =  21 —    7;  zweiter  Fehler —     7. 

14  X  24  —  7  X  12 

^  = ii:^^ =  36. 


§  85.    Modification  der  regula  lancium  bei  Ibn  Albannä. 

Ibn  Albannä  sagt:  „Wenn  Du  willst,  kannst  Du  auch  auf  die 

zweite  Schaale  die  Zahl  der  ersten  oder  eine  andere  setzen,  be- 
rechne den  Ansatz  und  vergleiche  ihn  mit  dem,  was  über  dem 
Drehpuncte  steht;  multiplicire  das  zweite  Resultat  mit  der  ersten 
Annahme  und  den  ersten  Fehler  mit  der  zweiten.  Ist  der  erste 
Fehler  negativ,  addire  die  Producte;  ist  er  positiv,  nimm  den  Unter- 
schied derselben.  Du  dividirst  dies  Resultat  durch  das  Resultat  der 
zweiten  Annahme  und  erhältst  die  gesuchte  Zahl.'' 

Um  die  Richtigkeit  dieser  Regel  zu  beweisen,  nehmen  wir  an 
die  gegebene  Gleichung  sei 

ax  -\-  h  =  0 . 

Es  sei  ^1  eine  beliebige  Zahl  eine  Annahme  für  den  unbekannten 
Wurzelwerth.    Dann  ist 

ax   +6^0, 

mithin  az^  das  Resultat  und  ^^  der  Fehler. 
Durch  Subtraction  erhält  man  hieraus 

a  ==  —^- 

Setzt  man  diesen  Werth  in  die  gegebene  Gleichung  ein,  so  erhält 
man 

^  __^J_  +6  =  0 

und 
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Z^b    ^    ^1  (aZi)  —  Zi  qpi   Zi  (qpi    —  h)  —  Zi  qpj 

b  —  (pi  az^  cp^  —  b 

Zahlenbeispiel.    Suche  die  Zahl,  deren  Fünftel  und  Sechstel 
zusammen  20  betragen.  (A.  Marre,  Talkhys  dlbn  Albannä.) 

20 


9 

Annahme  30,     Resultat  11,     Fehler  —  9. 
Die  gesuchte  Zahl  ist 

30  X  11  +  80  X  9         j,  .  6 

Um  die  Richtigkeit  der  andern  Regel  zu  beweisen,  gehen  wir 
wieder  aus  von  der  Gleichung 

ax  -\-  h  =  0 . 

Man  mache  zwei  verschiedene  Substitutionen  s^  und  z.j,  für  Xj 
so  erhält  man  ausser  der  gegebenen  Gleichung  noch  zwei  andere 
Bestimmungsgleichungen  für  die  Constanten-,  nämlich 

Aus  der  ersteren  folgt  durch  Elimination  von  h 

a  =  --^ —  , 
z^  —  x^ 

aus  der  zweiten  durch  Substitution  von  a 
Hieraus  ergibt  sich  der  Wurzelwerth 

oder  kürzer 

iu  =  — ^^ ^  • 

Zahlenbeispiel.  Eine  Zahl  zu  linden,  deren  Drittel  und 
Viertel  zusammen  21  ausmachen.  (A.  Marre,  Talkhys  dlbn  Al- 
bannä.) 


\?^  >^  12 

14 


§  86.     Geometrische  Discussion  der  regula  lancium. 
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Erste  Annahme  12,  erstes  Resultat  7,  erster  Fehler  —  14. 
Zweite  Annahme  18,  zweites  Resultat  10—,  zweiter  Fehler  — 10- 
Man  erhält  hieraus 


12  X  10     +  18  X  u 
X  = ^— =  36. 


§  ^Q.    Geometrische  Discussion  der  Methode  der  Wagschaalen. 

Es  muss  jedem  Leser  des  Talkliys  auffallend  erscheinen,  dass 
Ihn  Albamiä  die  Methode  der  Wagschaalen  unter  die  Proportionen 
rechnet  und  sie  auch  „geometrisch"  nennt,  wenn  man  davon  ab- 
sieht, das  Attribut  „liindisstje^'  mit  „iudisch"  zu  übersetzen,  da  wir 
in  den  Schriften  der  Hindu  nichts  dergleichen  linden.  Albannä 
gibt  uns  nichts  von  irgend  einem  Beweise  seiner  Methode  oder 
auch  nur  eine  Andeutung  über  die  ursprüngliche  Beziehung  der 
schematischen  Figur  zu  der  in  Rede  stehenden  Methode.  Es  möge 
hier  nur  eine  geometrische  Erläuterung  der  regtila  lanLitim  gegeben 
w^erden,  worin  sich  allenfalls  der  Ursprung  des  von  den  Arabern 
benutzten  Rechenschemas  in  Form  einer  h'danx  vermuthen  lässt. 

Angenommen  die  Gleichungen,  welche  bei  der  Berechnung  in 
Betracht  kommen,  seien 

ax  =h, 

aZo  =  h  -\-  (p^. 
In  der  nebenstehenden  Figur  sei  OX=x,  OZ^=z^y  0Z.,==z.2'^ 
ferner  Z^  31=  (p^,  Z,  JV  =  9^ ;  dann  ist  offenbar 


Fig.  6. 


Zjü/:  (OZi  -  OX)  =  Z^N:  (OZ^  -  OX) 


oder 
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Z^  --  X         z^  —  x'' 
folglich 

X  =  ^2  Ti  —  -gl  92  . 
«Pi   —  9^2        ' 

Schreibt  man  an  die  Stelle  X  das  Resultat  der  Gleichung  bei 
fehlerfreier  Substitution,  also  ?>•,  auf  die  Flächen  die  beiden  An- 
nahmen 2^  und  2.^ ,  bei  M  und  N  die  beiden  Fehler  der  Gleichung, 
also  (p^  und  cp.^,,  so  nimmt  das  Schema  die  folgende  Gestalt  an, 
welche  dem  arabischen  „kaffat"  in  der  That  ziemlich  genau  entspricht: 


Fig.  7. 

III.     Von    der   Auflösung   der   quadratischen   Gleichungen. 
§  87.    Methode  von  Brahmegupta  und  Bhascara*). 

(Sansc. 'Wiftr?'  hyamoJiarana'^'^)  oder  Herausbringung  des  mittelsten 
Gliedes.)  Die  Inder  Brahmegupta  und  Bhascara  geben  zur  Auf- 
lösung der  quadratischen  Gleichung 

ax^  -\-l)X  =  c 
folgende  Regel:  „Man  nehme  die  Zahl  4  und  multiplicire  sie  mit 
dern  Coefficienten  des  Quadrats  der  Unbekannten  und  multiplicire 
mit  dem  Producte  beide  Seiten  der  Gleichung  und  addire  beiderseits 
das  Quadrat  des  Coefficienten  der  Unbekannten.  Alsdann  nimm  auf 
beiden  Seiten  die  Quadratwurzel,  transponire  und  der  Werth  der 
Unbekannten  wird  gefunden." 

In  algebraischen  Zeichen  ist  die  Auflösung  der  vorgelegten 
allgemeinen  quadratischen  Gleichung  also  folgende: 


*)  Brahmegupta  and  Bhascara,  Algebra  with  arithmetic  and  mensu- 
ration,  from  the  sanscrit  translated  by  A.  T.  Colebrooke.     London  1817. 

**)  Colebrooke  übersetzt  diesen  term.  techn.  mit  „Elimination  des 
mittelsten  Gliedes",  Strachey  „interposition  of  nnknown"  oder  wörtlich 
„nnknown  means".  Es  ist  wol  nicht  wahrscheinlich,  dass  der  indische  Aus- 
druck gleichbedeutend  sei  mit  dem  Arabischen  „capitulum  de  mediatione  radi- 
cum"  (Methode  der  Halbirung  der  Wurzeln)  bei  Moh.  ben  Musa,  da  Brah- 
megupta mehrfach  das  Glied,  welches  die  erste  Potenz  der  Unbekannten  ent- 
hält, das  „mittelste"  nennt. 
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ax^  ~\-hx  =  c, 
2ax^-l==^/^ac^^'b-, 


2ax= —  b  +  y4äc+¥, 

^~  2a 

Die  vorstellende  algebraische Entwickeluügistsowol  beiBrahme  - 
gupta  als  Bliascara  im  rhetorischen  Stile  gegeben;  bei  letzterem 
finden  sich  indessen  auch  Aufgaben  in  symbolischer  und  synkopirter 
Schreibweise  gelöst^  wovon  eine  Probe  gegeben  werden  soll.  Wir 
schicken  nur  noch  die  Bemerkung  voraus,  dass  es  sich  bei  den 
älteren  Algebristen  meistens  nur  darum  handelt,  positive  Wurzel- 
werthe  zu  erhalten.   Demo^emäss  statuiren  sie  nur  folgende  drei  Fälle: 


I.     x^  +2^x  =  q; 

-'^  =  —  Y  i>  + 

IL     x^  -\-  q  =  px\ 

1  1  1 
^'==Yi^±Y 

IL     px  -{-  q  =  X-  j 

1  1  1 
^  =  Yi>  +  Y 

]/r'  +  43; 


Vp'  +  H- 

Für  den  Fall  IL  werden  immer  zwei  Wurzelwerthe  angegeben. 
In  der  8.  und  9.  Aufgabe  der  Bi ja  ganita  vonBhascara  iVcharya 
heisst  es:  „Wenn  (nach  der  Extrahirung  der  Wurzel)  auf  der  einen 
Seite  die  Unbekannte  und  eine  negative  Zahl  ist  und  auf  der  an- 
deren Seite  die  Zahl  kleiner  als  diese  negative  Zahl  gefunden  wird, 
dann  gibt  es  zwei  Auflösungen,  indem  man  die  Vorzeichen  der 
andern  Seite  wechselt.'^    Es  ist  nämlich 


folglich 


X 


Vf 


2i^  =  ±Y  Kr —  4g. 
Derselbe  Fall  wird  auch  bei  den  Arabern  stets  berücksichtigt. 

Aufgabe  aus  der  Bija  ganifa:  Wenn  die  Summe  der  bei- 
den Katheten  (hhoje,  cote)  und  der  Hypotenuse  (carna)  eines  recht- 
winkligen   Dreiecks    gleich   56    und    ihr   Product   gleich    4200   ist, 


wie  gross  sind  die  Seiten? 


(Fers,  die  Figur  der  Braut.) 


Fig.  8. 
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Aufrösung:  Ich  nehme  an  die  carna  ist  Ja  1  und  nehme  ihr 
Quadrat,  das  ist  Ja  hha  1.  Dies  ist  gleich  der  Summe  der  Quadrate 
der  beiden  andern  Seiten  nach  der  Figur  der  Braut,  Da  4200  das 
Product  der  drei  Seiten  ist,  so  dividire  ich  4200  durch  die  Unbe- 
kannte ;  der  Quotient  — ^ — --  ist  das  Rechteck  aus  den  beiden  Ka- 
theten. Es  ist  bewiesen  worden,  dass  der  Ueberschuss  des  Quadrates 
der  Summe  zweier  Zahlen  über  die  Summe  ihrer  Quadrate  gleich 
dem  doppelten  Rechteck  aus  beiden  sei.  Die  Summe  der  beiden 
Katheten  ist  Ja  1  ru  56.  Ich  bilde  das  Quadrat  Ja  hha  1  Ja  112 
rii  3136  und  die  Summe  der  Quadrate  ist  Ja  hha  1.  Ich  nehme  die 
Differenz,  nämlich  Ja  112  rw  3136  und  diese  ist  gleich  dem  dop- 
pelten Rechteck  aus  den  Katheten,  also         ~- .    Folglich  ist 

(nach  dem  Text)  ^  (in  modernen  Ausdrücken) 


Ja  112 


Ja      0 


m3136  -  112*  +  3136 


ru  8400  rv       I    8400 

=  0*  -| 


Ja  1 

ru  28 

JaO 

TU  75 
Ja  1 

Ja  1 
Dividire  beiderseits  durch   112,  also 

—  ^  +  28 

Man  schaffe  die  Brüche  fort: 

Ja  hha  1  \  Ja  2S  \ru    0  —  x'  +  2S-X 

Ja  hha  0  |  Ja    0  [ru  75  =  Ox'  -f  0*  +  75 . 

Multiplicire  mit  —  4  und  addire  das  Quadrat  von  28 : 

Ja  &Aa  4 1  Ja  li2|m  784  Ax'  -  112^  -f  784 

~JahhaO\    JaO    |rn484  =484. 

Die  Quadratwurzel  ist 


Ja  2  1  m  28 


2x  —  28  =  22; 


Ja0\ru22 

addire  beiderseits  28,  also 

nt  50 

Ja  2 

und  dividire  durch  2;  dies  gibt  25,  welches  ist  Ja  1,  also  die  ge- 
suchte Hypotenuse  (carna). 


2x  =  b0 
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Berechne  nun  hhoje  und  cote.  Alle  drei  multiplicirt  mit  einander 
geben  4200.    Dividire  durch  carna,  also 

1?^  =  168  =  hhoje  X  cote. 

Die  Summe  von  hJioje  und  cote  ist  31  und  168  x  4  ==  672.  Das 
Quadrat  von  31  ist  gleich  961  und  (die  Differenz)  289.  Die  Quadrat- 
wurzel hiervon  ist  die  Differenz  von  hJioje  und  cote,  also  17.  Sub- 
trahire  dies  von  einander,  das  gibt  14.  Die  Hälfte  7  ist  hhoje  und 
31  vermehrt  um   17  gleich  48,  wovon  die  Hälfte  24  ist  cote/' 

Ein  anderes  Beispiel.  „Jemand  gab  mehrere  Tage  Almosen, 
und  zwar  in  täglich  gleichmässig  wachsenden  Portionen.  Wird  1 
von  der  Anzahl  der  Tage  subtrahirt  und  der  Rest  halbirt,  'so  ist 
diese  Hälfte  der  Anzahl  Dirhems,  welche  die  Person  am  ersten  Tage 
gab.  Dieselbe  nahm  immer  zu  um  die  Hälfte,  und  die  Anzahl  der 
Dirhems  ist  gleich  dem  Product  aus  der  Zahl  der  Tage,  der  Anzahl 
der  ersten  Dirhems  und  dem  Werthe  der  Zunahme  vermehrt  um 
ein  Siebentel  des  Productes." 

Auflösung:  Die  Anzahl  der  Tage  sei  4x -{-  1;  dann  betrug 
die  Gabe  am  ersten  Tage  2x  und  x  den  täglichen  Zuwachs,  also 

(Ax  +  l)x2xxx  =  2x-  +  Hx^ , 

und  dies   vermehrt   um    _    desselben,    also    (IQx^  -\-  QAx^)  :  7    die 

Summe  der  Dirhems.  Nach  einer  Regel  der  Lilavati  (die  Progres- 
sionen betr.)  ist  nun  [(4^-  +1)  —  1]  it^  +  2^  gleich  der  letzten  Gabe. 
Die  Hälfte  der  Gabe  des  ersten  und  letzten  Tages  ist  gleich  der 
des  mittelsten  Tages.    Multiplicire  diese  mit  der  Anzahl  der  Tage, 

so  erhältst  Du  8^^  -|-  lOa?^  +  2x^  welches  gleich  — ^^— ^ — —  sein 
wird.    Daraus  folgt 

Sx'  —  b4x  =  U, 

Multiplicire  diese  Gleichung  mit  8,  denn  in  diesem  Falle  ist 
der  Coefficient  des  mittelsten  Gliedes  gerade,  und  darum  nimm  den 
Coefficienten  des  Quadrats  selber;  addire  das  Quadrat  des  halben 
Coefficienten  der  Unbekannten;  dies  gibt 

64x^  -  432^  +  729  =  841 , 

8:r-27  =  29, 

29  +  27 
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§  88.    Methode  von  Diophantos*). 

Diophant    geht    bei    seiner    Auflösung    der    quadratisdieuj 
Gleichungen  ebenfalls  von  dem  allgemeinen  Falle 

ao(?  =  'bx  -{-  c 

aus.  Aus  seiner  durch  vieJe  Beispiele  erläuterten  Behandlung  dei 
quadratischen  Formen  geht  sein  Verfahren  hervor,  welches  sich  kur2 
so  ausdrücken  lässt:  Man  erhebe  den  halben  Coefficienten  von^r  zum; 
Quadrat  und  addire  dazu  das  Product  aus  der  Zahl  c  und  dem  Coef- 
ficienten von  x\  Ziehe  hieraus  die  Quadratv^urzel,  addire  den  halben 
Coefficienten  von  x  und  dividire  die  Summe  durch  den  Coefficientem 
von  x^ . 

Die  Wurzelform  des  Algebristen  ist  demnach 


|z>  +  ]/|fe^  +  «c 


X  = 

Diese  Methode  ergibt  sich  aus  seiner  Behandlung  folgendei 
Beispiele: 

Norm : 
IV.  33.       3x  +18  =6x^',   \  ,    7  _      2 

IV.  45.       6x  +lS==2x'',  l       «^+^-^^5 
VI.     6.       6x'  +  3:r  =  7 ;  ax^  -{-hx  =  C', 

VI.  24.  336x'  +  24  =  172^  5       ax^  +  b  =  cx. 

Es  sind  dies  lauter  Beispiele  von  „zusammengesetzten'^  Fällen^  in 
denen  zwei  Glieder  einem  Gliede  gleich  sind  und  worauf  sich  die 
Worte  Diophant's  in  seiner  XL  Def.  beziehen:  ^^vötsqov  öe  (?o/ 
dsL^o^av  }ial  Ttcjg  ovo  eldav  löcov  ivl  TcarccXsLCpd'svTcov  ro  rotovroi 
Xvstai." 

§  89.    Methode  von  Mohammed  ben  Musa. 
(Capitulum  de  mediatione  radicum).*'^) 

Der  Chowaresmier  statuirt  wiederum  die  bekannten  drei  zu- 
sammengesetzten Fälle,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  das  Quadralj 
den  Coefficienten  1  hat;  nämlich 


*)  Diophanti  Alexandrini  Arithmeticorum  lib.  IV  et  VI.  Man  vergl.  auclj 
Nesselmann,  die  Algebra  der  Griechen.    S.  317-323. 

**)  Liber   Maumeti  filii  Moysi  alchoarismi  de  algebra  et  almuchabala 
Libri,  Hist.  I.  Note  IV 
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IL     X' -\-    q=px,      x=        \p±.Y^I>-  —  (ly 


III.    px+   Ci  =  xK      x=        \p+Y\p^-\-q- 

Die  Auflösung  wird  in  rhetorischem  Stile  numerisch  geführt 
und  nachträglich  geometrisch  bewiesen.  Wir  werden  später  diese 
Demonstrationen  auseinandersetzen  nebst  ähnlichen  Beweisen  von 
Omar  Alkhayyami,  welcher,  wie  es  scheint,  zuerst  die  Bemerkung 
macht,  dass  sich  diese  Gleichungen  geometrisch  mit  Hülfe  des 
Kreises  lösen  lassen.  Wir  geben  hier  eine  Probe  aus  der  Algebra 
des  Chowaresmiers  über  die  Behandlung  des  zweiten  Falles,  welcher 
zwei  positive  W^urzeln  liefert. 

Aufgabe.  „Censi(S  et  vigihti  iina  dragnia  equantur  decem  ra- 
dicihus.'^ 

x'  +  21  =  \0x. 

„Die  Regel  ist  dass  Du  die  Wurzeln  haibirst;  es  sind  fünf.  Mul- 
tiplicire  sie  mit  sich  selbst  und  es  kommt  25  heraus.  Davon  sub- 
trahire  21  und  es  bleiben  4,  woraus  Du  die  Quadratwurzel  ziehst, 
welche  2  ist.  Diese  ziehe  von  der  Hälfte  der  Wurzeln  ab,  welche 
5  ist.  Es  bleibt  also  3  und  dies  ist  die  Wurzel.  Wenn  Du]  willst, 
kannst  Du  die  Wurzel  zur  Hälfte  der  Wurzeln  addiren  und  die 
Wurzel  ist  7.  W^enn  also  eine  Aufgabe  Dich  auf  diese  Gleichung 
führt,  dann  versuche  es  mit  der  Addition.  Stimmt  dies  nicht,  dann 
gelingt  es  ohne  Zweifel  mit  der  Subtraction.  In  diesem  einen  der 
Fälle  gelingt  es  sowol  mit  der  Addition  als  mit  der  Subtraction. 
Du  musst  Dir  aber  merken,  dass  wenn  Du  in  diesem  Falle  die 
Hälfte  der  Wurzeln  quadrirst  und  dies  Quadrat  kleiner  als  die  Zahl 
wird,  die  Aufgabe  unmöglich  ist-,  ferner  dass,  wenn  das  Quadrat 
gleich  der  Zahl  wird,  die  W^urzel  gleich  der  halben  Anzahl  der 
Unbekannten  ist  ohne  Addition  und  Subtraction.  Und  alles,  was 
Du  aus  zwei  oder  mehr  oder  weniger  Quadraten  der  Unbekannten 
bekommst,  reducire  auf  das  einfache  Quadrat." 

In  diesen  letzten  Worten  ist  also  ausgedrückt,  dass  wenn  die 
gegebene  Gleichung  von  der  Form 

ax^  -\-  h  =  ex 

ist,  man  erst  die  Gleich un<^  auf  die  Form 


.,  XXX^^  V^XkPU  V*iV^  V^XV^XV^X^^^Q 
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X-  -{ =  —  X 

'  '   a  a 

reduciren  solle.  Unter  dieser  Form  werden  die  quadratischen 
Gleichungen  auch  bei  allen  andern  arabischen  Mathematikern  dis- 
cutirt,  Dass  Mohammed  die  Gleichungen  mit  gebrochenen  Coeffi- 
cienten  geläufig  sind,  zeigt  die  behandelte  Gleichung 

wenn  er  auch  meistens  der  Kürze  wegen,  ohne  die  Lösung  selbst 
anzugeben,  das  Weitere  dem  Leser  überlässt,  etwa  mit  den  ver- 
tröstenden Worten:  „i^ac  ergo  per  ea  sictit  est  illud  quod  retuli  tibi 
de  mediatione  radicum,  si  I)eus  voluerit'^ 

Historische  Bemerkungen.  Es  herrscht  noch  ein  Streit  darüber, 
ob  die  Auflösung  der  bestimmten  Gleichungen  zweiten  Grades  und  die 
Algebra  überhaupt  eine  Erfindung  der  Inder  oder  der  alexandrinischen 
Griechen  sei*).  Eine  vollständige  den  Anfoi derungen  der  heutigen  ele- 
mentaren Algebra  entsprechende  Methode  der  Auflösung  der  bestimmten 
Gleichungen  ersten  und  zweiten  Grades  nebst  Anwendung  auf  Aufgaben 
aus  dem  praktischen  Leben  finden  wir  zuerst  bei  den  Indern  in  dem 
18.  Kap.  der  Astronomie  von  Brahmegupta  (um  630).  Ihre  Theorie 
wird  auf  den  älteren  Mathematiker  und  Astronomen  Aryabatthiya 
(geb.  476)  zurückgeführt.  Der  verhältnissmässig  höhere  Standpunkt 
der  indischen  Zahlenlebre  (Algorithmus)  im  Vergleich  mit  der  griechi- 
schen war  ein  Hebel  dieses  bei  den  Indern  mit  Vorliebe  behandelten 
Zweiges  der  Mathematik.  Die  Behandlung  der  unbestimmten  Gleichungen 
mittels  der  Kettenbrüche  und  der  cyklischen  Methode  bildet  den  schönsten 
Theil  der  indischen  Algebra.  Ferner  zeichnen  sich  die  Aufgaben  in 
den  indischen  Werken  über  Algebra  aus  durch  die  gefällige  Form, 
worin  dieselben  eingekleidet  sind.  Sie  behandeln  meist  Fälle  aus  dem 
praktischen  Leben  oder  aus  der  Geometrie.  Ein  Beispiel  dieser  Art 
ist  bereits  in  §  87  aus  der  Algebra  des  Bhascara  mitgetheilt. 

Ein  Jahrhundert  vor  Aryabatthiya  tritt  nun  der  Alexandriner 
Diophantos  mit  seinem  Werke:  aQLd'^rin'Kcov  ßißXla  ly  hervor,  ohne 
dass  uns  ein  Vorgänger  oder  Nachfolger  in  diesem  Fache  unter  den 
Griechen  bekannt  wäre.  Er  lebte  nach  Abulfarag  (Al-fihrist)  unter 
Julianus  Apostata  in  Alexandrien.  Sein  Werk,  welches  zahlen- 
theoretische Untersuchungen  über  algebraische  Gleichungen  enthält, 
wurde  von  Abulwafa  um  970  ins  Arabische  übersetzt.  Abulwafa 
schrieb  nach  dem  Al-fihrist  auch  einen  Commentar  zu  Hipparchus 
(f  125  V.  Chr.)  „Algebra",  der  nicht  mehr  vorhanden  ist,  so  dass  man 
auch  über  dies  Werk  des  berühmten  Astronomen  nichts  weiss.    Vielleicht 


*)  Man  vergl.  Gräko  -  indische  Studien  von  Mor.  Cantor.  Ztschft.  f. 
Math.  u.  Phys.  XXH.  Heft  1.  1877.  —  Nesselmann,  die  Algebra  der  Griechen. 
Kap.  Vin. 
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wurde  Diophant's  Werk  schon  früher  übersetzt.  iS'ach  Ihn  Abi 
Oseibia  schrieb  Kosta  ben  Luca  (900)  ein  „Buch  betreffend  Üeber- 
setzung  des  Diophant  über  al-äjebr  w'  almoMhala^''.  Diophant's 
Werk  hat  eine  auffallende  Aehnlichkeit  mit  den  algebraischen  Arbeiten 
der  Inder  über  unbestimmte  Analytik.  Allein  es  fehlt  in  demselben 
die  Auflösung  der  unbestimmten  Gleichungen  ersten  Grades  und  die 
der  bestimmten  Gleichungen  zweiten  Grades,  obwol  die  erstere  Art  der 
Gleichungen  Diophantische  genannt  zu  werden  pflegen.  Wir  besitzen 
übrigens  nicht  13,  sondern  nur  6  Bücher,  und  höchstwahrscheinlich  ist 
aus  dem  angeführten  Grunde  ein  Defect  zwischen  dem  ersten  Buche 
(bestimmte  Gleichungen  ersten  Grades)  und  dem  zweiten  (unbestimmte 
Gleichungen  zweiten  Grades).  In  der  Defin.  XI  fährt  Diophant  nach 
den  bekannten  Transpositionsregeln  fort  mit  den  Worten:  „Später  will 
ich  dir  zeigen,  wie  man  die  Aufgabe  löst,  wenn  zwei  Glieder  einem 
Gliede  gleich  sind".  Damit  meint  Diophant  offenbar  die  trinomischen 
Formen:  ax-  -\-  hx  =  c^  ax'-  -{-  b  =  ex  und  ax  -{-  h  =  cx\  Die  ver- 
sprochene Auflösungsmethode  erfolgt  aber  nicht  in  Form  einer  be- 
stimmten Vorschrift,  wie  wir  sie  in  den  Werkeji  der  Inder  linden;  in- 
dess  wendet  er  sie  bei  seinen  zahlentheoretischen  Untersuchungen 
quadratischer  Formen  mit  rationalen  Wurzeln  überall  an,  z.  B.: 

VI.  6.  Ein  rechtwinkliges  Dreieck  zu  suchen,  so  dass  die  Summe 
des  Inhalts  und  einer  Kathete  einer  gegebenen  Zahl  gleich 
sei.  Es  wird  angenommen,  die  Zahl  sei  7  und  die  Seiten 
3ic,  4a?,  5x.     Dann  ist  Qx'  +  3^'  =  7: 

6^     g    gg"'y    i'öOL    elalv    (Ll'^^ 

Nun  forscht  Diophant  aber  immer  darnach,  ob  die  Gleichung  eine 
rationale  Wurzel  (^ccQid'f.iog  Q^^Tog)  habe.  Er  fährt  darum  so  fort:  ,//{cvt 
Ö£L  T(6u  aQLd-^cöv  Tc5  ij^LasL  Icp  Eavto  TtQogQ-eLvaL  Tccg  övvccfieig  'kcu  tiolsIv 
TETQccycovov'  ov  TtoiEixcii  öi.'''     In  der  That  ist 


(_|  +  |/|  +  ,.e) 


Noch   ausführlicher   entwickelt   er  die  Form   der  Wurzel  der  Un- 
gleichung IV.  45: 

Ö"  ß   flEL^OVBg    Eialv    gg    ^    ^"    L7J' 

also:  2x^^Qx-{-lS.  Diophant  sagt:  Wir  erheben  den  halben 
Coefficienten  von  x  ins  Quadrat  und  wir  erhalten  9.  Nun  multipli- 
ciren  wir  den  Coefficienten  von  x'^  mit  der  Zahl  18;  das  gibt  36.  — 
JJoLov^Ev  Twv  g~g  xo  ^^lav  Ecp'  ECivro^f  od'Ev  EVQLöKEtai  ii"  '0'*  %al  rag 
d'^^ß  ETtl  Tag  fi''  t^,  ox^Ev  evq/jGo^ev  fi"  y?'  Dazu  addiren  wir  den  halben 
Coefficienten  von  x  und  dividiren  durch  den  Coefficienten  von  ä"-." 
Die  Auflösung  ist  demnach 


>  ^3  +  ■/9  +  18  .  2; 


2 

Matthiessen,  Grundzüge  d.  ant.  u.  mod.  Algebra.  19 
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Aus  vorstehenden  Beispielen  geht  deutlich  genug  hervor,  dass  dem 
Diophant  die  Auflösung  der  quadratischen  Gleichungen  geläufig  war, 
wenn  auch  gar  keine  Bücher  über  die  directe  Auflösung  der  bestimmten 
Gleichungen  zweiten  Grades  von  ihm  vorhanden  sind.  Wenn  es  sich 
also  darum  handelt,  den  Griechen  oder  den  Indern  die  Priorität  der 
Erfindung  der  Algebra  zai  vindiciren,  so  lässt  sich  diese  Frage  jetzt 
noch  nicht  entschieden  beantworten.  Wahrscheinlich  aber  sind  die  Prin- 
cipien  der  Algebra  numerischer  Gleichungen  auf  Vorgänger  Diophant 's 
und  Aryabatthiya's  zurückzuführen.  Wir  stimmen  übrigens  gerne 
demUrtheile  Cantor's  bei,  dass  indische  und  griechische  (alexandrinische) 
Mathematik  sich  nicht  unabhängig  von  einander  entwickelten.  Unser 
Wissen  über  die  mathematische  Litteratur  der  Griechen  und  Inder  leitet 
uns  zu  der  Vermuthung,  dass  die  Inder  Lehrer  der  Griechen  in  der 
Arithmetik  und  Algebra,  die  Griechen  Lehrer  der  Inder  in  der  Geometrie 
sein  konnten.  Etwas  den  Werken  Euklidis,  Archimedis  und  Apol- 
lo nii  Gleiches  haben  die  Inder  nicht  geschaffen  und  schaffen  können, 
aber  auch  umgekehrt  suchen  wir  bei  den  Griechen  vergeblich  nach 
einem  in  der  Praxis  brauchbaren  Zahlensysteme,  nach  der  eleganten 
Anwendung  der  Kettenbrüche  auf  Probleme  der  unbestimmten  Analytik 
und  einer  Anwendung  der  Algebra  auf  die  verschiedenen  Fälle  des 
praktischen  Lebens.  Die  politische  Arithmetik  wurde  bei  den  orientali- 
schen Völkern,  namentlich  bei  den  Chinesen,  schon  in  sehr  früher  Zeit 
der  praktischen  Richtung  und  dem  Erwerbsfleisse  dieses  Volkes  ent- 
sprechend als  ein  wichtiger  Theil  des  öffentlichen  Unterrichts  angesehen 
und  durch  Regeln  und  Beispiele  in  Rechenbüchern  erläutert.  Ein  solches 
populäres  praktisches  Rechenbuch  ist  das  berühmte  uralte  Buch  Kiu- 
tschang  oder  die  neun  Sectionen*).  Im  Uebrigen  ist  die  Auffindung 
der  Ueberbleibsel  der  griechisch -mathematischen  Litteratur  als  abge- 
schlossen zu  betrachten,  wogegen  dies  bei  der  indischen  und  insonderheit 
der  chinesischen  nicht  der  Fallist.  So  ist  z.  B.  erst  neuerdings  das  bis  jetzt 
als  das  älteste  angesehene  indische  mathematische  Werk  des  Aryabat- 
thiya  nach  Handschriften  veröffentlicht,  nachdem  es  lange  Zeit  für  ver- 
loren galt.    Viel  älter  ist  der  algebraische  Papyrus  von  Ahämesu. 

Auffallend  ist  allerdings  die  Erscheinung,  dass  in  Indien  von 
Brahmegupta  bis  Bhascara  Acharya  die  Mathematik  keine  wesent- 
lichen Schritte  vorwärts  machte,  sondern  nur  eine  Reihe  von  sonst 
scharfsinnigen,  aber  nicht  productiven  Compilatoren  und  Commentatoren 
das  Interesse  für  die  mathematischen  Wissenschaften  rege  hielten.  Wir 
sind  aber  keineswegs  geneigt,  dem  Urtheile  Cantor's  in  diesem  Puncte 
beizustimmen,  wenn  er  sagt:  „Einen  Rückschritt  in  der  leidenschafts- 
losesten und  religiös  neutralsten  Wissenschaft,  in  der  Geometrie,  wie 
er  in  Indien  von  Brahmegupta  bis  zu  Bhascara  sich  zeigt,  ver- 
mögen  wir   nur  dann  zu   begreifen,  wenn   es    der  grossen  Hauptsache 


*)  Eine  detaillirte  Inhaltsanzeige  davon  gibt  Ed.  Biet  im  Journ.  des 
Savants  1835  und  Journ.  asiatique  VII.  pg.  201.  1839.  Man  vergl.  unten  VIII. 
Abschn.  Gesammtlitteratur,  I.  a.  Art.  Fin-Jcue. 
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nach  um  fremdländisches,  nicht  naturgemäss  auf  heimischem  Boden  Er- 
wachsenes sich  handelte/'  Die  Ursache  des  Stillstandes  und  des  da- 
durch unvermeidlich  eintretenden  Rückschrittes  lag  allerdings  einerseits 
in  einer  Art  von  mönchischem  Formalismus  und  der  religiösen  Be- 
fangenheit in  dem  Kespect  vor  dem  Katechismus  des  Althergebrachten 
bei  den  Orientalen.  Wie  kann  man  es  sich  sonst  erklären,  dass  bei 
den  Chinesen  das  Buch  von  den  neun  Sectionen  immer  und  immer 
wieder  mindestens  drei  Jahrtausende  hindurch  von  Lischau  bis  Pin- 
kue  herab  unter  diesem  selben  Titel  erschien;  dass  man,  den  Bedürf- 
nissen der  Zeit  Rechnung  tragend,  endlich  nicht  auch  einmal  statt  der 
üblichen  neun  z.  B.  zehn  oder  zwölf  Kapitel  schrieb,  sondern  das 
Heterogenste  in  die  neun  Kapitel  hineinzwängte?  Es  muss  jedoch 
bemerkt  werden,  dass  schon  früh  andere  mathematische  Werke  daneben 
erschienen,  wissenschaftlicheren  Inhalts,  wde  z.  B.  die  unbestimmte 
Analj^tik  von  Sun  Tse.  Andererseits  lag  die  Ursache  des  Rückschrittes 
in  der  unwissenschaftlichen  Methode,  in  einer  Methode,  die  jedes  strengen 
Beweises  ermangelte  und  einzig  und  allein  auf  die  Bedürfnisse  des 
praktischen  Lebens  oder  der  Astronomie  und  der  Zeitbestimmung  ge- 
richtet war.  Wenn  ein  Theorem  gefunden  war,  so  wurde  es  in  Regel- 
verse eingekleidet  und  an  Beispielen  erläutert.  Jeder  Eingeweihte  be- 
griff den  Satz,  und  einen  strengen  Beweis  seiner  Richtigkeit  zu  geben, 
fiel  Niemandem  ein  —  er  verstand  sich  ja  ganz  von  selbst.  Dieser 
Formalismus  der  Orientalen  war  nicht  etwa  durch  die  Dogmen  ihrer 
geistlosen  bizarren  Religion  geboten,  aber  ein  mit  Nothwendigkeit  er- 
zeugtes Product  derselben.  Der  Grund,  warum  die  mathematischen 
Wissenschaften  bei  den  Orientalen  nicht  weiter  kamen,  sondern  zurück- 
gingen, ist  in  mehr  als  einem  Umstände  zu  suchen.  Wie  z.  B.  bei 
den  Chinesen  ein  weitverbreitetes  Rechenbuch  immer  denselben  Titel 
führte,  so  war  es  bei  den  Indern  nicht  ungewöhnlich  der  Fall,  dass 
die  Leitung  mathematischer  Schulen  in  einer  Familie  erblich  war. 
Wenn,  wie  Cantor  meint,  die  Mathematik  bei  den  Indern  zurückging, 
weil  sie  von  aussen  Hereingebrachtes  war,  so  würde  dies  auch  von 
den  Völkern  gelten,  welche  sich  in  der  Gegenwart  der  modernen  Cultur 
erschliessen  und  überhaupt  wissenschaftlich  zu  denken  befähigt  sind. 
Man  kann  vielleicht  mit  gleichem  Rechte  behaupten,  sie  ging  zurück, 
weil  den  Indern  die  streng  wissenschaftliche  Methode  fehlte,  weil  sie 
nichts  von  den  Griechen  gelernt  hatten  und  zwar  nichts  auf  dem  di- 
recten  Wege  des  wissenschaftlichen  Verkehrs,  höchstens  auf  dem  in- 
directen  We^e  des  Geschäftslebens. 

Unter  den  Arabern  vermischte  sich  Indisches  oder  Persisches  mit 
griechischem  Eigenthum;  darum  sind  aus  arabischen  Werken  weni^  zu- 
verlässige Argumente  zu  ziehen.  Das  älteste  arabische  Werk  über 
Algebra  soll  um  830  n.  Chr.  von  Mohammed  ben  Musa,  dem  Cho- 
warizmier,  nach  indischen  Vorlagen  verfasst  worden    sein.     Hankel*) 


*)  Hankel,  Zur  Geschichte  der  Mathematik  im  Alterthum  und  Mittel- 
alter, S.  261.  Leipzig  1874. 
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verbreitet  sich  in  seiner  Geschichte  über  den  Ursprung  dieses  Werkes, 
und  ist  der  Ansicht,  dass  er  jedenfalls  nach  einer  Tradition  arbeitete^ 
diese  aber  weder  von  den  Griechen  noch  den  Indern  stammen  könne. 
Hankel  ist  geneigt,  den  Ursprung  bei  den  Persern  zu  suchen,  welche 
vor  der  mohammedanischen  Zeit  unter  dem  doppelten  Einflüsse  griechi- 
scher und  indischer  Wissenschaft  gestanden  haben  möchten  und  bei 
denen  sich  eine  numerische  Algebra  entwickelt  hatte,  welche  Züge  beider 
in  sich  aufnahm,  wie  sich  aus  der  Terminologie  Mohammed 's  schliessen 
lässt.  Mit  Bezug  auf  letztere  möchten  wir  noch  auf  eine  eigenthüm- 
liche  technische  Bezeichnung  in  der  Methode  des  Mohammed  hin- 
weisen, welche  möglicherweise  auf  die  Vorbilder  seines  algebraischen 
Werkes  führen  kann.  Mohammed  nennt  nämlich  zu  oft  wiederholten 
Malen  die  Methode  der  Auflösung  der  gemischt  quadratischen  Gleichungen 
capitulum  de  mediatione  radicum  nach  dem  Wortlaut  der  in  Libri^s 
Geschichte  mitgetheilten  lateinischen  Uebersötzung.  Es  bezieht  sich 
dieser  Ausdruck  auf  die  bekannte  Auflösungsformel 


x==  ~  -a  -{-  Y  -  0?—!) 

der  vorgelegten  quadratischen  Gleichung  x^  -\-  ax  =  b  ,  worin  das 
zweite  Glied  ax  allgemein  mit  „radices"  bezeichnet  wird.  Nun  wird  die- 
selbe Methode  bei  Brahmegupta  und  Bhascara  mit  dem  technischen 
Worte  mad'  liyama  hdrana,  wörtlich  „Herausbringung  des  Mittelsten", 
bezeichnet  und  der  persische  Commentator  der  Bija ,  ganita  Fyzi  über- 
setzt diesen  indischen  Term  durch  die  Worte  „tausit  maghuV'',  von  denen 
das  erste  übersetzt  werden  kann  durch  dissedio  per  medium  et  in  duas 
partes,  während  maghul  die  Unbekannte  ist.  Entweder  ist  der  persische 
Ausdruck  also  nur  eine  Umschreibung  des  indischen  mittels  e-ines  den 
persischen  Mathematikern  geläufigen  Kunstausdrucks  oder  es  kann  der 
indische  möglicherweise  ebenso  verstanden  werden.  Im  ersten  Falle 
wäre  jedenfalls  noch  zu  untersuchen,  ob  die  Perser  den  Kunstausdruck 
von  den  Arabern  angenommen  haben,  oder  umgekehrt  die  Araber  voni 
den  Persern. 

Die  geometrische  Beweisführung,  welche  in  ausführlicher  Weise 
den  die  Methode  des  Mohammed  erläuternden  Zahlenbeispielen  folgt, 
ist  von  Euklidischem  Beigeschmack,  obwol  nur  eine  einzige  der  Figuren 
in  den  Elementen  (Buch  11.  4)  sich  vorfindet.  Der  Chowarizmier  sagt,  nach- 
dem er  die  sogenannten  „sechs"  Fälle  an  Zahlenbeispielen  erläutert  hat: 

„Wir  haben  dasjenige,  was  von  der  Halbirung  der  Unbekannten 
„Ceic  mediatione  radicum)  in  den  drei  andern  Fällen  nöthig  ist,  mit  be- 
„bestimmten  Beispielen  dargelegt.  Nun  wollen  wir  für  jeden  dieser 
„drei  Fälle  eine  Darstellungsform  wählen,  in  welcher  der  Grund  der^ 
„Halbirung  erkannt  wird."  Darauf  folgen  die  drei  geometrischen  Be- 
weise. Nach  Ibn  Khaldun  wurde  nun  freilich  zuerst  Euclides  von 
den  Arabern  übersetzt,  aber  wann  ist  ungewiss.  Wenn  dem  Chowarizmierij 
indische  Quellen  dabei  als  Vorlage  dienten  und  man  bei  diesen  griechi- 
schen   Einüuss    vermuthet,    so    bleibt    doch    auffallend,   dass   man   den 
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Euclidischen  Beweis  des  Pythagoreischen  Satzes  nicht  in  den  Schriften 
der  Inder  findet,  wol  aber  einen  arithmetischen.  Es  ist  nicht  unwahr- 
scheinlich, dass  altpersische  und  sj^ische  Wissenschaft  den  Arabern 
und  Indern  gemeinsame  Vorbilder  hergaben,  wie  auch  die  Ausdrucks- 
weise „Satz  von  der  Figur  der  Braut",  womit  die  Perser  den  Satz  vom 
rechtwinkligen  Dreieck  bezeichneten,  eine  ganz  eigenthümliche  ist. 

Der  etwa  zwei  Jahrhunderte  später  lebende  arabische  Algebrist  und 
Geometer  Omar  Alkhayyami  hat  zuerst  die  Algebra  der  Gleichungen 
in  eine  wissenschaftliche  Form  gebracht  und  die  allgemeine  Auflösung 
der  quadratischen  und  kubischen  Gleichungen  durch  geometrische  Con- 
struction  mit  Hülfe  des  Kreises  und  der  Kegelschnitte  gelehrt.  Für 
die  erstere  Art  gibt  er  sowol  algebraische  als  geometrische  Beweise. 
Die  geometrischen  Beweise  der  Auflösungsmethoden  der  quadratischen 
Gleichungen  stützt  er  auf  Sätze  von  Euclid,  die  der  kubischen  Gleichungen 
auf  Sätze  von  Apollonius*).*  In  der  Auflösungskunst  der  kubischen 
Gleichung  hatte  Omar  schon  ein  hervorragendes  Muster  in  den  mathema- 
tischen Schriften  seines  berühmten  Zeitgenossen  Al5ul  Djud,  welcher 
unter  andern  eine  Abhandlung  schrieb:  „lieber  die  Auflösung  der 
(kubischen)  Formen  und  über  die  Art,  die  meisten  derselben  mittels 
der  Analysis  auf  Kegelschnitte  zurückzuführen".  Omar  selbst  gibt  eine 
systematische  Darstellung  der  Auflösung  sämmtlicher  trinomischer  und 
quadrinomischer  kubischen  Formen  in  elegantem  Stile,  welcher  einem 
modernen  Schriftsteller  Ehre  machen  würde.  Eine  arithmetische  Lösung 
der  kubischen  Gleichungen  ist,  wie  er  selbst  eingesteht,  ihm  freilich 
nicht  gelungen;  und  um  so  weniger,  da  er  sich  unter  einer  arithmeti- 
schen Lösung  immer  nur  eine  Auffindung  ganzer  positiver  und  zwar 
rationaler  "Wurzeln  .  denkt.  Die  Auflösung  der  zusammengesetzten 
Gleichungen  von  höherem  als  dem  dritten  Grade  auf  geometrischem 
Wege  hielt  er  mit  Ausnahme  der  binomischen  geradezu  für  unmöglich. 

Um  einen  Begriff  von  den  Auflösungsmethoden  der  beiden  öfter 
genannten  Araber  zu  geben,  werden  wir  zunächst  die  Klassification  der 
Gleichungen  durch  Omar  und  dann  die  geometrischen  Beweismethoden 
sowol  des  Chowarizmiei'S  als  von  Omar  mittheilen.  Zur  Einführung 
in  den  Geist  des  letzteren  gelehrten  Autors  wird  es  sich  empfehlen, 
denselben  selbst  reden  zu  lassen,  wobei  wir  der  Uebersetzung  von 
Wöpcke  folgen.  Auf  die  geometrische  Behandlungsweise  der  kubi- 
schen Gleichungen  von  Omar  soll  im  siebenten  Abschnitte  ausführ- 
licher eingegangen  werden. 

§.  90.    Die  Classification  der  algebraischen  Gleichungen  nach  Omar. 

Nach  einer  längeren  Einleitimg  zu  seiner  Algebra  fährt  Omar 
fort  in  folgenden  Worten: 


*)  Omar  Alkhayyami,  Ueber  die  Beweise  der  algebraischen  Theorie. 
Von  Wöpcke  ist  diese  Schrift  unter  dem  Titel:  L'dlgebre  d'Omar  arabisch 
und  französisch  herausgegeben. 
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„Die  Algebra  ist  eine  Wissenschaft.  Ihr  Gegenstand  ist  die 
absolute  Zahl  und  die  (geometrisch)  messbaren  Grössen  als  Un- 
bekannte, aber  bestimmt  durch  eine  bekannte  Grösse,  woraus  sie 
berechnet  werden  können.  Die  Bekannte  ist  eine  Grösse  oder  eine 
bestimmte  Relation,  so  dass  man  jene  erkennt,  wenn  man  diese 
aufmerksam  erwägt.  Was  man  in  dieser  Wissenschaft  erforscht, 
das  sind  die  Relationen,  welche  die  gegebenen  Grössen  mit  dem- 
jenigen verbindet,  welches  nach  dem  Vorhergesagten  den  Gegen- 
stand der  Algebra  bildet.  Die  Vollendung  der  Kunst  besteht  in 
der  Kenntniss  der  mathematischen  Methode,  vermittels  deren  man 
im  Stande  ist,  die  gedachte  Bestimmung  der  Unbekannten  auszu- 
führen, möge  diese  nun  numerisch  oder  geometrisch  sein,  unter 
messbaren  Grössen  verstehe  ich  die  continuirlichen  Grössen,  wo- 
von es  vier  Arten -gibt:  die  Linie,  die  Fläche,  den  Körper  und  die 
Zeit,  wie  man  sie  allgemein  auseinandergesetzt  findet  in  den  Kate- 
gorien und  speciell  in  der  Metaphysik.  Einige  Gelehrte  betrachten 
den  Zeitraum  als  eine  Unterabtheilung  der  Fläche  subordinirt  unter 
die  Gattung  der  continuirlichen  Grössen.  Aber  eine  genauere  Be- 
trachtung dieser  Frage  beweist,  dass  sie  sich  im  Irrthum  befinden. 
Das  Wahre  ist,  dass  der  Zeitraum  eine  Fläche  ist,  in  einem  Zu- 
stande und  unter  Umständen,  deren  genaue  Feststellung  unserm 
Gegenstande  fern  liegt.  Es  ist  nicht  Gebrauch,  die  Zeit  unter  die 
Gegenstände  der  algebraischen  Probleme  einzuführen;  wenn  man 
es  aber  gethan  hätte,  würde  das  vollkommen  zulässig  gewesen  sein/' 

„Die  Algebristen  pflegen  in  ihrer  Kunst*  die  zu  berechnende 
Unbekannte  ein  „Ding"*)  zu  nennen  und  sein  Product  in  sich 
selbst  „Quadrat",  das  Product  aus  dem  Quadrate  und  dem  Dinge 
„Kubus"  das  Product  aus  dem  Quadrate  in  sich  selbst  „Biquadrat", 
das  Product  des  Würfels  und  Quadrates  „Quadratkubus",  das 
Product  des  Würfels  in  sich  selbst  „Bikubus"  und  so  weiter  fort 
nach  Belieben.  Es  ist  bekannt  aus  den  Elementen  des  Euclid, 
dass  alle  diese  Grössen  in  fortlaufender  Proportion  stehen;  d.  h. 
dass  die  Einheit  sich  verhält  zur  Wurzel**),  wie  die  Wurzel  zum 
Quadrat  und  wie  das  Quadrat  zum  Kubus,  folglich  die  Zahl  zu 
Wurzeln,  wie  die  Wurzeln  zu  Quadraten,  wie  die  Quadrate  zu 
Kuben,  wie  die  Kuben  zu  Biquadraten  u.  s.  f." 


*)  ^.ciji  al-chai,  JL^-'I  al-mäl,  <^xJsJ^  al-kab. 
**)  jJ^I  al-djizr. 
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„Man  muss  wissen,  dass  diese  Abhandlung  nur  verstanden 
werden  kann  von  Denen,  welche  eine  vollständige  Kenntniss  der 
Werke  über  die  Elemente  und  Daten  des  Euclid,  sowie  der  zwei 
Bücher  über  die  Kegelschnitte  von  Apollonius  besitzen.  Für 
Jeden  würde  im  Falle  der  Unkenntniss  dieser  drei  Werke  es  kein 
Mittel  geben,  vollständig  die  Theoreme  zu  begreifen,  welche  ich 
zu  entwickeln  im  Begriff  bin.  Auch  ist  es  mir  nicht  ohne  Mühe 
gelungen,  mich  in  den  künftigen  Citaten  auf  jene  drei  Werke  zu 
berufen." 

„Die  algebraischen  Auflösungen  lassen  sich  nur  mit  Hülfe  der 
Gleichungen  bewerkstelligen,  d.  h.  durch  Gleichsetzung  jener  Grade, 
wie  es  genugsam  bekannt  ist.  Wenn  der  Algebrist  das  Biquadrat  in  den 
Problemen  des  Masses  anwendet,  so  ist  dies  metaphorisch  und  nicht 
eigentlich  zu  verstehen,  da  es  absurd  ist,  dass  das  Biquadrat  zu 
den  messbaren  (geometrischen)  Grössen  gehöre.  Was  in  die  Kate- 
gorie der  messbaren  Grössen  eintritt,  das  ist  von  vornherein  eine 
Dimension*),  nämlich  die  Wurzel,  oder  in  Bezug  auf  ihr  Quadrat 
die  Seite;  dann  zwei  Dimensionen,  also  die  Fläche;  und  das  Qua- 
drat gehört  zu  den  messbaren  Grössen,  weil  es  die  Quadratlläche 
ist.  Endlich  drei  Dimensionen,  also  das  Parallelepipedon  und  der 
Kubus  gehören  zu  den  messbaren  Grössen,  da  das  Parallelepipedon 
von  -sechs  Vierecken  begränzt  ist.  Da  es  nun  keine  andern  Dimen- 
sionen mehr  gibt,  so  kann  weder  das  Biquadrat  und  noch  weniger 
ein  höherer  Grad  in  die  Kategorie  messbarer  Grössen  eintreten. 
Und  wenn  man  sagt,  dass  das  Biquadrat  einen  Theil  der  mess- 
baren Grössen  ausmacht,  so  ist  dies  mit  Rücksicht  auf  seinen  re- 
ciproken  Werth,  wie  er  in  den  geometrischen  Problemen  ange- 
wandt wird ,  zu  verstehen  und  nicht  weil  die  biquadratischen  Grössen 
selbst  messbare  Grössen  sind,-  was  einen  Unterschied  macht.  Das 
Biquadrat  ist  kein  Theil  messbarer  Grössen  weder  innerlich  noch 
äusserlich  und  man  kann  es  nicht  mit  dem  Geraden  und  Ungeraden 
vergleichen,  welches  eine  äusserliche  Eigenschaft  desselben  bildet, 
mit  Rücksicht  auf  die  Zahl,  vermittels  deren  die  Continuität  der 
messbaren   Grössen    in    discontinuirlicher-  Form    dargestellt    wird." 


*)  Man  sieht,  wie  trotz  allen  Ringens  dieses  eminenten  Mathematikers 
es  ihm  unmöglich  war,  sich  vom  Begriffe  der  concreten  Zahl  zur  abstracten 
zu  erheben.  Abul  Wafa  scheint  der  einzige  gewesen  zu  sein,  der  diese 
Schranken  mit  den  Mitteln  der  Geometrie  zu  übersteigen  versuchte.  Durch- 
brochen wurden  sie  erst  durch  Ferrari's  Entdeckung. 
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„Alles,  was  man  in  den  Werken  der  Algebristen  bezüglicli 
jener  vier  mathematischen  Grössen,  aus  welchen  die  Gleichungen 
gebildet  werden,  nämlich:  absolute  Zahl,  Seiten,  Quadrate  und 
Kuben,  findet,  das  sind  drei  Gleichungen,  enthaltend  die  Zahl, 
Seiten  und  Quadrate.  Wir  dagegen  wollen  Methoden  entwickeln, 
vermittels  deren  man  die  Unbekannte  in  einer  Gleichung  bestimmen 
kann,  welche  die  vier  Grade  enthält,  von  denen  wir  gesagt  haben, 
dass  sie  ausschliesslich  zu  den  messbaren  Grössen  gehören,  näm- 
lich die  Zahl,  das  Ding,  das  Quadrat  und  der  Kubus^^ 

„Die  Methoden  derjenigen  Klasse  von  Gleichungen,  bei  denen 
die  Auflösung  von  den  Eigenschaften  des  Kreises  abhängt,  d.  h. 
von  den  beiden  Werken  des  Euclides  über  die  Elemente  und 
die  Data,  lassen  sich  sehr  leicht  beweisen.  Für  die  Methoden  der- 
jenigen Klasse ,  bei  denen  die  Auflösung  nur  mit  Hülfe  der  Kegel- 
schnitte bewerkstelligt  werden  kann,  muss  man  sich  auf  das  be- 
ziehen, was  in  den  zwei  (ersten)  Büchern  der  Kegelschnitte  enthalten 
ist.  Wenn  der  Gegenstand  des  Problems  eine  absolute  Zahl  ist*), 
so  ist  es  weder  mir  noch  irgend  einem  andern  Algebristen  gelungen, 
die  Auflösungen  anderer  Gleichungen  zu  entdecken  (und  vielleicht 
Avird  ein  Anderer  nach  uns  diese  Lücke  ausfüllen),  als  wenn  sie 
nur  die  drei  ersten  Grade  enthalten,  nämlich  die  Zahl,  die  Un- 
bekannte und  das  Quadrat.  Für  diese  Klasse  von  Gleichungen, 
deren  Auflösung  sich  mit  Hülfe  der  Euclidischen  Bücher  bewerk- 
stelligen lässt,  werde  ich  die  numerische  Entwicklung  mittheilen. 

„Und  merket,  dass  der  geometrische  Beweis  der  Methoden 
nicht  den  ihres  numerischen  Beweises  überflüssig  macht,  wenn  der 
Gegenstand  der  Aufgabe  eine  Zahl  ist  und  nicht  eine  messbare 
Grösse.  Auch  erkennnt  ihr  wol,  dass  Euclides,  nachdem  er  ge- 
wisse auf  die  Proportionalität  geometrischer  Grössen  bezügliche 
Theoreme  bewiesen  hat,  in  dem  fünften  Buche  seines  Werkes,  von 
neuem  den  Beweis  für  genau  dieselben  Theoreme  der  Proportio- 
nalität liefert,  wenn  ihr  Gegenstand  eine  Zahl  ist,  im  siebenten 
Buche." 

„Die  Gleichungen,  welche  zwischen  den  vier  Graden  stattfinden. 


*)  Alkhayyami  meint  hier  die  numerische  Auflösung  der  kubischen 
Gleichungen  und  die  Feststellung  der  Bedingungen ,  unter  welchen  die  Wurzel 
eine  absolute,  d.  i.  eine  ganze  Zahl  wird.  Man  vergleiche  weiter  unten 
§  90  B. 
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yind    entweder    einfache    oder    zusammengesetzte.     Von    den 
einfachen  gibt  es  sechs  Formen*): 

1*^.    Eine  Zahl  ist  gleich  einer  Wurzel; 

2^.    Eine  Zahl  ist  gleich  einem  Quadrat; 

3^.    Eine  Zahl  ist  gleich  einem  Kubus; 

4^.    Wurzeln  sind  gleich  einem  Quadrat; 

5^.    Quadrate  sind  gleich  einem  Kubus; 

6^.  Wurzeln  sind  gleich  einem  Kubus." 
„Drei  dieser  Formen  sind  erwähnt  in  den  Werken  der  Alge- 
bristen. Sie  sagen:  die  Unbekannte  verhält  sich  zum  Quadrat,  wie 
das  Quadrat  zum  Kubus.  Es  folgt  nothwendig  daraus,  dass  die 
Gleichung  zwischen  Quadrat  und  Kubus  gleichbedeutend  ist  mit 
der  Gleichung  zwischen  der  Unbekannten  und  dem  Quadrat;  und 
ebenso  verhält  sich  die  Zahl  zum  Quadrat,  wie  die  Unbekannte 
zum  Kubus.  Aber  sie  haben  das  geometrisch  nicht  bewiesen.  Was 
die  Zahl  anbelangt,  wenn  sie  dem  Kubus  gleich  ist,  so  ist  man 
nur  im  Stande  die  Seite  des  letzteren  mit  Hülfe .  der  vorläufigen 
Kenntniss  der  Kubikzahlen  zu  finden,  wenn  die  Aufgabe  numerisch 
ist;  ist  sie  geometrisch,  so  lässt  sie  sich  nur  mit  Hülfe  der  Kegel- 
schnitte lösen." 

„Die  zusammengesetzten  Gleichungen  sind  theils  trino- 
misch,  theils  quadrinomisch.  Von  den  trinomischen  Gleichungen 
gibt  es  im  Ganzen  zwölf  Formen: 

P.    Ein  Quadrat  und  Wurzeln  sind  gleich  einer  Zahl; 

2^.    Ein  Quadrat  und  eine  Zahl  sind  gleich  Wurzeln; 

3^.    Wurzeln  und  eine  Zahl   sind   gleich  einem  Quadrat." 
„Diese  drei  Formen**)  sind  erwähnt  iu  den  Werken  der  Al- 
gebristen   und    sind    daselbst    geometrisch    bewiesen,    aber    nicht 
numerisch." 

„Die  drei  folgenden  Formen  sind***): 

1^.    Ein  Kubus  und  Quadrate  sind  gleich  Wurzeln; 

2^.    Ein  Kubus  und  Wurzeln  sind  gleich  Quadraten; 

3^.    Wurzeln  und  Quadrate  sind  gleich  einem  Kubus." 
„Die  Algebristen  sagen,  dass  diese  drei  Formen  den  drei  vor- 
angehenden proportional   seien,   jede    der    correspondirenden,   also 


*)   I.  r  =  x;     IL   r  =  ä;2;     III.    ;•  =  x^;     IV.   qx  =  a;^;     V.    qx  =  x^ 
VI.  px^  =  x\ 

**)  VII.  ay"  -f  px  =  q;     VIII.  x''  -f  2  =  px;     IX.  px  -{- q  =  x\ 
■     ***)  X.  x"^  -f  px-'  =  qx-,    XL   x^  -{-  qx=  px';    XIL   qx  -f  px""  =  x^ 
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z.  B.  die  Gleichung:  „Ein  Kubus  und  Wurzeln  sind  gleich  Qua- 
draten" lässt  sich  reduciren  auf  die  andere:  ;;Ein  Quadrat  und  eine 
Zahl  sind  gleich  Wurzeln'^;  und  ebenso  die  übrigen.  Aber  sie  haben 
sie  nicht  discutirt,  wenn  die  Gegenstände  der  Aufgabe  geometrische 
Grössen  sind.  Für  den  Fall,  wo  der  Gegenstand  der  Aufgabe  eine 
Zahl  ist^  ist  das  eine  unmittelbare  Folgerung  aus  den  Elementen. 
Nun  aber  werde  ich  auch  den  geometrischen  Fall  discutiren." 

Die   sechs  Formen,  welche   von   den  zwölf  angezeigten  übrig 
bleiben,  sind  folgende*): 

1^.    Ein  Kubus  und  Wurzeln  sind  gleich  einer  Zahl; 
2*^.    Ein  Kubus  und  eine  Zahl  sind  gleich  Wurzeln; 
3^.    Eine  Zahl  und  Wurzeln  sind  gleich  einem  Kubus; 
4^.    Ein  Kubus  und  Quadrate  sind  gleich  einer  Zahl; 
5".    Ein  Kubus  und  eine  Zahl  sind  gleich  Quadraten; 
6^.    Eine  Zahl  und  Quadrate  sind  gleich  einem  Kubus/^ 
„Von  diesen  sechs  Formen  findet  man  nichts  in  den  Werken 
über  Algebra,  ausgenommen  die  vereinzelte  Discussion  einer  unter 
ihnen ■•^•*).   Ich  werde  sie  entwickeln  und  geometrisch  beweisen,  nicht 
numerisch.    Die   Auflösung  dieser  sechs  Formen  ist  nur  möglich 
mittels  der  Eigenschaften  der  Kegelschnitte." 

„Was    die    zusammengesetzten    quadrinomischen    Gleichungen 

anbelangt,  so  gibt  es  deren  zwei  Klassen:  erstlich  solche,  in  denen 

drei  Grade  gleich   einem  Grade  sind.    Dies  sind  vier  Formen***): 

P.    Ein  Kubus,   Quadrate  und  Wurzeln  sind  gleich  einer 

Zahl; 
2^.    Ein  Kubus,  Quadrate  und  eine  Zahl  sind  gleich  Wurzeln; 
3^.    Ein  Kubus,  Wurzeln  und  eine  Zahl  sind  gleich  Qua- 
draten; 
4^.    Ein  Kubus  ist  gleich  Wurzeln,  Quadraten  und   einer 
Zahl." 
„Die  zweite  Klasse  begreift  diejenigen  Gleichungen,  in  welchen 
zwei  Grade  zweien  Graden  gleich  sind.   Es  gibt  deren  drei  Formenf): 


*)  XIII.  a;3  4-  ^oj  =  r;     XIV.  x^  -{- r  =  qx-,    XV.  qx -{- r  =  x^-, 

XVI.  x^  +  px^  =  r;    XVII.  x^  -i-r^  px';     XVIII.  px^  '\- r  =  x\ 
**)  Es  ist  die  Gleichung  von  Almahani  (XVII)  gemeint. 
***)      XIX.  x^  -\-px^  -\-  qx  =  r;     XX.  x^  +  px''  -\-  r  =  qx; 
XXI.  x^  +  qx    -f  r  =  px'^-,    XXII.  px^  -}-  qx  +  r  =  x\ 
t)  XXIII.  x^  +  px^  =^qx-\-r;     XXIV.  x""  +  qx  =  px-^  -f  r; 
XXV.  ic3  +  r  =  px^  +  qx. 
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1^.  Ein  Kubus  und  Quadrate  sind  gleich  AYurzeln  und  einer  Zahl  *, 

2^  Ein  Kubus  und  Wurzeln  sind  gleich  Quadraten  und  einer  Zahl; 

3^.  Ein  Kubus  und  eine  Zahl  sind  gleich  Wurzeln  und  Quadraten." 
,,Dies  sind  die  sieben  quadrinomischen  Formen:  jede  derselben 
ist  uns  gelungen  geometrisch  aufzulösen.  Einer  unserer  Vorgänger*) 
wurde  durch  eine  Aufgabe  auf  einen  speciellen  Fall  einer  dieser 
Formen  geführt,  welchen  ich  nicht  verfehlen  werde  anzuführen. 
Die  Auflösung  dieser  Formen  kann  allein  mit  Hülfe  der  Eigen- 
schaften der  Kegelschnitte  erzielt  werden." 

„Nun  werde  ich  Schritt  für  Schritt  alle  fünfundzwanzig  For- 
men discutiren  und  ihre  Auflösungsmethoden  beweisen;  und  ich 
erflehe  den  Beistand  AllaVs:  Jeder ^  der  ihm  aufrichtig  vertraut, 
Allah  leitet  ihn  und  hilft  ihm/' 

Omar  discutirt  nun  die  sechs  einfachen  oder  binomischen 
Gleichungen  mit  Ausnahme  von  III.,  die  er  unter  den  kubischen 
behandelt,  und  geht  darauf  zur  Auflösung  der  trinomischen  Gleichun- 
gen über.  Wir  werden  seine  Auflösungsmethoden  und  Beweise  so- 
wie die  von  Mohammed  ben   Musa  bezüglich   der   drei  Formen: 

YII.  X-  -\-  poc  =  q-^     VIII.    X-  -\-  q  =  px'^     IX.    px  -^  q  =  x^ 
ausführlich  mittheilen. 

§  91.    Methode  der  Auflösung  der  Gleichung 

VII.  x^  +  px  =  2;     (^-  +  10a;  =  39). 

A.  Methode  und  Beweis  von  Mohammed  ben  Musa**). 

Angenommen   das    Quadrat    der    Unbekannten   x  sei   x^  oder 

AB  (Fig.  9)  und    die    vier  Rechtecke  g,  /^,  t,  h  von    der    Breite 

—  j?  (  =  2  —  j .  Damit  nun  die  ganze  Figur  ein 
vollkommenes  Quadrat  werde,  muss  man  noch 
viermal  das  Quadrat  von  t  i^  (=-  y)  '  ^^^^ 
_  p2  ^^^  25)  hinzuaddiren.  Darum  wird  die- 
ganze  Figur  gleich  ^  p'  +  q,  (25  +  39  =  64). 

*)  Abul  Djud  oder  Alchanni.    S.  Woepecke,  Omar,  p.  57. 
**)  Man  vergl.  M oh.  ben  Musa  edit.  by  Rosen  p.  13;  Libri,  Hist.  I.  p.  233; 
Omar,  Algebra,  publ.  et  trad.  par  Woepcke  p.  19;   Cardani,  Ars  magna, 
cap.  III,    Wir  geben  den  übermässig  gründlichen  Beweis  von  dem  Chowariz- 
mier  in  etwas  abgekürzter  Form  wieder. 
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Eine  der  Seiten  ist  die  Quadratwurzel  ^  +  9"  i^  (=  8).     Nun   sub- 


2 
trahire  —  p  (=  5)  von  der  Seite  der  ganzen  Figur;   es  bleibt  die 

Wurzel  X  (=  3). 

Bemerkung.     Das   Princip   dieser  Entwicklung  besteht  also 
in  der  Ergänzung  des  Quadrates  oder  in  der  linearen  Substitution 

woraus  sich  weiter  ergibt 

^2+  4  (f  x)+  4  (ly  =  X'  +  px  +  ^  j>'^  =  f  , 

und  wegen 

x^+px  =  q 
die  neue  Gleichung 


und  fol geweise 


o^ 


V 


p'+q   =y  =  x  +  ~p, 


2    '^  ^. 


Während  Mohammed  hier  die  vorderen  Formen  der  Gleichungen 
benutzt,  leitet  er  aus  den  synkopirten  Formen  einen  zweiten  Be- 
weis ab,  welcher  Iblgendermassen  lautet: 

Angenommen  das   Quadrat  sei  AB   (Fig.  10).    Wir  halbiren 

die    Wurzeln;    das    gibt  5   f=—2ny    i-^nd    construiren    über  den 

Seiten  zwei  Rechtecke  g  und  d  von  der  Länge 
ö(=yP)     ^^^^^   ^s    entsteht  noch  ein  Quadrat 

von  der  Grösse  25  (==-r  2)^]  -    Die  ganze  Figur 

wird  also  gleich  25  +  39  oder  64  (=~tP^  +  ^)  • 

Die  Seite  derselben  ist  8  (  =  ]/x^^^  +  Q.)  -  Wenn  wir  nun  von 
ihr  subtrahiren,  was  zuvor  addirt  wurde,  nämHch  ^  (  =  y  JP)  ?  so  er- 
halten wir  3  und  damit  die  Wurzel  (=  x). 


,9 

A 
B 

d 
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B,    Methode  und  Beweis  von  Omar  Alkhayyami. 

Aufgabe:  Ein  Quadrat  und  zehn  Wurzeln  sind  gleich  neun- 
unddreissig*). 

Omar  sagt:  „Multiplicire  die  Hälfte  der  Wurzeln  mit  sicli 
selbst;  addire  das  Product  zur  Zahl  und  subtraliire  von  der  Quadrat- 
wurzel hieraus  die  Hälfte  der  Wurzeln,  Der  Rest  ist  die  Wurzel 
des  Quadrats." 

„Wenn  die  Aufgabe  arithmetisch  ist,  müssen  zwei  Bedingungen 
erfüllt  sein-,  erstens:  dass  die  Zahl  der  Wurzeln  gerade  sei,  so  dass 
sie  eine  Hälfte  hat;  zweitens:  dass  das  Quadrat  der  Hälfte  und  die 
Zahl  zusammen  ein  Quadrat  bilden;  sonst  ist  diese  Aufgabe  arith- 
metisch unmöglich.  Geometrisch  bietet  dieser  Fall  durchaus  keine 
Schwierigkeiten  **). 

,,Der  algebraische  Beweis  ist  leicht  und  übereinstimmend  mit 
dem  geometrischen.  Hier  der  letztere:  Angenommen  das  Quadrat 
sei  ÄC  (Fig.  11)  und  vermehrt  um  zehn  Wurzeln  gleich  neunund- 


*)  x'^  -j-  IOa'  =  39.     Dasselbe  Zahlenbeispiel  findet  sich  bei  Moh.  ben 
M  n  s  a. 

**)  Aus  dieser  Discussion  geht  nun  deutlich  hervor,  was  Omar  unter  einer 
arithmetischen  oder  numerischen  Lösung  versteht,  wie  es  auch  in  seiner  Ein- 
leitung von  Woepcke  richtig  aufgefasst  ist.  Omar  begreift  unter  dem  Aus- 
drucke „numerische  Lösung"  erstens  die  Darstellung  der  Form  der  Wurzel 
und  zweitens  die  Determination  der  Bedingungen,  unter  welchen  die  Wurzel- 
form eine  ganze  oder  „absolute"  Zahl  wird.  Nur  dann  nennt  er  die  Auflösung 
„möglich".  Es  ist  in  der  That  unverständlich,  wie  Omar,  der  eine  Algebra 
der  Gleichungen  und  keine  Zahlentheorie  schreiben  will,  diese  mit  in  seine 
Discussion  zieht,  sonst  sind  es  jedenfalls  keine  „bestimmten"  Gleichungen, 
um  deren  Auflösung  es  sich  handelt,  sondern  Diophantische.  Dass  er  sich 
nicht  auch  eine  Auflösung  von  numerischen  Gleichungen  mit  (positiven)  ge- 
lirochenen,  ja  irrationalen  Wurzeln  habe  denken  können,  ist  ganz  unglaublich, 
denn  sonst  würde  man  hierin  einen  entschiedeneu  Rückschritt  gegen  die  Leistun- 
gen von  dem  Chowarizmier  bemerken,  der  mit  grosser  Gewandtheit  Gleichungen 
mit  gebrochenen  Wurzeln  löste,  Uebrigens  irrt  sich  Omar,  wie  Woepcke 
schon  bemerkt  hat,  darin,  dass  er  zwei  Bedingungen  aufstellt.  Denn  sei  cc 
eine  positive  und  ganze  Zahl;  ferner  q  ==.  oa,  p  ==  a  —  a  ,  also  <j  >-  a ,  so  ist 


Die  Wurzel  kann  also  positiv  und  ganz  sein,  möge  q  und  p  positive  ganze 

oder  gebrochene,  ja  selbst  irrationale  Zahlen  sein,  z.  B.  x^ -{-  1—^^  =  13—. 

Ist  p    positiv    und  ganz ,   so  ist   auch  x  positiv  und  ganz ,  wenn  allgemein 
q  =  pm  -{-  m'^  ist. 
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Fig.  11. 


dreissig;  ferner  angenommen  zehn  Wurzeln  seien  dargestellt  durch 

das  Rechteck  CE.  Die  Linie 
DE  wird  gleich  zehn  sein.  Man 
halbire  sie  im  Punkte  Z.  Da 
die  Linie  DE  in  Z  halbirt  ist, 
und  wenn  man  zu  ihr  noch  in 
ihrer  geraden  Verlängerung 
das  Stück  ÄD  hinzufügt,  so  wird  das  Product  aus  EÄ  und  ÄD, 
welches  gleich  dem  Rechteck  EJB  ist,  addirt  zum  Quadrate  über 
ZD,  gleich  sein  dem  Quadrate  über  ZA^).  Aber  das  Quadrat 
über  DZ^  welche  die  Hälfte  der  Wurzeln  ist,  ist  bekannt,  und  das 
Rechteck  BEy  welches  die  gegebene  Zahl  ist,  ist  gleichfalls  be- 
kannt. Folglich  werden  das  Quadrat  über  ZA  und  die  Linie  ZA 
bekannt  sein,  und  wenn  wir  ZD  von  ZA  abschneiden,  so  wird  der 
Rest  AD  bekannt  sein." 

Das  Princip   dieser  Entwicklung  ist   demnach  folgendes:   Der 
Satz  im  Euclides  (Elem.  II,  6)  drückt  aus 


Es  ist  aber 


also 


(j)  -\-  x)  X  =  x^  -\-  px  =  q 


oder 


]/(fy  +  ^-f  = 


Die  Figur  im  Euclides  ist  vollständiger,  nämlich 
Ä'  Z  D  A 


(/ 


B 


Fig.   12. 


>=)  EA  •  AB  +  2)^2  =  ZA"-  (Eucl.  Elem.  11,  6). 
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Hierin  ist  also  noch  das  Quadrat  über  AZ  (=  AF)  und  (ias 
Quadrat  über  DZ  {j=CF)  verzeichnet*). 

Omar  fügt  als  zweiten  Beweis  hinzu  den  ersten  Beweis 
von  dem  Chowarizmier.  Darauf  gibt  er  noch  an,  wie  auf  Grund 
von  Euclides  Elem.  VI.  29  die  geometrische  Construction  der 
Wurzel  ausgeführt  wird,  wie  folgt: 

„Angenommen,  die  Linie  AB  (Fig.  13)  sei  gleich  zehn  und 
man  suche  das  Quadrat,  welches  hinzufügt  zum  Producte  aus  seiner 


Fig.  13. 

Seite  und  AB,  gleich  der  gegebenen  Zahl  wird.  Stellen  wir  die 
gegebene  Zahl  durch  das  Rechteck  £'dar,  construiren  an  die  Linie 
AB  ein  Parallelogramm  gleich  dem  Rechteck  E  und  überschreitend 
um  ein  Quadrat,  so  wie  es  Euclides  in  seinem  sechsten  Buche 
auseinander  gesetzt  hat.  Das  Rechteck  sei  BB  und  das  Quadrat 
AD\  die  Seite  des  Quadrats  wird  bekannt  sein,  so  wie  man  es  in 
den  Daten  auseinandergesetzt  findet/' 

Die  Angabe  der  Construction 
ist  freilich  nur  oberflächlich.  Nach 
Euclides  würde  dieselbe  in  Fol- 
gendem bestehen: 

Man  halbire  AB  (Fig.  14)  in 

Z  und   construire   über  ZA  das 

Quadrat  AB.    Alsdann   verwan- 

Fig.  14.  delt  man  die  Summe  der  Vierecke 


D 

F 

B                Z 

\ 

A 

\ 

*)  Die  Auflösung  der  drei  Fälle  VII,  YIII  und  IX  hat  Lucas  de  Burgo 
in  lateinische  Regelverse  gebracht.  Es  war  dies  eine  Sitte,  die  aus  dem  Orient 
stammte.  Wir  finden  die  Regelverse  und  Reime  bei  den  indischen,  chine- 
sischen, persischen  und  arabischen  Algebiisteu.  Wahrscheinlich  dienten  sie 
zur  Erleichterung  für  das  Gedächtniss.  Der  Fall  VII  wird  nach  Lucas  de 
Burgo  in  folgender  Weise  gelöst: 

„Si  res  et  census  numero  coequantur,  a  rebus 
„Dimidio  sumpto,  censum  producere  debes 
„Addereque  numero,  cujus  a  radice  totius 
„Tolle  semis  rerum,  census  latusque  redibit." 
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DA  und  E  in  ein  Quadrat;  dessen  Seite  sei  DG.  Man  vervoll- 
ständige das  Quadrat  DG  OH,  so  ist  ÄC  =  x.  Der  Bev^eis  ist 
leicht  und  die  Construction  der  Gleichung  (p  -\-  x)x  =  q  ent- 
sprechend. 

§  92.    Methode  der  Auflösung  der  Grleichung 

VIIL    x'^  +  q  =px',  (x'  +  21  ==  lOrr). 

A.  Methode  und  Beweis  von  Mohammed  ben  Musa*). 
Angenommen  das  Quadrat  der  Unbekannten  sei  die  Oberfläche 
des  Quadrats  AB  (Fig.  15).    Man  setze  daran  ein  eben  so  breites 


^ 


/; 

J 

YL 

K 

n 

ä 

A 

jy 

\ 

j 

^2 

ip 

iP 

—^ 

T 

Fig.  15. 


Rechteck  GA^   so   dass   es   zusammen   21  (=  q)  wird.    Die  Länge 

GB  ist  dann  10  {-=  p).    Man  halbire  DB  in  H,  fälle  die  Senk- 

-rechte  HT  und  verlängere  sie  um  TIK,  so  dass  KT  gleich  DH  und 

•das  Viereck  XT  ein  Quadrat  wird.    Sein  Inhalt  ist  5  X  5  (  =  x  jP^ ) . 

Nun  construire  man  das  Quadrat  MK  und  es  ist  wegen  TK  =  HE 
offenbar   HK  =  AH   und    3IL  ==  HT.     Daraus    folgt   Rechteck 

LN  =  AT  und  hieraus  weiter,  dass  das  Quadrat  GH  (  =  25  =  -  p^\ 

vermindert  um  das  Rechteck  AG  (=  21  =  q)  gleich  dem  Quadrate 

NK,  also  gleich  4:  (=  —  p^  —  q\  ist  und  seine  Seite  HK  oder  HA 

gleich  2  ( =  1/—  «2 gl .     Subtrahiren  wir  dies   von   der  halben 

Anzahl  der  Wurzeln,   so   erhalten  wir  3  und  dies  ist  die  Wurzel 
Bemerkung.     Das    Princip    dieser    Entwicklung    besteht    in 
dem  arithmetischen  Satze,  dass 


*)  Man  vergl.  Mohammed  ben  Musa  edit.  by  Rosen  p.  IG;  Libri,  Hist. 
I.  p.  236;  Omar,  Algebra,  publ.  et  trad.  par  Woepcke,  p.  22. 
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ist.    Daraus  folgt  durch  Transposition 
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2  


und 


X 


1 


V^P^ 


a'- 


Nimmt  man  an  x^  ~-  p  und  stellt  die  entspreclienden  geome- 
trischen  Betrachtungen  an,  so  erhält  man 


p='y^p^  —  <i, 


-{p+y^p'-'i 


Diesen  zweiten  Fall,  der  gleichfalls  auf  einen  positiven  Wurzel- 
werth  führt,  berücksichtigt  Mohammed  benMusa  an  dieser  Stelle 
nicht. 

B.     Methode  und  Beweis  von  Omar  Alkhayyami. 

Aufgabe:   Ein  Quadrat  und   eine  Zahl  sind  gleich  Wurzeln. 

Omar  sagt:  „In  diesem  Falle  ist  es  erforderlich,  dass  die  Zahl 
nicht  grösser  sei  als  das  Quadrat  der  Hälfte  der  Wurzeln;  sonst 
ist  die  Aufgabe  unmöglich.  Wenn  die  Zahl  gleich  dem  Quadrate 
der  Hälfte  der  Wurzeln  ist,  so  ist  die  Hälfte  der  Wurzeln  die 
Wurzel  selbst.  .  Wenn  die  Zahl  kleiner  ist,  subtrahirt  man  sie  von 
dem  Quadrate  der  Hälfte  der  Wurzeln,  zieht  aus  dem  Reste  die 
Quadratwurzel  und  addirt  diese  zu  der  Hälfte  der  Wurzeln  oder 
subtrahirt  sie  von  derselben.  Das  Resultat  ist  in  beiden  Fällen 
die  Wurzel.'' 

„Der  algebraische  Beweis  ist  übereinstimmend  mit  dem  geo- 

B  ^  E     B  ZA      E     JB       JlZ         U 


1 

C         1 

} 

e    1 

? 

C  D 

Fig.  (16,  a).  Fig  (16,  b).  Fig  (16,  c). 

metrischen.    Angenommen  das  Quadrat  sei  AB  CD  (Fig.  16)  und 

Matthiesseu,  Gruudzüge  d.  ant.  u.  mod.  Algebra.  20 
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ED  gleich  der  Zahl  an  das  Quadrat  angefiigt.  Das  Rechteck  EC 
wird  also  gleich  zehn  Seiten  des  Quadrats  sein  und  folglich  EB 
gleich  10*).  In  der  ersten  Figur  sei  AB  gleich  der  Hälfte  von  BE, 
in  der  zweiten  grösser,  in  der  dritten  kleiner  als  die  Hälfte.  Dann 
wird  in  der  ersten  Figur  AB  gleich  5  sein.  In  der  zweiten  und 
dritten  Figur  theilen  wir  BE  in  Z,  so  dass  die  Linie  EB  in  zwei 
gleiche  Theile  in  Z  getheilt  wird  und  in  zwei  ungleiche  Theile  in  A. 
Folglich  wird  das  Rechteck  aus  EA  und  AB,  zum  Quadrat  über 
ZA  hinzugefügt,  gleich  dem  Quadrat  über  ZB  sein,  wie  dies  im 
zweiten  Buche  der  Elemente  steht**).  Das  Rechteck  aus  EA  und 
AB,  welches  der  Zahl  gleich  ist,  ist  bekannt;  folglich,  wenn  man 
es  von  dem  Quadrate  über.  ZB  abschneidet,  welches  die  Hälfte 
der  Wurzeln  ist,  so  wird  das  Quadrat  über  dem  Reste  ZA  bekannt 
sein.  Wenn  man  in  der  dritten  Figur  ZA  von  ZB  abschneidet 
und  in  der  zweiten  ZA  zu  ZB  hinzufügt,  erhält  man  zum  Reste 
oder  zur  Summe  die  Linie  AB.  Und  diese  ist  es,  um  deren  Be- 
rechnung es  sich  handelte." 

Das  Princip  dieser  Entwicklung  ist  offenbar  folgendes: 
Der  Satz  von  Euclides  enthält  für  den  Fall  AB  >  ^  ^  ^ 
die  Relation 

x{p  —  x)  +  (x  —  ^p\=(^pj. 


Es  ist  aber 
folglich  ist 


px  —  x^  =  q 


^--\p  =  V^p' 


x=~p+y^p^ —Q' 


Für  den  Fall  AB  <  —  EB  enthält  der  Satz  5  von  Euclides 


die  Relation 


*)  Omar  hat  hier  offenbar  auch   die  Gleichung  des  Chowarizmiers  vor 
Augen. 

**)  Euch  Eiern.  II,  5.  Führt  man  die  Construction,  welche  Omar  an- 
gibt, vollständig  aus,  so  erhält  man  eine  Figur,  die  mit  der  von  Mohammed 
ben  Musa  gegebenen  im  Wesentlichen  übereinstinmt. 


§  92.     B.  Methode  von  Omar, 
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woraus  nun  folgt 

Omar  gibt  nach  der  Bemerkung,  dass  man  diese  Methode  auch 
noch  anders  beweisen  könne,  was  er  aber,  um  Weitschweifigkeit 
zu  vermeiden,  unterlassen  wolle,  darauf  w^eit^r  an,  wie  auf  Grund 
von  Euclides  Elem.  VI.  28  die  geometrische  Construetion  der 
AYurzel  ausgeführt  wird*). 

„Angenommen  die  Linie  AB  (Fig.  17)  sei  gleich  zehn  und 
es  werde  verlangt  von  ihr  eine  solche  Linie  abzuschneiden,  dass, 
wenn  man  sie  mit  AB  multiplicirt,  dies  Product  gleich  dem  Quadi*ate 


B         Z 


E 


Fig.  17. 

über  derselben  Linie  vermehrt  um  ein  anderes  Rechteck  sei,  welches 
nicht  grösser  ist  als  das  Quadrat  der  Hälfte  von  AB ^  d.  h.  also 
vermehrt  um  die  gegebene  Zahl,  welche  durch  das  Rechteck  Tl 
dargestellt  wird." 

„Wir  stellen  uns  demnach  die  Aufgabe,  von  AB  eine  Linie  ab- 
zuschneiden, deren  Quadrat  vermehrt  um  das  Rechteck  £"  gleich 
dem  Product  von  AB  vn  dieser  Linie  ist**).  Nun,  man  setze  an 
die  Linie  AB  ein  Rechteck  gleich  dem  bekannten  Rechteck  JEJ,  so 
dass    noch    ein   Quadrat   fehlt,    was   immer   möglich   ist,   weil   das 

Rechteck  B  nicht  grösser  ist,  als  das  Quadrat  über  —  AB.^' 

„Es  sei  dies  das  Rechteck  ^Z  und  das  fehlende  Quadrat  CJD^ 


*)  Obgleich  die  geometrischen  Coustructionen  der  Wurzeln  -vs-eiter  unten 
im  VII.  Abschnitt  besonders  abgehandelt  werden ,  wird  es  doch  zweckmässig 
sein,  zu   einer  vollständigen   Charakteristik  der  Fortschritte  der  Araber  auf 
diesem  Gebiete,  die  Methoden  von  Omar  schon  hier  vorzutragen. 
**)  Die  Aufgabe  ist:  aufzulösen  :c-  -\-  q  ==  j)^- 

20* 


3 

i 

("        U 

D 

\ 

Z 

c 

\ 

\ 

J' 

w 
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SO  wie  es  von  Euclidesin  dem  VI.  Buche  der  Elemente  auseinander- 
gesetzt ist.-  Die  Seite  Cl^  wird  alsdann  bekannt  sein,  so  wie  es 
in  den  Daten  bewiesen  steht.  Aber  das  ist  es  ja,  um  dessen  Nach- 
weis es  sich  handelte." 

Die  wirkliche  Construction  muss  man  sich  in  den  Elementen 
von  Euclid  suchen;  dieselbe  würde  auf  folgende  Weise  auszu- 
führen sein: 

Man  halbire  AB  (Fig.  18)  in  E, 
und  construire  über  BlEi  das  Quadrat 
BH .  Alsdann  verwandele  man  die 
Differenz  der  Vierecke  BH  und  ^ 
in  ein  Quadrat;  dessen  Seite  sei  ZG. 
Man  construire  das  Quadrat  ZH  und 
vervollständige  das  Quadrat  BCZD, 
^i»-i8.  SO  ist  i?  0=0; . 

Was  nun  Omar  noch  über  die  Lösung  der  Aufgabe  in  ganzen 
Zahlen  sagt,  ist  oberflächlich,  indem  er  meint,  es  wäre  hier  gerade 
so  wie  vorhin.  Woepcke  sagt  dazu  in  seinen  Anmerkungen,  die 
eine  Wurzel  könne  auch  ganz  sein,  selbst  wenn  keine  einzige 
der  von  Omar  aufgestellten  Bedingungen  erfüllt  wäre.  Wenn  die 
Wurzeln  aber  beid^  ganze  Zahlen  werden  sollten,  so  sei  die  erste 
Bedingung,  dassp  gerade  sei,  nicht  nothwendig,  und  was  die  zweite 
beträfe,  so  sei  für  den  Fall,  dass  p  ungerade  sei,  genügend,  dass 
das  Doppelte  der  Quadratwurzel  ganz  sei. 

§  93.    Methode  der  Auflösung  der  Gleichung 

IX.    px  -{-  q  =  x^\   (3^  +  4  =  x^). 

A.    Methode  und  Beweis  von  Mohammed  ben  Musa*). 

Angenommen  das  Quadrat  der  Unbekannten  sei  die  Oberfläche 
des  Quadrates  J.Z>  (Fig.  19).  Man  schneide  davon  ab  das  Rechteck 
EB,  so  dass  EG  gleich  der  Anzahl  der  Wurzeln,  also  3(=jp) 
wird.  Der  Rest  EB  wird  4(=  q)  sein.  Wir  halbiren  die  Linie 
EG  in  H  und  construiren  über  EH  dsLS  Quadrat  ET,  dessen  Inhalt 

ist  2—  ( =  yP)'    ^^^  construire  über  AH  das  Quadrat  AL  und 

man  findet,   dass  die  Vierecke  KL  und  MZ  congruent  sind.    Es- 


*)  Man  vergl.  Moh.  ben  Musa  edit.  by  Rosen,  p.  19;    Libri,  Hist.  I., 
p.  236;  Omar,  Algebra,  p.  24. 
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ist   also    die  Summe  der  Vierecke  AN -^  KL  gleich  ÄZ  (=4). 
Daraus  folgt,  dass  der  Inhalt  des  Quadrats  ÄL  gleich  2—  ist  ver- 


Jf 


B 


H 


isr 


iP 


f/' 


B 


Fig.  19. 


mehrt  um  4  ( =  —  p^  _|_  ^\  .  (jjeses  macht  6—  und  die  Wurzel  2— 
ist  die  Seite  AR.  Das  übrige  Stück  der  Seite  AG  =  GH  d.  i.  die 
halbe  Anzahl  der  Wurzeln,  nämlich  1— ;    folglich   ist  AG  gleich 


4  =  YiJ+]/-^i>'  +  3' 


und  das  ist  die  gesuchte  Wurzel. 

Bemerkung.  Das  Princip  dieser  Entwicklung  besteht  in  der 
Anwendunor  des  arithmetischen  Satzes 


Es  ist  aber 

folglich 


x(x—p)  =  q, 


^^Y^ 


T2^'  +  2, 


=  Yi>  +  y^p'  +  a- 


B.     Methode  und  Beweis  von  Omar  Alkhayyami. 

Aufgabe:   Eine  Zahl  und  Wurzeln  sind  gleich  einem  Quadrat. 

Omar  sagt:  „Man  addire  das  Quadrat  der  halben  Anzahl  der 
Wurzeln  zur  Zahl,  dann  bilde  man  die  Quadratwurzel  der  Summe 
und  addire  sie  zur  Hälfte  der  Wurzeln.  Was  herauskommt,  ist  die 
Wurzel  des  Quadrats. 
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Beweis:  Das  Quadrat  ÄBCH  (Fig.  20)  sei  gleich  fünf  Wurzeln 
vermehrt  um  sechs  Einheiten*).  Schneiden  wir  davon  ab  die  Zahl^ 
welche  durch  das  Rechteck  Äl)  dargestellt  werden 
möge.  Es  bleibt  übrig  das  Rechteck  .EO,  gleich 
der  Anzahl  der  Wurzeln ,  welche  fünf  beträgt. 
Wir  halbiren  sie  im  Punkte  Z.  Die  Linie  EB 
wird  also  im  Punkte  Z  in  zwei  Hälften  ge- 
theilt  und  zugleich  fügt  man  daran  den  Theil 
EÄj  woraus  folgt^  dass  das  Rechteck  aus  BÄ 
und  ÄE ,  also  ÄD  vermehrt  um  das  kekannte 
Quadrat  über  EZ,  gleich  dem  Quadrate  über 
ZÄ  ist.  Das  Quadrat  über  ZÄ  und  ZÄ  selbst  werden  bekannt 
sein.    Nun  ist  aber  BZ  bekannt,  folglich  auch  ÄBJ^ 

Das  Princip  dieser  Entwicklung  ist  also  folgendes:   Der  Satz 
von  Euclides**)  erhält  die  Relation 


Es  ist  aber 


folglich 


x(x-p)  =  q, 


=\p+y\p'+9.' 


Omar  gibt  nun  nach  der  Bemerkung,  dass  es  noch  andere 
Beweise  dieses  Satzes  gäbe,  deren  Auffindung  er  dem  Leser  zur 
üebung  überlasse***),  weiter  an,  wie  man  die  Wurzelform  geome- 
trisch construiren  könne,  nämlich: 

„Angenommen,  die  Linie  BE  (Fig.  21)  sei  gleich  der  Anzahl 
der  Wurzeln  und  es  werde  gesucht  ein  Quadrat  und  seine  Seite, 
so  dass  dies  Quadrat  gleich  sei  einer  gegebenen  Anzahl  der  Seiten 
vermehrt  um  die  gegebene  Zahl.  Die  gegebene  Zahl  sei  dargestellt 
durch  das  Rechteck  T,  und  H  sei  ein  Quadrat  diesem  Rechteck 
gleich.  Man  construire  ein  Quadrat  gleich  der  Summe  des  Quadrates 
H  und  des  Quadrates  über  EK,  welche  Linie  gleich  der  halben 
Anzahl  der  Wurzeln  ist.    Das   so  construirte  Quadrat  sei  Z,    Man 


*)  Das  Zahlenbeispiel,  welches  Omar  hier  wählt,  hi  x^  =  bx  -{-  6. 
**)  Eucl.  Eiern.  II,  6. 
***)  Vervollständigt  man  die  Figur  von  Omar,  so   erhält  man  genau  die- 
selbe Figuf  wie  die  von  Moh.  ben  Musa.     Welche  andere  Beweise  er  sich 
gedacht  hat,  ist  nicht  zu  errathen. 
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mache  KG  gleich  der  Seite  von  Z  und  vervollständige  das  Quadrat 


j) 


JS 


r 


n 


D 


M 

Fig.  22. 


AB  CD.    Dies  wird  das  Quadrat  sein,  von  dem  die  AYurzel  gesucht 
wurde." 

Die  vollständige  Construction  würde  im  Folgenden  bestehen: 
Man  halbire   BE  (Fig.  22)  in  K  und    construire    unter  BK  das 

Quadrat  BF.  Alsdann  verwandle  man  die 
Summe  der  Vierecke  BF  und  E  in  ein 
Quadrat,  dessen'Seite  sei  KC .  Man  ver- 
vollständige das  Quadrat  BCAB,  so  ist 
BC  gleich  X. 

Nachdem  wir  uns  in  den  vorangehen- 
den Abschnitten  eingehender  mit  den 
Methoden  der  Alten  beschäftigt  haben, 
gehen  wir  nunmehr  zu  der  Entwicklnng 
der  Auflösungsmethoden  der  neuern  Alge- 
bristen über,  wobei  wir  uns  kürzer  fassen  können. 

§  94    Methode  von  Vieta*). 
(Capitulmn  de  expurgatione  per  umias.) 

Vieta's  Methode  besteht  in  der  Reduction  der  gemischten 
quadratischen  Gleichung  auf  eine  rein  quadratische  durch  Weg- 
schafifung  des  zweiten  Gliedes. 

Gegeben  sei  die  Gleichung 

X-  +  ax'\-h  =  0. 

*)  Vietae  Fontanaensis  de  aequationnm  recognitione  et  emendatione 
tractatus  duo.    Tract.  IL    Cap.  I.    Paris  1615. 

Eine  genaue  historische  Reihenfolge  bei  der  Aufzählung  der  Methoden  fest- 
zuhalten, sowie  ein  bestimmtes  Eintheilungsprincip  zu  Grunde  zu  legen,  liegt 
nicht  in  dem  Plane  dieses  Werkes;  es  wird  aber  geschehen,  so  viel  irgend 
möglich  ist. 
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Man  substituire  für  x  die  lineare  Function  ii  -j-  z   und  bilde  also 
die  Variirte 

u' +  (22  + a)u  + (0' +  a0  +  h)  =  O, 
oder  kurz 

u^  +  au  +  ß  =  0. 
Damit  diese  Gleichung  eine  rein  quadratische  werde,  nehme  man  an 

a  =  22  +  a  =  0. 
Hieraus  ergibt  sich 


Die  transformirte  Gleichung  in  tt  Avird  dadurch 


und  die  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung 

X  =  u  +  2  =  —  -^  CO  +  —  Ya^  —  Ah. 

Li  U 

Um  die  Art  der  Auflösung  bei  Vieta  zu  zeigen,   theilen  wir 
eine  Probe  seiner  Analjsis  mit.    In  den  Abschnitte  überschrieben : 
De  reäiictione  quadratorum  adfectomm  ad  jmra. 
Formulae  tres. 
sagt  Vieta: 

I. 
Si  Ä  quad.  +  -^^  in  Ä,  aequetur  Z  piano.    Ä  +  B  esto  E. 
Igitur  E  qüad.,  aequabitur  ^  piano  +  B  quad. 
Consectarium.    Itaque  l/Z  plani  +  B  quad.  —  B  üi  Ä^  de  qua 
primum  quaerebatur. 

Sit  B  1.  Z  planum  20.  Ä  1  N.  1  Q  +  2  N,  aequatur  20.  et  fit 
li\r-|/2l^l. 

IL 

Si  A  quad.  —  J5  in  ^  2,  aequetur  Z  piano.    Ä  —  B  esto  E. 

Igitur  E  quad.  aequabitur  Z  piano  +  B  quad. 

Consectarium.  Itaque  YZ  plani  +  B  quad.  +  B  üt  Ä,  de  qua 
primum  quaerebatur. 

Sit  BLZ  planum  20.  ^  liV.  IQ  —  2*N,  aequabitur  20.  et 
fit  K  Y^  +  1 . 
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in. 

Si  D  2  hl  Ä  —  Ä  qiiad.,  aequetur  Z  piano.  D  —  E,Ye\  D  -{-  E 
esto  A,   E  quad.,  aequabitur  D  quad.  —  Z  piano. 

Consectariiim.  Itaque,  D  minus,  plusve  ^D  quad.  —  Z  piano 
fit  ^,  de  qua  primum  quaerebatur. 

Sit  Bb.  Z  planum  20.  A  1  2^.  10  .Y  —  1  Q,  aequatur  20.  et 
fit  1  JV.  5  — 1/5,  vel5  +  l/5. 

Historische  Bemerkungen.  Während  Lucas  de  Bürge  (1494) 
unter  dem  Einflüsse  der  arabischen  Litteratur  stehend  noch  au  der  Be- 
schränkimg der  Wurzelformen  festhielt,  finden  wir  zuerst  bei  Cardano 
(1545)  auch  die  negativen  Wurzeln  der  Gleichungen  berücksichtigt;  er 
nennt  sie  aber  noch  radices  fictae  im  Gegensatze  zu  den  positiven  Wur- 
zeln (radiccs  verae).  Vieta  machte  eine  sehr  erfolgreiche  Entdeckung 
in  der  Algebra,  indem  er  erkannte,  dass  bei  d^-  quadratischen  Gleichung 
der  Coefficient  des  zweiten  Gliedes  die  Summe,  das  Absolutglied  das 
Product  der  Wurzeln  sei.  In  dieser  Periode  macht  sich  die  Algebra 
allmälig  frei  von  den  Fesseln  der  geometrischen  Grundanschauung,  aber 
die  vollständige  Befreiung  ging  erst  von  Cartesius  aus,  wiewol  sie  theil- 
weise  vorbereitet  war,  so  z.  B.  von  Ferrari  durch  die  algebraische 
Auflösung  biquadratischer  Formen.  Trotz  dieser  merkwürdigen  Ent- 
deckung hielt  Cardano,  der  sie  uns  selbst  mittheilt,  an  der  geome- 
trischen Grundanschauung  in  der  Discussion  der  Gleichungen  fest;  die 
Beweise  der  Wurzelformen  der  quadratischen  Gleichungen  sind  bei  ihm 
dieselben  wie  bei  Mohammed  ben  Musa,  dem  Chowarizmier,  und  auch 
die  Auflösung  der  kubischen  Gleichungen  wusste  er  nur  geometrisch 
zu  demonstriren.  Mit  der  Entwicklung  der  Theorie  der  Gleichungen 
hielt  auch  die  Technik  derselben  gleichen  Schritt,  deren  bisherige  Un- 
vollkommenheit  jedem  Fortschritte  hemmend  entgegentreten  musste. 
Da  sich  aber  mit  dem  Beginne  des  XVII.  Jahrh.  auch  die  algebraische 
Technik  rasch  entwickelte,  so  wird  es  gerechtfertigt  erscheinen,  von 
hier  ab  die  Symbole  und  Begrifi'e  der  modernen  Algebra  in  die  Ent- 
wicklung der  Methoden  eintreten  zn  lassen. 

§  95.    Metliode  der  Elimination  mittels  symmetrisclier  Functionen 

der  Wurzeln*). 

Man  substituire  in  die.  Normalform  der  Gleichung  wiederum 
die  lineare  Function 

und  eliminire  x    aus   dieser    und   der  gegebenen   Gleichung.    Man 


*=)  Man  vergl.  §  41. 
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erhält  daraus  eine  andefe  quadratische  Gleichung  in  u,  worin  die 
willkürliche  Grösse  z  vorkommt,  also  allgemein 

ii'  +  Äu  +  B  =  0. 

Um  die  exacte  Gleichung  zu  erhalten,  beachte  man,  dass  wenn 
die  Wurzeln  der  Gleichung  in  x  mit  x^  und  a^g,  diejenige  der 
Gleichung  in  ii  mit  ti^  und  1I2  bezeichnet  werden,  folgende  Rela- 
tionen stattfinden: 

U^    =    X^     Z  y  11.2=^X2     Zy 

2J(u)  =  2J(x)  —  2z=  —  {a  +  2z)  =  ~Ä. 
Wegen  der  weiteren  Beziehungen 

^^/  =  Xj^  —  2zx^'\-  z\    11^  =  0C2   —  2zx2  +  z\ 
ist  nun  auch  noch 

2;(^*2)  _  2:(ä;2)  _  2zi:{x)  +  2z'  =  Ä'~2B. 
Da  ferner 

2;(^2)  =  a^—2h,     [2J{x)f  =  a^ 
ist,  so  erhält  man 

B  =  z^  +  az  +  h, 
und  folglich 

ti^  +  (2z  +  a)u  +  {z'  +  az  +  h)==0. 
Durcli  Eiuführung  der  Resolvente  I,  nämlich 


^+ya==0. 


erhält  man  wieder 


Ui  und  1I2  ==  +  IT  1/«^  —  4:hy 

x^  und  ^2  =  —  Y  (^  +  V^^  —  4&)  . 

Nach  §  79  a.  (2)  ist  nun  a^  —  4&  =  —  Dg  (Discriminante) ;  es  ist 
demnach 

x^  und  ^2  =  —  Y  ^  ±  Y  V—  A  • 
Daraus  ergeben  sich  folgende  drei  Fälle: 
1)  wenn    die    Discriminante    der    quadratischen    Gleichung 
positiv    ist,    so    hat    die    Gleichung    zwei    complexe 
Wurzeln; 


§  96.     Methode  nach  Sylvester  und  Hesse. 
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2)  wenn  die  Discrimiiiante  negativ  ist,  so  hat  die  Gleichung 
zwei  reelle  Wurzeln; 

3)  wenn    die    Discriminante    gleich    Null    ist,    so    hat    die 
Gleichung  zwei  gleiche  und  reelle  Wurzeln. 


§  96.    Methode  der  Elimination  nach  Euler  und  Bezout, 
verbessert  von  Sylvester  und  Hesse*). 

Gegeben  sei  die  Gleichung 

x^  -\-  ax  -{-  h  =  0 . 

Man  substituire  x  —  [n  +  <?)  =  0  und  bilde  zur  Elimination  von  x 
folgende  Gleichungen : 


x^ 


ax^ 


{u  +  z)x' 


+  hx  ^  X 

(u  -f-  z)x  = 


+  ax'  +  hx  =0, 

x    —  (t*  +  z)x  =  0, 


=  X     —  (**  +  z)^ 


=  0. 


Hieraus  ergibt  sich  die  Determinante 


\  a  b 

0  1         -{u  +  z) 

1  -(u  +  z)  0 


=  0, 


oder 


(a  +  u  +  z)(u  +  z)  +  h==0. 

Ordnet  man  nach  Potenzen  von  w,  so  resultirt  daraus  die  Variirte 

it^  +  {2z  +  a)tc  +  {z^  +  az  +  h)  =  0. 


Es  ist  demnach  für  z  =  —  -r-  ^  ■ 


und 


M  =  + 1  y^r^ih  =  ±~V-D,, 


X  =  H 


*)  Hesse,  Crelle's  Journ.  Bd.  XXVII.  1844;  Sylvester,  Phil.  Mag.  1840. 
Man  vergl.  auch  Zeitschr.  f.  Math.  ii.  Phys.  von  Schlömilch.  IV.  S.  79.  1859; 
sowie  oben  §  44.    Ferner  auch:  Die  algebraischen  Methoden  etc.  S.  15.  §  6. 
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§  97.    Methode  von  Grunert*). 
Man  substituire  in  der  gegebenen  Gleichung  die  lineare  Function 

X  —  (ii  -{-  ^)  =  0 . 
Zwischen  u  und  0  gilt  immer  die  Gleichung 

(u  +  zf  —  2ü(u  +  ^)  +  (^*'  -  ;s2)  =  0. 
Die   Grössen  w  und  z  lassen   sich  bestimmen   durch  Vergleichung 
dieser  identischen  Gleichung  mit  der  gegebenen 

x^  Ar  cix  -\-  1)  =^  ^ . 
Die  Bestimmungsgleichungen  sind 

—  2it  ==  a ,     li^  —  z^  =  }) . 

Aus  der  ersteren  folgt  u  =  —  ~  a  und  aus  der  zweiten  durch  Ein- 
setzung von  %i : 

« =  ±  i  y^^i^  =  + 1  >/^Ä  • 

Man  gelangt  auf  diesem  Wege  zu  der  bekannten  Wurzelform 
x^  und  ^2  =  —  _  a  +  y  ]/—  D^ . 

§  98.    Methode  von  Job**). 
Zur  Auflösung  der  quadratischen  Gleichung 

x^  -{-  ax  -{-})  =  ^  X 

wendet  Job  die  Substitution  des  complexen  Binoms  I 

an.    Ordnet  man  die  Gleichung  nach  Potenzen  von  (>,  so  erhält  manj 

(1  +  2]/=^  +  n)q'  +  a{\  +  Y^^^  +  &  =  0.  | 

Diese  Gleichung   kann   nur   bestehen,    wenn    die   reellen   und  diej 

imaginären  Glieder  verschwinden,  also  i 

I.     (1— n;^2  +  a^  +  &  =  0;  \ 

IL   +  (2  ^^^ .  ^2  +  a  1/=^ .  ^)  =  0  .  1 


*)  Grüne rt's  Arck'XL.,  S.  249. 
**)  Job,  Beiträge  zur  Auflösung  der  Gleichungen.  Dresden  1864.  S.  9. 
Job  (ibid.),  ebenso  Eytelwein  (Grundl.  I.  §  133)  und  Franke  (Eiern,  der 
Zahlenlebre  §  139)  wenden  diese  Substitution  auch  mit  Vortheil  zur  Auflösung 
biquadratischer  Gleichungen  an,  Eytelwein  bedient  sich  dazu  der  linearen 
Function  a;  —  (a  +  p  ]/ —  l)  und  Franke  der  Function  a^  —  (a  +  ]/ —  ^ . 
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Aus  IT,  folgt 


1 
und  aus  I. 


2    ^^ 


Demgemäss  ist 

ic^  und  rr2  ==  —  Y  (a  +  ]/a^  —  41))  • 

§  99.    Andere  Methode  der  Substitution  eines  complexen  Binoms. 
Man  gehe  aus  von  der  linearen  Function 
{x  —  ^i)  —  ii{x  —  z.^  =  0 . 
Gibt  man  dieser  Gleichung  die  Form 

X    —  0, 

=  u 

X   —  02 

und  erhebt  sie  zum  Quadrat,  so  erhält  man  die  nach  x  geordnete 
Gleichuno- 


o 


1  —  u^  '        1    —  u^ 

Man  kann  nun  annehmen,  dass  diese  Gleichung  mit  der  ursprüng- 
lichen identisch  sei,  woraus  folgt: 

2(^1  —  0.y)  :  (1  —  «^  =  —  ö, 

Da  diese  beiden  Bestimmuno;sofleichunojen  drei  Unbekannte  enthalten, 
SO  bleibt  eine  derselben  willkürlich.  Man  setze  ii^  =  —  1 ,  woraus 
folgt 

%  +  -^2  =  —  «;       ^l'  +  ^-1     ==  2&  . 

Weil  aber 

fe  +  -^if  -  («x'  +  ^/)  =  ^''.h  =  «^  -  26 
ist,  so  findet  man 


^1  —  ^,  =  +  )/«-  —  4&  .  y—  1 , 
und  wegen 

X  —  z^=={x — ^2)  y —  1 

auch  noch 

^  =  I  fe  +  «.)  +  fe  -  «2)  >^=T1. 
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Demgemäss  ist 

X,  und  x,  =  -\{a':Y-  Ya'  ~  4h)  =  -  |  (a  +  yCr:^,) . 

§  100.    Methode  der  Auflösung  durch  Zerlegung  der  Gleichung  in 
zwei  lineare,  binomische  Factoren*). 

Angenommen,     ein     binomischer    Factor     der    trinomischeni 

Gleichung 

x^  -\-  ax  -\-  h  ===  0 

sei  von  der  Form 


a^  +  (I  «  +  «)  =  0 


Man  suche  den  andern  durch  Division  zu  bestimmen,  wie  folgt 

x^  -\-  ax  -]-  0  ^  ^  ^  ^ 


^  + 


4-  ax  -]-h  ,/l  \,  4' 


Da  der  Rest  verschwinden  muss,  wenn  auch  der  andere  binomische 
Factor  verschwindet,  so  erhält  man 

Daraus  ergibt  sich 

« =  + 1  )/^^^  =  ±  Y  y'^s; 

und 

^1  =  —  Y  ^  -F  Y^~  ^2;  ^2  =  -  Y  «  ±  Y>^"~  A  • 
Bemerkung.  In  den  bis  jetzt  entwickelten  Methoden  tritt 
überall  die  Wurzel  der  Gleichung  in  Form  eines  zweigliedrigen 
Ausdruckes  auf.  Es  gibt  nun  eine  Reihe  von  Substitutionen,  durch! 
welche  die  Wurzelwerthe  der  quadratischen  Gleichung  in  Form  von 
Quotienten  und  zwar  symmetrisch  gebildet  werden.  Unter  diesenl 
Methoden  sind  einige  besonders  merkwürdig,  weil  sie  bei  Anwendung] 
derselben  Substitution  auf  die  Auflösung  der  Gleichungen  vom  ersten, 
dritten  und  vierten  Grade  ganz  ähnliche  Wurzelformen  liefern. 


*)  Die  algebraischen  Methoden  etc.    S.  18.    §  13. 
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§  101.    Die  Methode  der  falschen  Substitutionen*). 

Gegeben  sei  die  quadratische  Gleichung 

ax^  -}-  bx  -{-  c  =  0 . 

Sind  01  und  0^  ^^^^^  Substitutionen  und  zwei  Zahlenwerthe,  welche 
der  Gleichung 

2az,s,  +  6(^1  +g,)  +  2c  =  0 
o'enücren:  ferner 

''"\  +  ^-^1  +  ^  =  ^'i,}  /p^i^i^^,  j^^,  Gleichung): 
ctz,-  +  h0,,  +  c  =  (p,,j  °^' 

so  ist 

v^  -  yi .  v^  ]/- 1   ' 


xA 
^2/ 


y'9'1  +  *  y  g>2 

Beweis.     Es  sei 


=  11,      X 


X  —  z^  '  1  —  u 

Setzen  wir  den  Werth  von  x  in  die  gegebene  Gleichung  ein  und 
ordnen  nach  Potenzen  von  it,  so  wird 

(a%"  +  ^^2  +  ^^'^^^  ~  (2a0^0o  +  h[Zi  +  ^2]  +  2c)«« 

Diese  Gleichung  wird  rein  quadratisch,  wenn  man  setzt 

«^1^2  +  Y  ^fe  +  ^2)  +  c  =  0. 

Man  kann  dieser  Gleichung  immer  genügen  dadurch,  dass  man  0^ 
oder  0.^  beliebig  wählt  und  die  andere  Grösse  berechnet.  Demge- 
mäss  ist  nun 

,,  _  ^/T  -1/    azi'  -{-  bz,  +  c      ^     ,       Vcp, 
y-    V  -{az,'-\-bz,+c)         ^y—^,' 

folglich 

*)  L.  Matthiessen,  Die  Regel  vom  falschen  Satze  bei  den  Indem  und 
Arabern  des  Mittelalters  und  eine  bemerkenswerthe  Anwendung  derselben  zur 
directen  Auflösung  der  quadratischen  und  kubischen  litteralen  Gleichungen. 
Zeitschr.   f.  Math.  u.  Physik.  XV.    S.  45.    1870.     Man  vergl.  auch  oben  §  84. 
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^2  y—  qP2 


und  endlicli 

—     1  _  it  1^  _  1  y—  j^  ^  y~ 

Die  Ausdrücke  x  —  ^^  und  x  —  ^g  ^^^^^  ^^®  sogenannten  Fehler 
der  Substitutionen  und  q)^  und  92  <^^®  Fehler  der  Gleichung.  Es 
verhalten  sich  also  die  Fehler  der  Gleichung  wie  die  Quadrate  der 
Fehler  der  Substitutionen. 

In  der  Bestimmungsgleichung  für  die  Grössen  ^^  und  ^2  ist 
eine  derselben  oder  auch  eine  der  beiden  Verbindungen  ^^^^  ^^^^ 
0^  +  ^2  willkürlich,  mit  Ausnahme  der  Fälle 

Dagegen  wendet  man  mit  Vortheil  an  die  Annahmen 

02  ==  0 ,     ^1  =  0     oder     .5;^  +  ^^  =  ^  • 
Setzt  man  z.  B.  ^^  ==  ^ ;  so  wird 

«s^i  =  —  2c  :  & 
und 

-— -i/ö'^  — 4ac         -7-  -|  /  qPi 

'*  =  +  )/--p— =  +  y—c- 

Daraus  erhält  man 


X 

und 

X 

^2 
oder  auch 


1  _  ^        -j/c  ±  >/—  (Pi 

Besonders  bemerkenswerth  ist  aber  die  Wurzelform  welche  ent- 
steht, wenn  man  ^^  +  ^2  =  C)  setzt.    Wir  setzen  voraus,  die  qua- 
dratische Gleichung  habe  die  gewöhnliche  Form 
x^  -{-  ax  -}-  h  =  0  -^ 


*)  Man  vergl.  §  85  die  zweite  Regel  von  Ibn  Albann ä. 
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alsdann  geht  die  Gleichung  für  ^^  und  z^  über  in 

^1-^2  + Y^(^"i  +  -^>)  +  ^  =  0, 
und  wegen  0.,  =  —  5"^  , 

^1^2  =   —  ^1^  ==    -   ?S 

oder 
Weiter  ist 


Durch  eine  einfache  Verwandlung  dieser  Proportion  erhält  man 


^2J  Va-2yb±Va-{-2yb  2  ^  -r  y       2} 

Wenn  die  Gleichung  die  Cayley'sche  Form  ax^  +  2})x  +  c  =  0 
hat,  so  findet  man 


1.  Beispiel.     Aufzulösen:  8a^-  —  10:r  +  3  =  0. 
Die  Gleichung  der  beiden  Substitutionen  ^^  und  ^„  ist  in  diesem 
Falle 

16^1^2  —  10(^1  +  ^,)  +  6  =  0. 

9 

Man  setze  :s^  =  1 ,  also  0.,  =  -"- ;  dann  ist 

~  o 

die  erste  Abweichung:  Sz{^  —  lO^i  -J-  3  =  1  =  qp^ ^ 
die  zweite   Abweichung:    8^^^  —  10-^2  +  3  =  —  "ir  =  9^2- 
Mithin  ist 

-        -  4-  lA 

'      y^i-iy^,       1  +  1/-    ^ ' 

__       2_  _  -, /T 


n 


Matthiessen,  Grunclzüge  d.  ant.  u.  mod.  Algebra.  21 
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2.  Beispiel.     Aufzulösen:  x^  —  ox  +  4  =  0. 
Die  Gleichung  der  Substitutionen  ist 

20^0,  —  5(^1+^2)  +  8  =  0. 
Man  nehme  an  ^i  +  ^2  =  ^  5  dann  wird  0^  =  2 ,  0.^  =  —  2.        •' 
Erste  Substitution  ^^^  ==  2 ;   erste  Abweichung  (pi  =  —  2 ; 
zweite  Substitution  ^2  =  —  ^  5  zweite  Abweichung  ^^  =  -|-  18 
Darnach  ist 

—  2  ]/^^  +  2  y—  18  __  ~  2  +  G 

Jyi  •    t:  .  Xo    ~~"     J-    • 

Die  symmetrische  Wurzelform,  nämlich 


•1 

I 


x  =  yb  ^''  ~  ^  "^^'  ^  "'^'^ + ^  "^^ 


]/« — 2  -j/ö  ±  y« + 2  ]/& 

gibt  für  den  vorliegenden  Fall  die  Wurzel 

1/9    ±  ]/l  3  +  1'         i  ^      2 

3.  Beispiel.    Aufzulösen:  x^  -\- x -\-  1. 

Mit  Hülfe  der  symmetrischen  Wurzelform  findet  man 

^  ^  il^^diJ     .     X.  und  ^   =  —  —  +  -^  1/—  3  . 


§  102.    Geometrische  Discussion  der  vorhergehenden  Methode. 

Die  Eeduction  der  Wurzel  einer  quadratischen  Gleichung  auf 
die  Wurzelform  der  regula  falsorum  s.  lancium  lässt  sich  durch  geo- 
metrische Betrachtungen  illustriren,  wie  wir  dieselben  auch  zur 
Begründung  der  Regel  in  ihrer  Anwendung  auf  die  Gleichungen 
ersten  Grades  angestellt  haben. 

Gegeben  sei  die  Gleichung 

f{x)  =  x^  —  ax  —  h  =  0  . 

Man  setze  f(x)  gleich  yYh^  so   ist  für  veränderliche  Werthe  von 
X  die  Gleichung 


o 


x^  —  ax  —  &  =  yYb 


die  Gleichung  einer  Parabel.  Sind  OX  und  0  Y  (Fig.  23)  die  Coor- 
dinatenaxen,  OB  =  x^  und  OA  ==  X2  die  Wurzeln  der  gegebenen 
Gleichung,  CU  die  Axe  der  Parabel,  so  ist 
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OF=^a,  OD=-yb     und     FC  =  -  (a- +  4Z>)  :  4]/6. 

Substituirt  man  nun  0^^  =  a  =  0  M  für  x,  so  wird  die 

erste  Abweichung  ^f  —  a^i  —  h  =  (p^  =  —  ^^  =  -h  ViV^^  '■, 
also 

3fP=-y,^-yb. 


Y 

V 

(_ 

? 

\ 

. 

1. 

/ 

A   \ 

0 

F 

>/  /b    iZ                X 

Fig.  23. 


Dann  ist  wegen 

an  die  Stelle  von  x  zum  zweiten  Male  zu  setzen 


2b 


^2  =  «  +  -  =  0L', 


folglich  wird  die 


4/> 


zweite  Abweichung  z.^^—  az.2  —  h  =  (po  =  h  -\-  -V  =yiV^  ? 


also 


iP,=y,=^^(a^  +  4&). 


Da  nun  der  Theorie  oremäss 


('^)' 


«jf^i 


öder 


21* 
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{x  —  ay 


ist,  so  ist 

X  —  a  a^ 

+  (^  _  „  _  2 1)  ~  i^q^ 

eine  lineare  geometrische  Proportion,  die   sich  aus   der  Figur  fol- 
gendermassen  herleiten  lässt. 

Man  construire  unter  M  die  Senkrechte  MN  gleich  a ,  über  L 
die  Senkrechte  LH  gleich  ya^  +  46,  so  muss  JRJV^ durch  den  Punkt 
B  gehen.  Es  ist  nämlich  OB  ==  x^ ,  GM  ==  a^  MB  =  x^  —  a; 
ferner  ist 

OL  =  a  -\ ,     BL  =  a  -\ — x,  : 

folglich  ist  mit  Rücksicht  auf  das  untere  Vorzeichen 
MB:BL  =  MN:BL 

und  NBB  eine  Gerade. 

Trägt  man  LB  nach  unten  ab  bis  jT,  macht  also  auch 
LT  =  yd'  +  4tl),  so  ist  OA  =  x.^,  MA  =  x.^  —  a  und 

LA  =  x^  —  a  —  2  —  • 

Gemäss  der  oben  gefundenen  Relation  aber,  mit  Berücksichtigung 
des  oberen  Vorzeichens,  ist 

x^  —  a  a 

a 
oder 

MA:LA  =  MN:LT, 

also  auch  ANT  eine  Gerade. 


§  103.   Ableitung  verschiedener  Wurzelformen  aus  der  vorangehenden 

Methode. 

Die  Substitution 

X  —  z.  ,  z.  —  z.,u 
~  =  n  ,     oder     x  =  -  - — ^^ 

X   ^2  1    ^ 

ist  ungemein  fruchtbar  für  die  Theorie  der  Gleichungen  der  ersten 
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vier  Grade.  Bezout*)  wandte  sie  zuerst  an  zur  Auflösung  der 
reducirten  kubischen  Gleichung.  Legendre**)  soll  sie  später  em- 
pfohlen haben  zur  Auflösung  der  biquadratischen  Gleichungen. 
Zur  Auflösung  der  allgemeinen  kubischen  Gleichungen  wurde  die 
in  Rede  stehende  Function  mit  Erfolg  angewendet  von  Bret- 
schneider***)  und  Spitzf),  auf  quadratische,  kubische  und  bi- 
quadratische Gleichungen  in  einer  verallgemeinerten  Form  von 
Heilermannft),  auf  Gleichungen  der  ersten  vier  Grade  vom 
Verfasser  selbstfff).  Heilermann  von  dem  Princip  ausgehend, 
dass  der  S3^mmetrischen  Wurzelform  vor  allen  andern  der  Vorrang 
gebühre,  setzt  voraus  die  Cayley'sche  Form  des  Trinoms 

und  macht  die  symmetrischen  Substitutionen 

Dividirt  man  die  gegebene  Gleichung  durch  'if  und  macht  — 
zur  Hauptgrösse,  so  vereinigen  sich  die  beiden  Substitutionen,  nach- 
dem man  x  an  die  Stelle  von  —  gesetzt  hat,  zu  der  zusammen- 
gesetzten  Substitution 


X  = 

7^  +  Sr)     ■ 

«1 
_ör} 

1  b 

8ri 

+ 

+ 

d 

1 

Setzt  man 

weiter 

">   1- 

~i ; 

a 

y 

= 

so 

resultirt 

X=^ 

^^^^  oder 
—  u 

X  — 
X  — 

^1 

^2    " 

= 

II . 


*)  Bezout,  Mem.  siu"  plusieurs  classes  d'equations  etc.  Mein.  Par.  poiir 
rannee  1762.     Paris  1764. 

**)  Vielleicht   in    s.  Exercices   de  calcul  integral,  Paris  1811;    oder  im 
Traite  des  fonctions  elliptiques  I.  Paris  1825. 
***)  Grün.  Arch.  IV.  S.  411.  1844. 

t)  Grün.  Arch.  XXXII.  S.  199.  435.  1859;  XXXIII.  S.  442. 

tt)  Programm.  Trier  1855;  Ztschft.  f.  Math.  u.  Phys.  XXI.  S.  364.  1876. 

ttt)  Die  algebraischen  Methoden.  S.  14.  16.  24.  34.  Leipzig  1866;  Ztschft. 

f.  Math.  u.  Phys.  XV.  S.  41.  1870;    Commentar  zu  Heis'  Aufgabensammlung 

§  69.    Köln  1874;   Schlüssel  zu   Heis'   Aufgabensammlung  Bd.  I.   S.  449.   II. 

330.  336.    Köln  1873. 
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Hieraus  erklärt  sich,  warum  durch  diese  Substituirte  diei 
Wurzelausdrücke  immer  auf  eine  symmetrische  Form  gebracht 
werden.     Setzt  man  noch  u=  v  :  iv ,  so  wird 

woraus  zu  ersehen  ist,  warum  bei  dieser  Substitutionsmethode  die 
Auflösungen  die  Wurzelform  der  Methode  der  falschen  Substitutionen 
annehmen. 

Wir  wollen  nun  zeigen,  wie  mittels  dieses  Princips  eine  An- 
zahl von  symmetrischen  Wurzelformen  hergeleitet  werden  kann. 

Gegeben  sei  die  Gleichung 

x^-\'ax-\-'b  =  0. 

Man  substituire  für  x  den  Ausdruck  (^^  —  2.^u)  :  {\  —  u)  und 
ordne  nach  Potenzen  von  w;  alsdann  erhält  man 
(ß^  +  ag,  +  h)u'  -  {2g,g,  +  a[g,  +  g,l  +  2b)u+  (ä,^  +  oä,  +  6)  =  0. 

Es  ist  nun  auch  noch 

X  ~  z. 

=  u  . 

X  —  z.^ 

Erhebt  man  diese  Gleichung  beiderseits  zum  Quadrat  und 
ordnet  nach  Potenzen  von  x,  so  erhält  man 

x^  —  2  -\ ~-  X  +  '      -   %     =0  =  x^  A-  ax  -{-h  . 

Durch  Yergleichung  der  homologen  Glieder  erhält  man 


»2  __ 


2^1  + 


Hieraus  folgt 

z,  z^  {z,  -  ^,)  +  I  a{z,^  -  zi)  +  &  (^j  -  ^,)  =  0  , 

und  weil  z^  —  z.^  nicht  verschwinden  darf,  indem  so  it  =  1  werden 
würde  und  x  unbestimmt  bliebe,  so  ergibt  die  Division  der  linken 
Seite  durch  z^  —  z^ 

^1-^2+  Y^(^l    +^'2)  +   ^  =  0. 

Demnach  verschwindet  in  der  vorher  abgeleiteten  Gleichung 
in  li  das  zweite  Glied  und  man  erhält  daraus  für  u^  noch  eine 
dritte  Bestimmungsgleichung,  nämlich 

—  {z./'-{-  az.,  +  6)         —  cp/ 
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Hier  bezeichnen  wieder  wie  früher  (p^  und  cp.^  die  Fehler  der 
(Ueichung^  wenn  ^^  und  z.,  die  Substitutionen,  sowie  x  —  2^  und 
/  —  ^^  die  Fehler  der  Substitutionen  sind. 

Für  u^  lassen  sich  noch  andere  symmetrische  Functionen  von 
^^  und  Zo  erfinden,  z.  B. 

AVeil  nämlich 

2g,z,  +  a(z,  +  .'.;)  + 2h  =  0 

iat,  so  hat  man  auch 

,     ^  azi+2b  .    ^  az^-\-2b 

Dividirt  man  beide  Gleichungen  durch  einander,  so  resultirt 

rt  +  2 ^,  aZi^-\-2bZi 

a  -{-  2z.^         az^^  -\-2bz.2 

Ausserdem  findet  man  leicht 

—  {z,-\-aY-b> 

so  dass  sich  für  u^  folgende  Ausdrücke  ergeben: 

a-\-2z,  _z,^  -b  ^az,^  +  2bz,  ^        ^"i^+^-^i  +  &   ^  (z,  +  aY  -  b 
a-\-2z.,       z./  —  b       az.:'-\-2bz.,        —{z,J  +  az.,  +  b)        {z.,  +  ay  —  b' 

Zur  Berechnung  der  Wurzel  kann  man  hieraus  beliebige  Aus- 
drücke auswählen.     Nimmt  man  den  ersten,  so  ist 


^  y  a-ir2z,'       ^^-^  V  a-^2z,' 


und  wegen 


X  - 
erhält  man  die  Wurzelformen 


^    ^z,ya+2z,   -z,Va+2z, 
'  ya+2z,-      Va+2z./ 


^    _z,Va+2z^+z,Va+2z^ 
'  ]/^+"2^_|-      ya+2z. 

Die  übrigen  Ausdrücke  für  iL,  geben 


r   2 
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u.  s.  w. 
Für  die  Functionen  f^^^)  und  /'(^g)  erhalten  wir  folgende  ver- 
schiedene Ausdrücke: 

fi^d  =  «.'  +  a,,  +  h^  {,,  -  ,,)  (,,  + 1  «)  =  ^  {z,'  -  h) 

m  =  ^/  +  «^2  +  &  =  -  (.%-«,)  {z,  +  ,^- «)  =  -  5-^  c^;''  -  6) 

Aus  diesen  vier  Formen  lassen  sich  offenbar  so  viele  verschie- 
dene Wurzelformen  der  quadratischen  Gleichung  f(x)  =  0  ableiten, 
als  die  Anzahl  der  Variationen  von  vier  Elementen  mit  Wieder- 
holungen beträgt,  nämlich  16.  Variationen  mit  Wiederholungen 
derselben  Form  sind: 

Vz,'  -{•az,-\-b^      V-l  Yz,'  +  az,^^  h 
—  ^2  V^z^  -{-  a  —  0,  yl  |/2  02  +  «  **) 
]/2'0i  4-  a  —      yi  1/2^2  +  « 


^^l/^i'  ~b  —  z,y  1  Yz^^  —  b 


^  0,  A  (a^i  -i-2b)-  z.yiVz,  jaz,  -f  2b)  ^ 

y^,  («0,  +  2&)  -   yT  y'z,jaz;+~Yh) ' 

Setzt  man  zwei  verschiedene  Ausdrücke  für  f{0j)  und  f(ß2)  ^^ 
die  allojemeine  Wurzelform 


y/(^i)-  yii/-/'(^2) 

im  Dividenden  und  Divisor  ein,  so  erhält  man  die  Variationen  ohne 
AViederholungen.  Bezeichnen  wir  den  ersten  Ausdruck  mit  I,  den 
zweiten  mit  II  u.  s.  w.,  so  erhält  man 


*)  L.  Matthiessen,  Die  regula  falsi  bei  den  Indern  und  Arabern  etc. 
Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  XV.  S.  45.  1870.  Schlüssel  zu  Heis'  Aufgaben- 
sammlung I.  Bd.  §  59.  S.  450.  1873. 

**)  L.  Matthiessen,   Commentar   zu  Heis'    Sammlung.  §  69.  III.  1874. 
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T    TT      ^  _  l/K±K     ^2  1/22',  -^a-z,yiy2z,  +  a 


h  Vih  +  ^2)  (2^1  +  «)  —  -2^1  1/^ 


Y{z^J^z,){2z,-\-a)-       yz,^-h 


i'  "^     y„^,(2„-,  + «)  -  y- 1  y «^1  +  20 


-1/= 


2^,^   z,yz,' 

-  & 

— 

z.yiyz,^- 

-  h 

^i  +  ^^2     y«^, 

2  +  &.^ 

1 

y- 

y~iyaz,' 

-\-hz. 

1A2 .  z^y2z,{z,^- 

~h)-z 

-iy{z,+z,){ 

az.,  +  2 

&) 

y2z,{z,^-h)-  y-\y{z,^z,){az,-\-u) 

Ist  die  quadratische  Gleichung  eine  reciproke,  also  von  der  Form 
oJ'  +  ax+l^O  , 
so  ist  die  Gleichung  der  Substitutionen 

2^1  02  +  a  (-^1  +  ^2)  +  2  =  0 . 

Nimmt  man  an  g^ -\-  z,^  =  0,   so  wird  ^1  =  zh^)  -^2  =  ~F  1- 
Wenn  man  nun  z.  B.  die  oberen  Vorzeichen  Avählt,  so  erhält 
man  die  eleganten  und  symmetrischen  Wurzelausdrücke 

x^]  yg  —  2  qi  yg  +  2 

'    ^2  f  ~  y«  — 2  ±  ya-\-2 

1.  Beispiel.     Aufzulösen:  x^  —  2--  ^+1=0. 
Die  vorstehende  Methode  liefert  die  Wurzeln 

..1    1/4±1/| 


y4^i/i 


5  +  1  _  3 

5  +  1 '     ^1  —  Y  ^ 


2.  Beispiel     x-  ~  (1  +  a)x  +  1  =  0 . 

Die  gewöhnliche  Lösung  liefert  die  Wurzelwerthe 

a;  =  I  (1  +  «  +  l/aq-~2^^=^) . 

Die  vorstehende  Methode   dagegen  liefert  die   symmetrischen 
AVurzelwerthe 


y  g  +  3  +  y  g  - 1 
yg  +  3  +  yg  — 1 
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§  103:.    Die  allgemeine  Wurzelform   der  quadratischen   Gleichung. 

Aus  der  im  vorigen  Paragraphen  abgeleiteten   symmetrischen 
Wurzelform 


^^z,ya-i-2z,  +^,  ]/a  +  2^. 


worin  zwischen  den  Grössen  ^^  und  ^^  tlie  Relation 

stattfinden  muss,  lässt  sich  nun  noch  eine  Wurzelform  ableiten,  welche 
eine  willkürliche  Grösse  enthält  und  deshalb  die  allgemeine 
Wurzelform  der  quadratischen  Gleichungen  genannt  wird.  Mul- 
tiplicirt  man  Dividend  und  Divisor  mit  ]/«  +  ^^d  so  resultirt 

aZi-\-2b±Zi  yä^'— "4 b 

WO  nun  0^  eine  ganz  willkürliche  Grösse  ist. 

Multiplicirt  man  Dividend   und  Divisor  der  letzten  Form  mit 

2z^  -\-  a  -^zVci^  —  47;,   so  erhält  man 

Geht  man  aus  von  der  Gay ley 'sehen  Form  der  quadratischen 
Gleichung 

ax^  +  2hx  -\-  c  =  {a,  h,  c)  (x,  1)^  =  0, 
so  ist  die  allgemeine  Wurzelform 

az^  -\-  h  ^  Yb'^  —  ac  ' 
und  wenn  man  ^i  =  2/i  *  !/2  ^^^^^  ? 

J>yi  -\-  cy^  ±  Vi  y^'  —  ac  _        by,  -\-  cy.,  ±  y,    V -~1)^ 


2/i  -4-  ^2/2  +  2/2  V^^  —  «c  ay,-\-by.,-\-  y.,  V~  D^ 

In  dieser  Form  ist  sie  zuerst  dargestellt  von  Clebsch"'^'). 


*)  Clebsch,  Theoriederbinären  algebraischen  Formen  §  33.  Leipzig  1872. 
Man  vergl.  §  123  unten. 

Diekmann,  Zur  Theorie  der  Gleichungen  zweiten  Grades.  Zeitschr.  f. 
math.  und  naturw.  Unterricht.    IV.  S.  392.  1873.    V.  S.  222.  362,  1874. 
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Zu  der  allgemeinen  Wurzel  form 


_  az  -]-  2h  ±zya'  —  4:b 

~  2z  -f  a  ^Lya""  —  U 

der  Normalgleichung 

gelangt  man  auch  auf  synthetischem  Wege  auf  folgende  Art: 
L        x^  +  ax  +  h  =  0, 
IL      22X  +{a0^^  0  y^'  —  4h)  =  0 , 
III.    (a  +  l/a-— 46)  ^  +  26  =  0. 
Die  Addition  der  Gleichungen  II  und  III  ergibt 
[(2z  +  a)±  Va'  -  4h]  x  +  [{az  +  2h)^2 fo^^^l^]  =  0  , 
woraus  sich  sofort  die  allgemeine  Wurzelform  herleiten  lässt. 
Setzt  man 

a^  —  4h  ==  —  D^     (Discriminante) 
22  +  a  =  Z, 
so  ist  auch  noch 

Xi\   _  _  £  aZ  +  J>,  ±(Z  —  a)  y^^^^ 

wo  Z  eine  willkürliche  Grösse  ist . 

§  105.    Verbesserte  Methode  von  Hulbe*). 

Dieser  Algebrist  empfiehlt  in  seiner  lesenswerthen  Schrift  die 
Function 

21-}-  Z 

zu  substituiren,  die  Gleichung  nach  Potenzen  von  u  zu  ordnen, 
z  willkürlich  anzunehmen  und  mit  Anwendung  der  Reducente  (2), 
nämlich 

a^  —  4ß  =  0 
eine  Resolvente  in  y  zu  bilden.    Er  führt   dies   aber  selbst  nicht 
aus,  sonst  würde  er  auf  die  Bedingung  y  =  s  gerathen  sein,  was 
einen  widersinnigen  Wurzelwerth  für  x  ergeben  würde.    Es  ist  näm- 
lich die  nach  u  geordnete  Gleichung 

,         2y\-a{ijTz)-\-2hz        ,    y'  +  ay^  +  hz^ 
"    + 1  +  «  +  Z> ^       i  +  a+&-=Ö' 


*)  Hulbe,  Analyt.  Entdeckungen  u.  s.  w.    §  91. 
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oder  kurz  v 

u^  +  au  +  ß  =  0. 

Die  Einführung  der  Reducente  (2)  ergibt  nun 
[2y  +  a(y  +  g)  +  2b0f  -  4(1  +  a  +  6)  (y'  +  ayz  +  Is')  =  0 
woraus  folgt  y  ==  0  . 

Setzt  man  dagegen 

u  -\-  y 

X  =  V  — r^  , 

so  resultirt 

'  v^  -\-  av  -\-o  '  v^ -\- av -\- 0 

Setzt  man  y  =  —  s  =  1 ,  so  wird  v  =  yh  und 

_i    l/      ^"^  —  av  -}-  h 

^^  —  ±y—  ^2  _|_  ^^  _|.  5  • 

Da  andrerseits 

?*+ 1 

X  =  V  —: 

U  —  1 

SO,  erhält  man 


X  -{-  V  -j  /       v^  —  av  -\-  b 


■\-  av  -\- 
und  foliijlich 


'ö' 


=±y 


x-^-Vb  ,    l/a  —  2yb 


x  —  Yb         —        «  +  ^Vb 
Der  Werth  der  Unbekannten  ist  demgemäss 


ya-2yb±ya-\-2Vb  ^       '       ^ 

§  106.    Methode  von  Sommer*). 

Diese  Methode  ist  im  Princip  mit  der  Methode  der  beiden 
falschen  Substitutionen  verwandt  und  auch  mit  der  oben  entwickelten 
verbesserten  Substitutionsmethode  von  Hulbe.  Beide  lassen  sich 
aus  jener  herleiten,  welche  von  folgender  Form  ist: 

^ "~  ^1  —  u    ~"    u  —  1    * 


*)  Grün.  Arch.    Bd.  XXVII.  354. 
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Setzt  man  ^o  =^  2/  +  ^;  -^i  =  ^  ~~  y?  so  geht  dieselbe  über  in 

r         W  +  1 

I  ^  =  ^  +  2/^7^- 

K         Diesfe  Substitution   ist  von   Sommer  mit  gutem  Erfolge  zur 
'^  Auflösung  der  quadratischen^  kubischen  und  biquadratischen  Gleichun- 
gen angewandt  worden.    Ist  2  =  0,   so   nimmt  sie   die   Form  der 
verbesserten    Hulb  ersehen    Substitution    an.     Aus    der    Gleichung 
folgt  noch 


{x  —  z)  —  y 


Setzt  man  vorläufig 


w+l 

V  — -^  =  ^  j 


so  wird 

X  ==  X   -\-  z. 

Man  bilde  also  zunächst  die  Variirte 

x"^  +  ax  -\-  ß  =  0. 

Führt  man  nun  für  x'  seinen  Wertli  ein  und  ordnet  nach  n^ 
so  erhält  man 

I         y~  J^  ccy  ^§         \     y-  J^  ciy-\-  ^ 

Damit  diese  Gleichung  rein  quadratisch  werde,  nehme  man  an 

also 

y  =  1//3  =  -|/^2  4ra7+"& . 
Da  s  willkürlich   bleibt,   so  kann  man  z  =  0   setzen ,   woraus 
hervorgeht 

und 


"  y'^  +  ay  +  b        —  ^    a-\-2yb 

Gemäss  der  substituirten  Function  ist 


x-\-y .T-j-yT ,    l/a  —  2  yb 

x  —  y        x—yW        —  ^   rt  +  2]/F' 


und  der  Wurzelwerth  der  Gleichung 


y-ya-2ybTVci'  +  2yb 
Ya  -  2  yb±  i/.T+Ti:^ 
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§  107.  Methode  der  Auflösung  mittels  der  harmonischen  Proportion*-^). 

Es  sei 

{n  —  x)  :  {p  —  z)  =  n  :  z 
oder 

2uz 


X 


u-\-  z 

Substituirt  man  diesen  Werth  von  x  in  die  gegebene  Gleichung, 
so  wird 

4^2/^  +  2au0(u  +  z)  +  h(u  +  sf  =  0  ^ 
und  nach  Potenzen  von  u  geordnet 

(4^2  +  2a0  +  h)u^  +  2{az^  +  hz)u  +  hz""  =  0. 
Damit  diese  Gleichung  eine  rein  quadratische  werde,  setze  man 

Dann  wird 


^         ^  V  4z''-{-2az-j-b        ^Va'  —  Ab' 
und 


§  108.    Andere  Methode  der  Auflösung  mittels  einer  harmonischen 

Proportion**). 

Es  sei        . 

(x  —  ti)  :{u  —  z)  =  X  :  Zj 

oder 

2x^  uz 

II  =  — , —  ,      X 


x-\-  z^  2z  — u 

Quadrirt  man  u  und  ordnet  nach  Potenzen  von  x,  so  erhält  man 


2w20         _      u^z^      _ 

X  .       o  n    '  / 


4.z^  —  u'  4:Z^  —  u^  ' 


und  durch  Vergleichung  der  homologen  Coefficienten  der  gegebenen 
Gleichung  x^  -\-  ax  -{-  h  =  0 , 


z  ==2h:a,     ti  =  +  4&  :  Ya'  -  4h. 


*)  Die  algebraischen  Methoden  etc.  S.  17.  §  9. 
**)  Die  algebraischen  Methoden  etc.  S.  17.  §  10. 
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folcrlich  die  Wurzel  der  Gleichuno- 


Nach  der  Annahme  ist  nun 
u 


§  109.    Methode  der  Auflösung  mittels  einer  disharmonischen 

Proportion  ■'^•). 

Es  sei 

Ixz  ,  u{u-\-z) 

X  =  — , — ,     also  X  =  ^7-^ 

u  -\-  z^  2  z 

Substituirt  man  diesen  Ausdruck  für  x  in  die  gegebene  Glei- 
chung^ so  ergibt  sich 

Or  +  2au  +  U)  z'-  +  2(fur'  +  ii^)z  +  i^^  =  0 . 

Mit  Anwendung  der  Reducente  (1)  erhält  man 

u  ==  —  a,     B  =  -i _  • 

—  ya-  —  \h 

Setzt    man    diese   Werthe  in   die   Substitutionsformel   ein,    so 
erliält  man  nach  einer  leichten  Reduction 

x^  und  X2= ^  ^  it:  o  V^"  —  "^^  • 

§  110.    Methode  mittels  Substitution  der  Formel  (31)**). 
Man  kann  ausgehen  von  der  Relation 
X =  0  . 


Setzt  man  für  x  die  angenommene  Function  zweier  neuer  Un- 
bekannten u  und  V  in  die  gegebene  Gleichung  ein,  und  ordnet  nach 
Potenzen  von  Vj  so  erhält  man 

^        T  (^*  +^)^  +  ^"^ h ^  ^  • 

Diese  Gleichung  wird  rein  quadratisch  durch  die  Annahme 
11  =  —  h . 


*)  Die  algebraischen  Methoden  etc.    S.  18.  §  11. 
**)  Sämmtliche  Substitutionen  sind  in  §  80  aufgezählt. 
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Daraus  folgt 

inid 

§111.    Methode  der  Auflösung  durcli  Bildung  der  Gleichung  der 
Wurzelquadrate  der  Hülfsgrösse. 

Man  substituire 

X  —  (ii  +  ^)  ==  0 
und   bilde   die  Gleichung   der  Wurzelquadrate  der  Gleichung  in  v, 
also  von 

u  —  (x  —  d)  ==  0. 
Die  gesuchte  Gleichung  ist 

^i'^  —  (x^-22x  +  0'^)  =  O, 
oder  nach  x  geordnet 

x^  —  2zx  +  (z'  -tt^)  =  0. 
Vergleicht  man  die  correspondirenden  Glieder  der   gegebenen 
Gleichung 

x^-}-ax-\-'b  =  Oy 
so  erhält  man 

^  =  —  Y^^   9f  =  4-_- Y—  5^, . 
Demgemäss  sind  die  Wurzelwerthe 

X,  und  ^2  ==  —  Y  <^  ±  Y  V—  A  • 

§  112.    Auflösung  einer  quadratischen  Gleichung  durch  Variation 
der  Gleichung  ihrer  Wurzelquadrate. 

Die  gegebene  Gleichung  sei  wiederum 
x^  -{-  ax  -\-  h  =  0 . 
Man  bilde  die  Gleichung  ihrer  Wurzelquadrate 

(xj  -  (a^^  —  2h)x'  +  h'  =  0 , 
Alsdann  substituire  man 

x^  =  X  -j-  ^ , 
woraus  man  erhält  die  Variirte 

^'2  _)_  (2^  _  ^^2  _  2h])x'  +  (/  -  [d'  —  2h]0  +  W)  =  0. 


§  112.     Variation  der  Gleichung  der  Wurzelquadrate.  337 

Das  mittlere  Glied  verschwindet  durch  die  Annahme 

Demgemäss  ist 

Xj^  und  X.,'  =  +  V  ^  V^^^  —  4&  , 
und  entweder 

x=-\-  yx+0  =  —  l  {a  +  Ya^'  —  U) 
oder 

x=-  -]/^r^  =  +  -!(«+  l/a'-46)  . 

Der   zweite  Wurzelwerth  gehört  nun  aber  zu  der  Gleichung 
x^  —  ax  -\-})  =  ^ , 
ist  also  eine  fremde  Auflösung. 

Wenn  man  sich  auch  der  vorstehenden  Methode  in  praktischen 
I  Fällen  nicht  bedienen  wird^  so  haben  wir  doch  dieselbe  hier  ent- 
\  wickelt,  um  an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  wie  durch  gewisse  Ope- 
rationen fremde  Lösungen  hereingebracht  werden,  die  man  sorg- 
fältig von  den  wahren  Wurzeln  zu  unterscheiden  hat.  Fremde 
Lösungen  treten  immer  da  auf,  wo  die  substituirte  Function  von 
höherem  als  dem  ersten  Grade  ist. 

§  113.    Methode  der  Auflösung  durch  Bildung  der  Gleichimg  der 
Wurzelquadrate  der  variirten  Gleichung*). 

Diese  Transformation  ist  gleichbedeutend  mit  der  Substitution 
der  quadratischen  Function 

{x  -  zf  -u  =  x'  —  2zx  +  (/  —  ?/)  =  0 . 
Die  Gleichung  der  Wurzel quadrate  der  Variirten,  nämlich 
x'^  +  ax   +  ß  =  0 
ist  nach  dem  Früheren 

u'^  —  (a'  -  2ß)u  +  ß'  =  u'  +  an  +  /3'  =  0 . 
Hieraus  folgt 

—  a'  =  a-  —  2ß=^  2/-  +  2a2  +  (a-  —  2h), 
ß'  ==  ß^  =  (.2  +  a^  _|.  ly. 


*)  L.  Matthi essen,  Neue  Auflösung  der  quadratischen,  kubischen  und 
biquadratischen  Gleichungen.     Ztschr.    f.  Math.  u.  Phys.    VIII.  S.  133.  1863 

Matthiessen,  Grundzüge  d.  ant.  u.  mod.  Algebra.  22 
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Mit  Anwendung  der  Reducente  (2)  oder  (3),  nämlich 

erhält  man  die  Resolvente  ♦ 

welche  sich  auf  die  Form  der  Resolvente  I.  reducirt,  also  auf 


Da  nun 


U^  —  V  (^'  -  '*^)^'  +  ir  K  -  4?^)'  =  0 


ist,  so  erhält  man  den  gesuchten  Wurzelwerth 

1         .     1 


§  114.    Methode  der  Substitution  einer  quadratischen  Function. 

Mehrere  der  im  Vorangehenden  entwickelten  Methoden  und 
Wurzelformen  geben  Veranlassung,  nunmehr  die  Auflösung  auch 
mit  der  Substitution  quadratischer  Functionen  zu  versuchen,  z.  B. 

=  0, 


oder,  wenn  man  zwischen  ^^  und  02  ^i®  Beziehung  0^  +  ^^  =  0  an- 


nimmt. 


/x  —  z\^ 


«+   2^_^Q 


a  —  2z 

Entwickeln  wir  diese  Gleichung  und  ordnen  sie  nach  Potenzen 
von  Xy  so  erhalten  wir 

und  wenn  man  diese  Gleichung  mit  der  gegebenen  Glied  für  Glied 
vergleicht, 

Da  hieraus  und  aus  der  substituirten  Function  folgt 


x—yh_ ,    l/a-\-2yb 

x-\-yF  ~~  -"-  ^   a  —  2-\/h' 
SO  ergeben  sich  hieraus  wieder  die  bereits  früher  gefundenen  sym- 
metrischen Wurzelformen. 


§115.     Siibstitutiou  einer  quadratischen  Function.  339 


§.115.    Andere  Methode  der  Substitution  einer  quadratischen 

Function. 


Man  nehme  an 


und  entwickele  den  Ausdruck  nach  Potenzen  von  x. 
Dies  gibt 

Durch  Vergleichung  dieser  mit  der  gegebenen  Gleichung 

x~  +  ax  +  ?>  =  0 
[erhält  man 

*  s-  ---I) 

und  da  eine  der  unbestimmten  Grössen  z^  und  ^^  willkürlich  bleibt, 
so  setze  man 

also 


g^.±^y-R^ 


Wegen  der  hieraus  folgenden  Relation 

—i =  ±1 

erhält  man  nun  mit  Berücksichtigung  des  zweiten  Vorzeichens 

x+la+,=0 
und  demgemäss  die  Wurzelform 


22* 
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§  116.    Methoden  der  Substitution  quadratisclier  Functionen  von 

Mallef-^). 

Gegeben  sei  die  Gleichung 

x^  -{-  ax  -{-  h  =  0  . 
1.     Man  substituire  die  Identität  derselben  mit  der  andern 
{mx -\- ny  =p'^x^ , 
oder 

(m^  —  p^)  x^  +  2mnx  -^  n^  ==  0  . 
Aus  der  Vergleichung  homologer  Coefficienten  folgt 
^2  —  ^2  ^^  j^  ^     2mn  =  a  ,     n^  =  h  . 

Aus  diesen  Bestimmungsgleichungen  für  m,  n  und  p  zieht  man 
die  Relationen 

m^  =  a^  :  Ah  =  p^  -{-  \  , 
endlich  noch 

Demsfemäss  ist 


—  2&  1-^1 


X 


=-i«=Fiy«^-4&. 


a  +  j/a^  —  4&  2         '    2 

2.     Man   substituire   die  Identität  der  vorgelegten   Gleichung 
mit  der  einfacher  zu  lösenden 

(x  -\-zy  =  y\ 
d.  h.  mit 

x^  +  2zx  +  (0^  —  y^)  ==  0  . 
Dies  gibt  die  Bestimmungsgleichungen 


folglich  ist  auch  so  ' 


*)  Hallet,  Nova  analytis  aequationum  11^,  IIl^  et  IV^  gradus.    Nov.  Act. 
Upsal.  Yol  III.  p.  248.  1780. 


§  117.     Methode  der  gleichen  Wurzeln.  341 

3.     Man  substituire  die  quadratische  Function 

(mx  -\-  iif  =  {px  -{-  qf 
oder 

{m^  —  if)x~  +  2{mn  — pqi)x  +  (n-  —  <f)  =  0  . 
Hierin  ist  eine  Grösse  willkürlich.     Es  ist  nämlich 


p  =  Yin^  —  1  ,     q  ==  yn" 
daher 


1  ^  - 

mn  —  —a  ==  {m^  —  ly  (n^  —  &)"  , 

und  wenn  man  beiderseits  quadrirt, 

n^  ~  amn  =  h  —  —a^  —  m-b  . 

4 

Wir  sind  so  zu  einer  andern  quadratischen  Gleichung  gelangt^ 
n  welcher  m  willkürlich  genommen,  w  gefunden  wird,  nämlich 


=  lam±pyja^  —  h. 

§  117.    Methode  der  Auflösung  durch  das  Aufsuchen  gleicher 
Wurzeln  der  transformirten  Gleichung. 

Es  sei  wiederum 

*  x^  —  22X  -{-  z^  =  u , 

also  die  Gleichung  der  Wurzelquadrate  der  variirten  Hauptgleichung 
F(u)  =  ii^-\-  au-^  ß'  =  0. 

Die  Variation  ist  immer  in  der  Weise  möglich,  dass  die 
Variirte  zwei  gleiche  Wurzeln  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen 
erhält,  also  die  Gleichung  ihrer  Wurzelquadrate  zwei  gleiche  Wurzeln. 
Um  für  diese  die  Bestimmungsgleichungen  zu  erhalten,  bilde  man 
die  erste  Derivirte 

r{u)^2u  +  a. 

Sucht  man  nun  den  gemeinschaftlichen  Theiler  der  beiden 
Polynome  F{u)  und  F\u),  so  erhält  man  ihn  in  der  Form  des 
letzten  Divisors,  nämlich  2u  -\-  a    unter  der  Voraussetzung,  dass 
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die  Division  keinen  Rest  lasse,  oder-vielmehr,  dass  der  Rest  eben- 
falls gleich  Null  sei;  mithin 

-(a'^-4/3')=0;     ß' =  {  a'K 

Setzt  man  den  letzten  Divisor  gleich  Null,  so  wird 

1     , 

11^  ==  tt2  =  —   -  a  . 

Aus   der   substituirten  Function  folgt  ^  =  —  ir  «^  ,  also 

f  Li 

—  a'=a'-2ß  =  2^'  +  2as  +  {d'  -  2h)  ==  -  ^  D, , 
Demgemäss  ist 

und 

§  118.    Methode  der  quadrirten  Wurzeldifferenzen. 
Gegeben  sei  die  Normalgleichung 

f(x)  ==  x^  -\-  ax  -{-  h  =  0  . 
Man  bilde  die  erste  Derivirte 

f(x)  =  2x  -\-  a  . 
Die  Gleichung  der  quadrirten  Wurzeldifferenzen  wird  nun  ge- 
funden durch  Elimination  von  x  aus  den  beiden  Gleichungen^ 
f(x)  ==  x^  -{-  ax  -{-  h  =  0  ^ 
f{x)  +  s  =  2x  +  a-\-s  =  0. 
Dies  gibt  die  Gleichung 


und 


b'  +  D,  =  Q,  s=^±y-v,. 

Mit  Hülfe  der  zweiten  Gleichung  erhält  man 
2x  +  a±  V-^^JX,  ==  0  , 


x  =  -\a-\-\V-D, 


§  119.     Methode  von  Tschirnhausen.  343 

§  119.     Methode  von  Tsclxirnliausen  oder  die  Methode  der  ge- 
meinscliaftliclieii  Wurzeln  zweier  Polynome*). 

Die  Methode  von  Tschirnhausen  besteht  darki,  dass  man 
eine  ganze  algebraische  Function  derselben  Unbekannten  von  dem- 
selben oder  einem  niedrigeren  Grade  mit  unbestimmten  Coefficienten 
substituirt  und  durch  Elimination  der  Unbekannten  eine  Final- 
gleichung (Determinante)  erzielt,  welche  die  substituirte  Gleichung 
zu  einer  bestimmten  untl  leichter  lösbaren  umformt.  Dieselbe  Me- 
thode ist  bereits  in  §  96  mit  Anwendung  des  Eliminationsverfahrens 
von  Hesse  bei  Substitution  einer  linearen  Function  auf  die  Auf- 
lösung quadratischer  Gleichungen  angewendet  worden.    Es  sei  also 

x^  -\-  ax  -\-  h  =  0  j 

x^  -{-  vx  -\-  u  =  0  j 
und  V  von  a  verschieden.     Es  ist  von  vorne  herein  klar,  dass  die 
substituirte   Gleichung  eine   fremde  Lösung  enthält.     Die  Final- 
gleichung ist 

+  ^     u  —  1),       V  —  a  \       ^^ 
ait  —  hv  j    u  —  &  I  +  ^ 

oder  in  exacter  Form 

(ii  —  hy  —  {v  —  a){an  —  hv)  =  0  . 
Ordnet  man  nach  ?(,  so  resulfirt 

«2  _  [av  —  {a^  —  21))]  u  +  h{v'-  -  av  -f  6)  =  0  , 
und  wenn  man  will,  nach  v  geordnet, 

hv^  —  (au  +  ah)v  -f  [tr  +  (a^  —  2h)u  -f  6^]  _  o  . 
Damit  die  erste  der  beiden  Resultanten  eine  rein  quadratische 
werde,  setze  man 

av~{a^ —  21))=0 , 
woraus  folgt 

v  =  {a^  —  2h):a, 
und 


-h{v'-av  +  h)^-''^,D,. 


Demgemäss  ist 


x^  +  VX  +  u  =  x'  -f  ""'      ^^  x±-y-R,  =  0. 


•)  Man  vergl.  §  50. 
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Da  mit  dieser  Gleichung  zugleich  die  Hauptgleichung  be- 
stehen muss,  so  findet  man  durch  Subtraction  beider  Gleichung!;en 
von  einander 


oder 


a  —  a'  ^ 


x  =  —  ^a±^ ]/—  JD^  . 


2  -  ^   2   '^  --2 


Auch  kann  man  die  Gleichung  in  v  zu  einer  rein  quadratischen 
machen^  indem  man  u  ==  —  h  setzt. 

Durch  Subtraction  der  Hauptgleichung  von  der  substituirten 
erhält  man 


u  —  h 

a  —  V 


welche  Function  bereits  in  §  110  zu  einer  Auflösungsmethode  an- 
gewendet worden  ist. 

Die  beiden  Gleichungen 

x^  -{-  ax  -\-  h  =  0  , 
x^  -\-  vx  -{-  ti  =  0 , 

haben  nämlich  für  den  Fall,  dass  v  von  a  verschieden  ist,  nur 
eine  Wurzel  mit  einander  gemein;  die  zweite  Wurzel  der  Substi- 
tution ist  eine  fremde  Lösung.  Sie  haben  alsdann  beide  auch  einen 
binomischen  linearen  Factor  gemein,  der  sich  nach  den  bekannten 
Methoden  finden  lässt.  Gleich  Null  gesetzt,  gibt  er  die  gemein- 
schaftliche Wurzel,  nämlich 

(a  —  v)  X  -{-  (h  —  u)  =  0  j 

also  mit  Berücksichtigung  der  obigen  Bestimmungen  von  u  und  v 
h 


a 

a 

Die  einzige   wahre   Wurzel,  welche  x'^  -\-  vx  -\-  tt  =  0  liefert,    ; 
ist  aus  ,  i 

x'  +  '''~^^x—-ya'^-4b^0, 


a^  —  2b        2b -\- aVa' —  U 


2a  2a  2  2 

aus 


U-^T/-Ä; 


§  120.     Methode  von  Lacroix  und  Poisson.  345 


(r  —  2b         ^h  —  aVa^—ib 

X=  —  ^ 


=  -^«+^y-A. 


2a  2a  2        '    2 

§  120.    Eliminationsmetliode  von  Lacroix  und  Poisson*). 

Um  aus  den  beiden  Gleichungen 

x^  -^  ax  -\-  h  =  0  ^  ic^  +  vic  +  w  =  0 
durch  Elimination  von  x  die  Finalgleichung  zu  finden^  setze  man 
nach  einander  die  beiden  Wurzeln  x^  und  x.^  der  Hauptgleichung 
in  die  substituirte  ein  und  multiplicire  die  entstehenden  Polynome 
mit  einander.  Die  Coefficienten  des  Products  sind  symmetrische 
Functionen  der  Unbekannten  und  lassen  sich  mittels  der  Coeffi- 
cienten der  Hauptgleichung  bestimmen. 

Es  sei 

X^  -|—  X.J  —  S^  y       X^"  ~\~  X.)     —  ^2  ^ 

alsdann  ist 

+  tis^  +  tivs^  -\-  ir  =  0  . 
Weiter  hat  man 

8^  =  —  a  ,     s^  =  a-  ■—  2h  ,     x^X2  =  h  , 
folglich 

«2  —  {av  —  a-  +  2h)ii.  +  /[>(i--  —  at.  +  6)  =  0  . 
Die  Gleichung  wird  eine  rein  quadratische,  wenn  man  annimmt 

av  —  a^  +  21  =  0  . 
Statt    x^  und  x.^   als    die  Wurzeln  der  Hauptgleichuug  anzu- 
sehen, kann  man  sie  auch  als  Wurzeln  der  substituirten  betrachten. 
Dann  ist 

s^=  —  V  j  $2  =  v^  —  2u  ,  Xy^X^  =  u  , 
worin  v  und  u  bestimmbare  Grössen  sind.  Wird  angenommen, 
dass  im  Allgemeinen  v  von  a  und  u  von  &  verschieden  sei,  so  hat 
die  Hülfsgieichung  in  x,  v  und  u  für  jeden  der  beiden  Werthe  von 
u  eine  wahre  und  eine  fremde  Lösung,  wie  es  ausführlich  im 
vorigen  Paragraphen  demonstrirt  worden  ist. 


*)  Lacroix,  Elemens  d'algebre  II.  §  10.  Paris  1799. 

Poisson,  Mem.  sur  reJimination  dans  les  questions  algebriques.    II™® 
cah.  du  Jouvn.  polyt.  Paris  1802. 
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Beispiel.     Aufzulösen: 

^2  —  5^+  6  =  0. 
Die  Resolvente 

av  —  (a'  —  2h)  =  0 
liefert  die  Werthe 

13         2       36  ,6 

Die  Hülfsgieichung  ist  demnach 


2  lO  ,        O  ^ 


5—5 


ihre  Wurzeln  für 


«  =  +  y :     ^  =  i?  +  i^  =  3  oder  —  0,7  ; 

''--}''     ^  =  ^±1^  =  ^  oder  +0,6. 

Die   wahren  Wurzelwerthe   der    gegebenen   Gleichung    sind  3 
und  2;  fremde  Lösungen  —  0,7  und  0,6. 

Die  fremden  Lösungen  lassen   sich   auf  folgende   Art  in  die 
Gleichung  introduciren : 

x^  —  bx  -{-  6  ^=  0  j     ^=—4- 

Man  multiplicire    die  Wurzelgleichung  mit  +2,4  und  addire 
sie  zu  der  quadratischen  wie  folgt: 

x^  —     6x  -{-  6  =  0 

2,4x  —  6  +  1,2  =  0 

x^  —  2,6x  +1,2  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  die  benutzte  Hülfsgieichung. 


§  121.    Methode  der  Factorenzerlegung  des  binären  Trinoms  von 

Heilermann*). 

Heil  er  mann  geht  aus   von   der  Cayley'schen  Form  eines  bi- 
nären Trinoms 


*)  Heilermann,  Zerlegung  der  homogenen  quadratischen,  kubischen 
und  biquadratischen  Functionen  zweier  Veränderlichen  in  Factoren.  Progr. 
Trier  1855. 


121.     Methode  von  Heilermanu. 


und    sucht    dasselbe   in    das    Product    zweier    linearer    Functionen 
zu  zerlegen,  also  in  eine  Gleichung  von  der  Form 

ax^  +  2})xy  +  c\f  =  (ax  +  ßy)(yx  +  dy) 
lerzustellen.    Sind  die  Grössen  a,  ß,  y,  ö  erst  bestimmt,  so  werden 
die  beiden  binomischen  Factoren  gleich  Null  gesetzt,  also 

ax  -{-  ßy  =  0  y     yx  -{-  öy  =  0 
die  Auflösungen  der  quadratischen  Function  f{x,  y)  sein.    Zunächst 
müssen  die  vier  unbestimmten  Coefficienten  den  Gleichungen 


(2) 


ay 


ad  -{-  ßy  =  2h,     ßö  =  c 


Grenüge  leisten,   sowie  denjenigen,   welche  sich  aus  ihnen  ableiten 
assen,  nämlich 

i«  +  ß)(y+ä)  =  a  +  2b  +  c, 


(3) 


ad  —  ßy 

=  ±2yh^- 

—    aC    y 

ad 

=  h±yw- 

-ac , 

ßy 

=^h-^yw- 

-  ac  . 

a 

h±yh^- 

-  ac 

ß 

c 

1_ 

_  6  +  ]/ft2  _ 

-  ac 

b^Vb^  —  ac' 


ac 


Nun  ist  die  Discriminante  der  Function  f(x,  y) 

lud  ausserdem  möge  der  Kürze  wegen  die  Summe  der  Coefficienten 
ier  Function  mit  S  bezeichnet  werden,  also 

a  +  2h  +  c  =  S. 
Zu  den  Gleichungen  (2),  durch  welche  die  Coefficienten  «,  ß,  y,  Ö 
[licht  vollständig  bestimmt  sind,  möge  noch  die  Bedingung 

linzugefügt  werden;  alsdann  folgt  zunächst 
(4)  a+ß==r  +  d  =  VS. 

Durch  die  Verbindung  der  Gleichung  (4)  mit  dem  System  (3) 


erhalten  wir 

{ 


(o) 


a  +  b  +  V- 

-J), 

a  +  b  +  V- 

-Ä 

b  +  c  +  V- 


D., 


Ys 


V~s 


(8)    /(.,y)  =  i-{^i+A±J^.+ 
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und  durch  Einsetzung  dieser  Werthe  die  Factorenzerlegung 

(6)    f{x,tj)  =  ^-^~^ -x+   ^    ^_^ -y}x 

In  engem  Zusammenhange   mit  derselben   steht  die  folgende 
Darstellung  der  Function  (1): 

(7)     ^(^^  y^  _  [(^^  +  ^)^  +  (b  +  c)yY-(-n,)(x-yy  ^ 

t 

durch  welche  sie  als  Differenz  oder  Summe  zweier  Quadrate  aus- 
gedrückt wird,  je  nachdem  die  Discriminante  negativ  oder  positiv 
ist.     Ferner  lässt  sich  die  Transformation 

1  fa-{.b-VW      i-^c  +  yw  Y 

bewerkstelligen,  welche  zeigt,  dass  ein  binäres  Trinom  immer  als 
halbe  Summe  zweier  Quadrate  dargestellt  werden  kann,  deren 
Grundgrössen  reell  sind,  wenn  die  Discriminante  positiv,  also  die 
Factoren  der  Function  complex  sind,  und  dass  jene  Grundgrössen 
von  diesen  Factoren  sich  nur  durch  das  Vorzeichen  der  Discrimi- 
nante unterscheiden. 

Die    vorstehenden    Transformationen    des    Trinoms    sind    nur 
dann  unmöglich,  wenn 

S  =  a  +  2h  +  c==^0. 

Unter  dieser  Bedingung  ist  aber  auch 

(«  +  ß)ir  +  ä)  =  o, 

also  entweder 

a-^  ß  =  0  ,  oder  y  -\- d  =  0  . 
Nehmen  wir  an ,  es  sei  y  -\-  d  =  0  und  setzen  y  =  —  (^  =  1  , 
so  ist  gemäss  (2)  a  =  a  ,  ß  =  —  c ,  folglich 
(9)  f{^,  y)  =  («^  —  cy)(x  —  y). 

Wenn  die  Discriminante  verschwindet,  also 
B,  =  ac-¥  =  0 
ist,   so  ist    &  =  +  Vac  und   es   gehen  nach  den  Gleichungen  (5) 
die  Werthe  der  Coefficienten  a,  ß,y,  ö  über  in 
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a  =  ±Y^,  ß  =  ±yc,  y  =  ±yä,  d  =  ±y~c. 

Die   vorgelegte  Function  ist   dann  ein  vollständiges   Quadrat, 
nämlich 

(10)  fix,y)  =  (ya.x  +  y~c.yy, 

WO  das  doppelte  Yorzeichen  demjenigen  von  h  entspricht. 

Durch  die  Factorenzerlegung  (6)   sind  nun   die  Wurzeln  der 
Gleichung 

ax^  +  2hxy  -\-  cy^  =  0 
gefunden  und  zwar 


^  und  ^  =  —  ^  +  cT  K  — Ä  . 
-        2/1  2/2  a  +  b±y-Tj,' 

Man  übersieht  nun  leicht,  dass,  wenn  man  von  der  Gleichung 
ax'-  +  2hx  +  c  =  0 
ausgeht,   die   Glieder   der   Binomialfactoren   in   (6)  nicht  homogen 
sind.     Sie   lassen   sich  indess  leicht  homogen  machen,  indem  man 
statt  der  ersten  Gleichung  in  (3)  setzt 

(az  +  ß)(y2  +  ä)  =  az'  +  21)2  +  c  =  /S', 
und  statt  der  Gleichung  (4)  die  andere 

a0  +  ß=  yz  +  d  =  yS. 
Berechnet  man  so  a,  ß,  y,  8,  so  erhält  man  durch  Einsetzung 
dieser  Werthe  die  Factorenzerlegung 


\        ys  "^         ys  ^r 


wo   z  eine    beliebige   Grösse    ist.     Ist  y==\j    so   erhält  man   auf 
diesem  Wege  die  allgemeine  Wurzelform  (§  104) 

5^  +  0  +  zy—j)^ 


§  122.  Ueber  eine  synthetische  Bildung  der  allgemeinen  Wurzelform*). 

Gegeben  sei  die  Gleichung 

(a,  6,  c)  {x,  yf  =  0. 
Schreibt  man  folgende  Gleichungen  unter  einander: 


f=)  Man  vgl.  §  104. 
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ax^  -\-  2hxy  =  —  cy' 

—  hxy  +  xyYl)^  —  ac=  —  hxy  ^xy^ii^  —  ac  ^ 
addirt  dieselben  und  setzt  vorne  den  Factor  x^  hinten  y  heraus^  so 
erhält  man 

X  (cix  +  Inj  +  y'y/U^  —  ac)  =  —  y  (hx  -{-  cy^^x  yP  —  ac) 
und 


X  hx  -\-  cy  -\-  xyh^  —ac 

y  ax  -\-  by  ±y  Yh^  —  ac 

Wenn  sich  nun  zeigen  lässt,  dass  die  rechte  Seite  einen  be- 
stimmbaren Werth  hat,  so  wird  dieser  die  gesuchte  Wurzel  sein. 
Multiplicirt  man  Dividend  und  Divisor  mit 

ax  +  hy'^fyYb^—ac,  , 

X  Ol 

SO  erhält  ~  den  unbestimmten   Werth  —  •   Daraus  folgt,  dass  dieserl 
Factor  selbst  o-leich  Null  ist,  also  i 


-j ^       X  _  h^yi)^  —ac 

oder  es  folgt  daraus,  dass  Dividend  und  Divisor  gleich  Null  sind, 
woraus  man  erhalten  würde 


2) 

X 
X 

y  ~~ 

a 

b  ±  yb'  -  ac 

h  +  >/fc2  _  ac 

a 

3) 

h±yb^  —  ac 
a 

Dies  führt  aber  alles  auf  denselben  Werth :  er  ist  also  die  o-e- 
suchte  Wurzel. 

Der  Werth  —  lässt  sich  auch  noch  auf  dieselbe  Art  bestimmen, 

wie   man  gewöhnlich  diesen  Werth   bei  Functionen  mehrerer  Ver- 
änderlichen bestimmt.     Es  ist  nämlich 

X  F{x,  y) dx       dy 

y  ~  ^{x,y)~  ^  ~d^       d^ 
dx       dy 


bz  -\-  c  -^  zyb'^- —  ac 
az-i-b±    yW^^a~c 


welches  die  allgemeine  Wurzelform  ist. 
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§  123.    Methode  von  Clebscli*). 
Gegeben  sei  die  Gleichung 

{a,h,c)\x,\y  =  0. 
Man  siibstituire 

nnd  erbebe  diese  Gleichung  zum  Quadrat,  also 
g)2  =  a-y.^x'  +  2ahy,y.2x'-  +  6^2/2"^" 

+  2ahy,^x  +  2acy^y.^x  +  2¥y^y.,x  +  2hnj/x 
+  h%'  +  2hcy,y,  +  c'y./. 
Mit  Berücksichtigung  der  gegebenen  Gleichung  findet  man  die 
Summe  aus  dem  ersten  und  vierten  Term  gleich  —  ^c^i",  die 
Summe  aus  dem  zweiten,  sechsten  und  neunten  Term  gleich 
—  2 6"^ 2/1 2/2^7  ^^^  Summe  aus  dem  siebenten  und  zehnten  Term 
gleich  — acy^^x'^.     Demnach  ist 

V-  ==  (2/.  ^  -  y^y-ii'  - ««)  =  (2/.a:  -  y,r  (-  B.) 

und 


Setzt  man  für  q)  seinen  Werth  wieder  ein,  so  erhält  man  die 
allgemeine  Wurzelform 


«2/1  +  ^y>  ±2/2!^— A 

wo  2/1  ^nid  y.,  beliebige  Grössen  sind. 

Eine  etwas  allgemeinere  Herleitung  der  Wurzelform  mittels 
Anwendung  der  sogenannten  Typen  gibt  Clebsch  in  §  87  seiner 
Theorie  der  binären  algebraischen  Formen.  Wenn  man  ausgeht 
von  den  Substitutionen 


^=i  ['©,„+»©.,] 


so   haben   diese   die   Eigenschaft   die   Function   von   ihrem  zweiten 
Term  zu  befreien.     Gegeben  sei  also 

f{^>  y)  ==  («;  ^;  C)  ipc,  y?  ; 


*)  Clebsch,  Theorie  der  binären  algebraischen  Formen,  §  33  nud  §  87 
Man  vergl.  auch  §  187  und  §  189. 
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so  ist  n  ==  2  und 

(KX..,=2(H+-.). 

Es  ist  alsdann 

Für  f{x,  y)  =  0  erhält  man  sofort  die  rein  quadratische 
Gleichung 

V  +  B.n'-o, 

also  l  =  -{^nV-l)^   . 

Demgemäss  ist 

und  daher,  was  auch  ^^^  und  ^2  sein  mögen: 

was  mit  der  vorigen  Lösung  übereinstimmt. 

§  124.     Geometrische   Interpretation   der  allgemeinen  Wurzelform 
der  quadratischen  Gleichungen  nach  Diekmann*). 

Diekmann  benutzt  die  Bemerkung,  dass  eine  quadratische 
Gleichung  eine  harmonische  Zuordnung  zu  zweien  durch  die  Gleichung 
gegebenen  festen  Punkten  bestimme,  zur  Ableitung  der  allgemeinen 
Wurzelform.  Sind  x^  und  x.^  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

f{x)  =  {a,h,c%,lf  =  0, 
so  ist  bekanntlich 


^_-h±V-i). 


*)  Diekmann,  Zur  Theorie  der  Gleichungen  zweiten  Grades.  Zeitschr.  f. 
math.  u.  naturw.  Unterricht.  IV.  S.  392.  1873;  V.  S.  222  u.  362.  1874. 

Einl.  in  die  Lehre  von  den  Determinanten   und  ihrer  Anwendung. 

§  11.  Essen  1876. 
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Denken  wir  uns  allgemein 

als  die  Gleichung  einer  ebenen  Curve,  so  werden  die  Durchschnitts- 
puncte  der  Curve  auf  der  Abscissenaxe  die  Wurzelwerthe  der 
Gleichung  y  =  0  repräsentiren. 

Ist  Z)o  =  0 ,  so  fallen  die  beiden  Puncte  zusammen,  und  dies 
Zusammenfallen  ändert  sich  nicht  bei  einer  linearen  Variation,  d.  h. 
bei  einer  Verschiebung  des  Coordinatenaufangspunctes.  Variirt 
man  die  Wurzeln  um  0,  und  setzt  also  x  =  x'  -{-  0,  so  wird 

a{x'  +  ^y  +  2h{x'  +  ^)  +  c  =  0 
und 


{az  +  b)±y-D, 


Mit  Hülfe  der  quadratischen  Ergänzung  erhält  man 


^  +  -  == 


((  —        a 


Die    quadratische  Ergänzung   bedeutet  demnach  geometrisch, 

dass  der  Anfangspunct  um  die  Strecke  —  verschoben   wurde.     Mit 

I  Rücksicht  auf  diesen  neuen  Anfangspunct  bekommt  man  als  Wurzeln 
die  beiden  gleichen  Werthe  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen 


^   —±        a        > 
wenn  angenommen   wurde  ,   x  =  x' ,  also  0  = Es  ist 

aber  —  —  ==  —  (^^  -|-  X2),  d.  h.  der   neue  Coordinatenanfangspunct 

liegt  in  der  Mitte  zwischen  x^^  und  X2.  Diese  specielle  Form  der 
Substitution  gibt  indessen  nicht  die  allgemeinste  Wurzelform,  denn 
setzt,  man  an  die  Stelle  der  vorgelegten  Gleichung 

«,^+26-^  +«  =  0, 

was  gestattet  sein  wird,  wenn  x  von  Null  verschieden  ist,  so  findet 
man  auf  dem  gewöhnlichen  Wege 

i_  ^  —  5  +  ]/-  n, 

X  c  ' 

oder 

Matthiessen,  Grundzüge  d.  ant.  u.  mod.  Algebra.  23 


354  Vierter  Abschnitt.     Substitutionsmethoden.     III. 


X  = 


Es  lässt  sich  nun  eine  Wurzelform  ableiten,  in  welcher  die 
beiden  obigen  Formen,  als  speciell  der  Substitution  der  quadrati- 
schen Ergänzung  angehörig,  enthalten  sind.  Führen  wir  statt  der 
Coefficienten  die  symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln  ein,  so 
erhalten  wir  aus 

ax^  -\-  2bx  -f-  c  =  0  , 

h  e 

hx  -\-  c  a  a 

ax  -\-  h  .    h 

'  xA 

a 

oder 

-—  (^j   -J-  X^jX         X-^  x^ 

x== -~ 

X  —  —  {x^  +  .r,) 

Bezeichnen  wir  vorläufig  den  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite 
mit  y,  so  ist  in  vorstehender  Gleichung  eine  Zuordnung  von  Puncten 
ausgesprochen;  jedem  Puncte  x  =  s  entspricht  ein  Punct  y,  und 
zwar  findet  ein  zweimaliges  Zusammenfallen  statt:  für  z  =  x^  wird 
auch  y  =  Xi  und  für  ^  =  X2  wird  y  =  x^. 

Um  die  Natur  des  Abhängigkeitsverhältnisses  zu  erkennen, 
geben  wir  einem  Puncte  z  den  Werth  des  arithmetischen  Mittels 

der  beiden  Wurzeln,  setzen  also  ^  ==  ö"  (^1  +  ^2)  \  alsdann  liegt  der 

zugeordnete  Punct  y  im  Unendlichen,  y  =  00.  Dadurch  wird  die 
Vermuthung  nahe  gelegt,  dass  die  Zuordnung  derartig  sei,  dass  die 
vier  Puncte  Xj^y  z,  x.^,  y  harmonisch  zugeordnet  sind,  dass  also  ist 

hz  -\-c 
z  —  x^        y —  x^  az-\-h         ^ 


hz  -\-c 


az-{-h 

Dies  ist  in  der  That  eine  identische  Gleichung  und  es  folgt 
daraus,  dass  durch  eine  quadratische  Gleichung  in  allgemeinster 
Weise  eine  harmonische  Zuordnung  von  Puncten  zu  zwei  festen, 
durch  die  quadratische  Gleichung  gegebenen,  ausgedrückt  ist. 

Um  die  Wurzeln  x^  und  x^  der  Gleichung 

fix)  =ax'  +  21jx-\-c  =  0 
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u  finden,   können  wir  aucli  umgekehrt  zu  den  beiden  Puncten  z 
,nd  \j  die  beiden  festen  harmonisclien  Puncte  suchen. 
Es  sei  allgemein 

{az  +  h){x  -y)  =  {az  +  h)x  +  (5^  +  c)  =  J  , 
X  —  s=  y]  , 
0  sollen  zwei  Puncte  gesucht  werden,  welche  zu 

1  =  0,    9j  =  0 


larmonisch  liegen.     Da 


x^  .  y  —  X,  __ 


z  —  x^    y—x.^ 
ein  soll,  so  kann  man  annehmen 


1^  _  {x,-y){az-^b)  _  ^ 
Vi  x-i—s  ' 

1-2   ^{:x,-y){az  +  l))  ^  _  ^ 
ri-i  X.,  —  z 

Die   gesuchten  Wurzeln   müssen   also    enthalten    sein    in  der 
irleichung 

|-^  —  x^n^  =  0 

,nd  es  muss  daher  diese  Gleichung  bis  auf  einen  constanten  Factor 
t  gleich  f(x)  sein. 
Es  sei  deshalb 

Rf{x)  =  i;'-i'n\ 

joxm  l  und  B.  noch  zu  bestimmen  sind.    Setzt  man  die  betreffen- 
en  Werthe  ein,  so  ist 

B{ax-'+  2hx  +  c)  =  [{az  +  hf  —  k^]x^ 

+  2[{az  +  h)(hz  +  c)  +  z)^]x  +  (bz  +  cf  —  z'P  , 
nd    es    folgt    aus    der  Vergleichung  homologer   Coefficienten  auf 
'ciden  Seiten 

I.     Ba  =  (az  +  hf  —  A% 
IL     Bd  =  (az  +  h)(hz  +  c)  +  X'z  , 
IIL     Bc  =  (hz  +  cf  —  Iz" . 
Aus  I  und  II  folgt 

B  =  az'^  -\-  2hz  +  c  =  f(z) , 
nd  aus  III 


;i  =  4-'K— A 


Demgemäss  ist 


23* 


356  Vierter  Abschnitt.     Substitutionsmethoden.     III. 

in  welcher  Form  die   Gleichung  zuerst  von   C leb  seh    dargestellt 
ist.     Die  Function  f{x)  gestattet  also  die  Factorenzerlegung 


oder 


m- 


'az  +  b  +  Y-lJ,^         hz-i-c-sY-n, 


Vm  vm 


X 


0. 


wo  0  eine  beliebige   Grösse  ist.     Für  0=1   erhält   man  die  Fa^ 
torenzerlegung  von  Heilermann  (§  121). 

Aus   den   beiden  linearen  Factoren  der  Function  f(x)   erhäl 
man  wieder  die  allgemeine  Wurzelform,  nämlich 


^__     hz-\-cT^Y-D2 


az-\-h  ±  Y-  1^2 
Die  Auflösung  der  quadratischen  Gleichung  geschieht  gewöhn- 
lich durch   die  quadratische  Ergänzung.    Es  ist  dies  ein  speciellei 

Fall  der  allgemeinen  Auflösung,  wo  ^  =  c»  und  2/  =  v  (^i  ~l"  ^2\ 
ist,  also  der  eine  der  harmonischen  Puncte  im  Unendlichen,  dei 
andere  in  der  Mitte  zwischen  x^  und  x^  liegt.  Setzt  man  nämlicl 
z  ==z  (X),  so  nimmt  die  Wurzel  die  Form 

^    -6  +  y-5, 


an.    Setzen  wir  z  =  —-  (x^  -\-  x.^ ,   so   wird  ^Z  ==  oo  und   ebenfalls 

ic=  (—  &  +  Y—D2)  :  a.  Nimmt  man  dagegen  an  0  =  0,  d.  h. 
bildet  der  Coordinatenanfangspunkt  den  einen  der  vier  harmo- 
nischen Puncte,  so  wird 

c    2x^x^2 

^  b         x^  -\-X2  ' 

d.  h.  der  andere  y  wird  das  harmonische  Mittel  zwischen  Xj^  und  ,r., . 
Setzt  man  zunächst  0  ==  0,  so  erhält  man  die  Wurzelform,  welche 

durch  Auflösung  der  Gleichung  nach  —  entsteht,  nämlich 
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c 

-  h  ±  y  ^ 

Zu  ganz   derselben   Form   gelaugt   mau,    wenn  man   den   ent- 
preeheudeu  Werth  vou  y,  also  —  ^,  an  die  Stelle  von  z  einsetzt; 

enu  es  ist 

±cy—D^  c 


X  = 


{ac-b^±by-i).^         -h±V--D., 


Die  Gleichung 

ihrt  noch  zu  zwei  neuen  Formen  für  die  quadratischen  Gleichungen, 
'-eiche  direct  die  Auflösungen  enthalten.  Exact  heisst  uämlich  die 
erstehende  Gleichung  , 

ia;2+  2bx+c){az'-{-  2hz  -\-c)  =  [{oz +h)x+(hz+c)f-(h'-ac)(x-zy. 
Dividirt  man  beiderseits  durch  z^  und  setzt  ^=00,  so  wird 
a [ax^  +  2hx  -f  c)  =  (ax  +  hf  -  (b'  —  ac) , 
der 

f(x)  =  ax'  ^  2hx  +  c  =  ^  {{ax  +  hf  +  A] 

Ist  fix)  =  0 ,  so  ist  die  neue  Form  der  Gleichung 

(ax  +  hf  +  R,  =  0  .- 

Setzt  man  dagegen  ^  ==  0 ,  ehe  man  beiderseits  durch  z^  di- 
idirt  hat,  so  resultirt 

nd  für  /■(«)  =  0 

Es  sind  dies  dieselben  Formen  der  transformirten  Gleichung, 
reiche  wir  bereits  in  der  Theorie  der  Varianten  und  Retrovarianten 
5  17)  kenneu  gelernt  liabeu.  Die  quadratischen  Formen  haben  nur 
ine  Variante  F,  und  eine  Retrovariante  F2'2,  die  aber  einander 
leicli  sind  und  zwar  gleich  dem  negativen  Werthe  der  Discrimi- 
aute  D., .    Es  ist  nämlich 


358  Vierter  Abschnitt.     Substitutionsmethoden.    III. 

af{x)  =  {ax  -\-hy—V.>  =  {ax  +  If  + 1), , 

§  125.  Methode  von  Cayley*). 

Die  Ausdrücke,   welche  bei  der  Zerlegung  einer  ^^Quadric"  in 
lineare  Factoren  in  Betracht  kommen,  sind  folgende: 

j'^(^ci,h,c){x,yy, 

D2  =  ac  —  1)^ , 
Die  Discriminante  ist  zugleich  die  quadratische  Invariante  J2, 
und  die  Hesse 'sehe  Form,   welche   man  durch  Entwickelung  der 
Function 

1       ray    ay  _  /  ay  vi 

n^n~iy[dx^  '  dtf         [dxdyj  j 
erhält.     Cayley  nennt  nun  die  Function 

[(#).-(%)- (t-)K'.^)"=f 

die  Evectante  der  Discriminante;  sie  ist  gleich  der  Quadric.    Es 
ist  ferner 


(«,^«)[(|y.),  -(gf^).   (ß) 


die  linke  Seite  heisst  die  Provectante  der  Quadric,  ist  also  gleich 
der  vierfachen  Discriminante. 
Endlich  ist 

2 


K^^)[i(Ä)--i(S): 


=  I>2-f, 


eine  Gleichung^    welche   ausdrückt,  dass   eine  Transmutante  der 

Quadric  gleich  ist  dem  Producte  aus  der  Discriminante  in  die  Quadric. 

Wird  nun  die  Quadric  durch  ihre  Wurzeln  ausgedrückt,  so  re- 

sultirt 

f=a{x  —  x^y)  {x  —  x.,y) 

A  =  — T^^'C'^i— ^2)'. 
Sind  die  Wurzeln  einander  gleich,  so  hat  man 


*)  Cayley,  A  fifth  memoir  upon  Quantics,  Phil,  Trans,  vol.  148.  p.  429,  sqq. 
London  1858. 


§  125.     Methode  von  Cayley.  359 

j  ==.  a{x  —  x^y)\ 

A  =  o. 

Um  nun  lineare  Factoren  der  quadratischen  Gleichung  in 
symmetrischer  Form  zu  erhalten,  muss  man  willkürliche  Grössen 
einführen,  welche  keinen  Einfluss  auf  die  Grösse  der  AVurzeln  aus- 
üben. Die  Auflösung  ist  abhängig  von  der  linearen  Transformation 
der  Quadric,  indem  man  setzt 

(a,  1),  c)  {ax  +  ßy,    yx  +  öy)-  =  {a,  V  c)  {x,  yy. 
Daraus  folgt  folgendes  System 

a'  =  (a,h,c){a,'yy, 

V  =  (a,  h,  c)  (a,  y)  (/3,  d\ 

c  ==  (a,  h,  cflß,  dy, 
und  man  erhält 

a'c'  —  h''  =  {ac  —  ¥){ad  —  ßyy, 
oder  in  einer  andern  Form 

(a,  l,  c)  {x,yy.(a,  h,  c)  {^,  rff-  —  [{a,  h, c)  (x,  y)  (J,  rfjf  ==  R,  {rjx  —  tyy. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  ein  linearer  Factor  der  vorgelegten 
Gleichung  ist 

(a,  h,  c)  {x,  y)  {%  ri)+V  ~  D^  (r^x  -  ?//), 

wo  I  und  7j  beliebige  Grössen  sind.     In  einer  andern  Gestalt  lässt 
sich  die  Wurzelform  schreiben 

2  ly  —  r]X  — 


§  126.    Eine  andere  Methode  der  Factorenzerlegung  eines  binären 

Trinoms. 

Um  die  quadratische  Function 

fix,  y)  =  ax'  +  21  xy  +  y^ 
in  lineare  Factoren  zu  zerlegen,  setzen  wir 

x  =  at+  ßv >   y  =^y^  +  ^v- 

Durch  Division  der  beiden  Gleichungen  erhält  man 
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af{x)  =  {ax  +  Vf  —V.  =  {ax  +  hf  +  IX, , 

§  125.   Methode  von  Cayley*). 

Die  Ausdrücke,  welche  bei  der  Zerlegung  einer  ^^Quadric"  ir 
lineare  Factoren  in  Betracht  kommen,  sind  folgende: 

/^ 

Die  Discriminante  ist  zugleich  die  quadratische  Invariante  Jo,  j 
und  die  Hesse 'sehe  Form,  welche  man  durch  Entwickelung  dei 
Function 

1        [c'f    gy       /  gY  VI 

n'{n-iy'  \_dx^  '  dy'         [dxdyj  J 
erhält.     Cayley  nennt  nun  die  Function 

my-mrmfi'.'y-f 

die  Evectante  der  Discriminante;  sie  ist  gleich  der  Quadric.    Es 
ist  ferner 

(-».fp). -(Ä)'©]-*5-^ 

die  linke  Seite  heisst  die  Provectante  der  Quadric,  ist  also  gleich 
der  vierfachen  Discriminante. 
Endlich  ist 

eine  Gleichung >    welche   ausdrückt,  dass   eine  Transmutante  de 

Quadric  gleich  ist  dem  Producte  aus  der  Discriminante  in  die  Quadric 

Wird  nun  die  Quadric  durch  ihre  Wurzeln  ausgedrückt,  so  re 

sultirt 

f=  (i{x  —  x^y)  {x  —  x,y) 

I),  =  -j-a'(x,—x.;)\ 
Sind  die  W^urzeln  einander  gleich,  so  hat  man 


*)  Cayley,  A  fifth  meiQoir  upon  Quantics.  Phil,  Trans,  vol.  148.  jJ-  429,  sqq 
London  1858. 
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A  =  o. 

Um  mm  lineare  Factoren  der  quadratischen  Gleichung  in 
symmetrischer  Form  zu  erhalten,  muss  man  willkürliche  Grössen 
einführen,  welche  keinen  Einfluss  auf  die  Grösse  der  Wurzeln  aus- 
üben. Die  Auflösung  ist  abhängig  von  der  linearen  Transformation 
der  Quadric,  indem  man  setzt 

{a,  h,  c)  {ax  +  ßy,    yx  +  ^yf  =  {a,  V  c)  yx,  yf. 
Daraus  folgt  folgendes  System 

a'  =  {(1,1,0)  {cc,yy, 

V  =  {a,  h,  c)la,  r)lß,  dl 

c  =  («,  h,  cflß,  dy, 

und  man  erhält 

ac'  —  V'  =  (ac  —  h^){c(ö  —  ßyf, 
oder  in  einer  andern  Form 

{a,l,c)lx,yr-.{a,h,c)Xl,  i?)^-  [(«,  y,c%,y){l,rf!f  ===D,  {rix-iy)\ 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  ein  linearer  Factor  der  vorgelegten 
Gleichung  ist 

(a,  h,  c)  {x,  y)  {%  n)  +y  -  Dl  (v  ^^  -  ill), 
wo  ^  und  ri  beliebige  Grössen  sind.     In  einer  andern  Gestalt  lässt 
sich  die  Wufzelform  schreiben 


,■•©,,„+ '(KL, 


^y  —  n^ 


=  +>^-Ä>. 


§  126.    Eine  andere  Methode  der  Factorenzerlegung  eines  binären 

Trinoms. 

Um  die  quadratische  Function 

fix,  y)  =  ax""  +  2h xy  +  t/"^ 
in  lineare  Factoren  zu  zerlegen,  setzen  wir 

X  =  ai+  ßri,     y^y^  +  ÖTj. 
Durch  Division  der  beiden  Gleichunc^en  erhält  man 
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Man  kann  aber  auch  die  Elimination  von  —  unterlassen,  wo- 
bei  die  Wurzelform  symmetrisch  wird^  nämlich 

_  ß  yyVaa  +  &y  =f  uYd'yaß  -f  bd 
d yyyaa+by  +  y yj yciß-^-bd  ' 

Solcher  symmetrischer  Wurzelformen  lassen  sich  noch  mehrere 
andere  herstellen,  wie  aus  den  Deductionen  in  §  103  ersichtlich 
ist,  z.  B. 

ßyyaa^  -\-  2bay  ■\^'cf  +  ad  y^^yaß^  -f  2bßd  +  cd' 
^""    Syacc'  -\-  2baY  +  cy' +     y  V^T  j/ö^^  +  ^bßd  -\-cd^' 


IV.    Von  der  Auflösung  der  kubischen  Gleichungen. 

§  127.    Methode  und  Formel  von  Scipio  Ferreo,   Nicol.   Tar^ 

taglia  und  Hieron.  Cardano*). 

(CapiUilum  ciibl  et  rerum  mmiero  aequaVmm.) 

Gegeben  sei  die  Gleichung 
dann  ist  die  Wurzelform 


-Wu^f-^^'i-Vy^'f+i.. 


21  i'   -2'^- 

Die  Vorschrift,  welche  Cardano  zur  Auflösung  dieser  Gleichuug 
gibt,  sowie  der  Beweis  derselben  lauten  im  11.  Kap.  seiner  Algebra 
folgendermassen : 

De  cubo  et  rebus  aecßtalihtis  Numero. 

Demonstratio. 

Sit  igitur   exempli    causa   cubus  gh,  et   sexcuplum  lateris   (jh 

aequale   20.   et  ponam  duos   cubos  ae  et  c?,  quorum  diiferentia 

sit  20.  ita  quod  productum  ac  lateris  in  eh  latus,  fit  2.  tertia  scilicet 

numeri  rerum  pars,  et  abscindam  eh  aequalem  ch,  dico**),  quod  si 


*)  Hieron.  Cardani   Artis  magnae   sive  de  regulis    algebraicis   über 
unus.    Papiae  1545.    Cap.  XI. 

Nicolaus,  Quesiti  ed  invenzioni  diverse.     Venezia  1546. 
Boncompagni,  Note  sur  Ferro  Scipione.     N.  ann.  Math.  XXI.  1862. 


**)  Cubus  ae  =  y,  cubus  cl  =  z,  -j/y  .  ^z  =—-  p. 


2/  —  ^  =  2  .-.  X  =  yy  —  y. 


3 

3 


I 
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itafuerit^  lineam  rt?>residuum,  esse  aequalem^/^  et  ideo  rei  aestima- 
tionem,  nam  de  gh  iam  supponebatur,  quod  ita  esset,  perficiam  igitur 
per  niodum  primi  suppositi  sexti  capitulihujuslibri,  corpora  da,dey 
dfj  ut  per  de  intelligamus  cubum  hc,  per  df^  cubum  a&,  per  (?a 
triplum  ch  in  quadratum  ah,  per  de  triplum  ah  in  quadratum  he. 
Habebimus  igitur  quatuor*)  supposita,  quorum  duo  dicta  iam  sunt, 
scilicet  quod  ex  ac  in  cTv,  vel  ch  fit  2.  Et  quod  differentia  cubi 
ae  ^  cubo  cl)  est  20.    tertium  deducitur  ex  bis  et  est  quod  cum 

/ 


ß> 


Jt 


Fig.  24. 


id,  quod  produeitur  ex  ah,  he,  ae  ter  sit  aequale  differentiae  de 
et  da  et  triplum  producti  ex  ah,  ac,  he  sexcuplum  ah,  nam 
productum  ex  ac  in  ch,  est  2.  ex  primo  supposito,  ergo  triplum 
ejus  est  sex,  et  productum  hoc  in  ah  sexcuplum  ipsius  ah.  Hoc 
autem  est  differentia  de  et  da.  Quartum  quod  patet  ex  primo 
et  secundo  corollario  sexti  capituli  quod  df  est  differentia  cubi 
ae  cum  triplo  ae  in  quadratum  c6  a  cubo  eh  cum  triplo  eh  in 
quadratum  ae.  Ponaturjgitur  cubus  ae,  a,  cubus  he,  ß,  triplum 
eh  in  quadratum  ae,  y,  triplum  ae  in  quadratum  eh,  d,  diffe- 
rentia a  et  ß ,  s,  differentia  y  et  d,  g,  diflferentia  a  et  d  sl  ß 
et  y,  d-.  Igitur  cum  s  componatur  ex  ^  et  d^,  ut  facile  est  de- 
monstrare  in  numeris  quos  et  pro  exemplo  a  latere  proposui  s 
autem  est  20.  ex  secundo  supposito  et  t,  sexcuplum  ah  et  d^ 
cubus  ah.  igitur  cubus  ah  cum  sexcuplo  ah  quod  est  cum  sex 
rebus,  nam  ah  est  latus  sui  cubi,  aequatur  20.  igitur  cum  gh 
cubus  cum  sexcuplo  gh  aequetur  20.    erit  gh  cubus  cum  sexcuplo 

*)  I.y7|/F=2;  lLy-z  =  20',  III.  3  {^V  -  }/T)yi  1/7^6  {y^-y^l)  ; 
3  |/p|/7=  y,    3  |/?r|/^  =  8,  y  -  z  =  a  —  ß  =  s; 
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(jli  aequalia  cubo  ah  cum  sexcuplo  ah,  igitur  ah  est  res,  et  ipsa 
est  differentia  duorum  laterum  producentium  2.  et  quorum  cubi 
differimt  in  20.  qiiod  erat  demonstrandum.  Ex  liis  conticienius 
regulam. 

II  e  g  u  1  a. 

Deducito  tertiäm  partem  numeri  rerum  ad  cubum,  cui  addes 
quadratum  dimidii  numeri  aequationis,  et  totius  accipe  radicem, 
scilicet  quadratam,  quam  servabis  unique  dimidium  numeri  quod 
iam  in  se  duxeras,  adjicies,  ab  altera  dimidium  idem  minues, 
liabebisque  Binomium  cum  sua  Apotome,  inde  detracta  M.  cu- 
bica  Apotomae  ex  M.  Cubica  sui  Binomii,  residuum  quod  ex 
hoc  relinquitur,  est  rei  aestimatio.    Exemplum 

cubus  p.  6.  rebus  aequalis  20.. 
2.  20. 

8. 10. 

108. 

M.  108.  j).     10. 

M.  108.  m,   10. 

M,  u.  Cu.  M.  108.  p.     10. 

m  M.  u.  Cu.  M.  108.  m.   10. 


Cardano  zählt  13  verschiedene  Formen  der  kubischen  Glei- 
chungen auf,  welche  positive  Wurzeln  geben;  es  sind  dieselben 
13  Formen,  welche  bereits  von  Omar  Alkhayyami  in  seiner  Al- 
gebra angegeben  sind  (§  90).  Nach  dem  gegebenen  Auszuge  er- 
läutert er  seine  Auflösungsmethode  numerisch  und  geometrisch 
auf  folgende  Art: 

Es  mögen  y  und  0  zwei  Kuben  bezeichnen,  also  yy  und  ys; 
ihre  Kanten.  Es  sollen  diese  Kanten  derartig  bestimmt  werden, 
dass  die  Differenz  der  Kuben  gleich  der  Zahl  q,  das  Product  ihrer 
Kanten  gleich  dem  dritten  Theil  ihrer  Zahl  2^  ^^nd  die  Differenz 
der  Kanten  die  Unbekannte  x  werde,  dass  also  folgende  Relationen 
bestehen: 

y  —  s  =  ci,    yyy3  =  -p,  yy  —  yz  =  x. 

Es  lässt  sich  nun  geometrisch  beweisen,  dass 
also 


werde. 
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x^  +  px  =  q 


Es  sei  (Fig.  25)  der  Kubus  AG  =  y,  also  die  Kante  AB  =  Yy\ 
der  Kubus  AM=z,  also  Kante  AJ=Yz.  Dann  ist 

ir  T        a 


\ 


\ 


3IU=  MS  ==  MQ  =  }^y  -  }/z  =  x  . 
Jetzt  bestellt  der  AYürfel  AG  aus  zwei  Würfeln  AM  und  MG] 
ausserdem  aus  den  drei  congruenten  Parallelelepipeden  JE,  L  T  und 
OY.    Dabei  ist 

JR  =  JX'JP'JB  =  }/y'}/J'{}/y-}/i). 

Folglich  ist 


ody 


y-^+{Vy- hy+  ^h  •  t'^  {\^y  -  >^^) , 
[\^y-  \^^Y+  3  y'y}^^{y^y  —  \^J)  =y  —  z. 

Vero'leiclit  man   diese   o-eometrisch   abo^eleitete   Gleichung   mit 


der  vorgelegten 


x^  -\-  px  =  q, 


so  ergibt  sich   daraus  folgende  Regel  zur  Auflösung   dieser  Form 
^der  kubische^  Gleichungen:    Man  suche  die  Werthe  von  y  und  2  aus 
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so  ist 


x=yy  —  Y^. 


Historische  Bemerkungen.  Unter  den  kubischen  Gleichungen 
sind  die  reinen  früher  gelöst  als  die  gemischten.  Die  älteste  Auflösung 
rein  kubischer  Gleichungen  ist  die  des  Platonikers  Menächmus  (370 
V.  Chr.).  Sie  wurde  von  dem  Erfinder  der  Kegelschnitte  bewerkstelligt 
mittels  Construction  zweier  Kegelschnitte.  Veranlassung  dazu  gab  die 
Aufgabe  des  Hippokrates  (450  v.  Chr.)  zu  zwei  gegebenen  Linien 
zwei  mittlere  Proportionalen  zu  finden*).  Seien  nämlich  a  und  h  die 
gegebenen  Linien,  x  und  y  die  mittleren  Proportionalen,  so  sollen  x 
und  y  so  bestimmt  werden,  dass 

a  :  X  =  X  :  y  =  y  :h . 
Man  zieht  hieraus  die  beiden  Gleichungen 

^2  =  ^^  (Parabel), 
xy  =  al)  (gleichseitige  Hyperbel), 
und 

x^  ==  a^h . 

Ist  -ausserdem  &  =  2  a ,  so  ist  zu  lösen  die  Gleichung 

x^  =  2a^ , 

in  Worten:  Die  Kante  x  eines  Würfels  zu  finden,  dessen  Inhalt  das 
Doppelte  eines  gegebenen  beträgt.  Diese  letztere  Aufgabe  ist  unter 
dem  Namen  „Delisches  Problem^'  bekannt  (Verdoppelung  des  Würfels, 
ÖLccTcXccaiaa^ibg  rov  ßUQSov,  duplicatio  ciibi).  Sie  ist  eines  der  drei  Cor- 
dinalprobleme  der  griechischen  Geometrie,  welche  in  der  duplicatio  cub% 
trisectio  angiili  und  quadrahira  circuli  bestehen  und  sich  nicht  auf  ele- 
mentarem Wege ,  sondern  nur  vermittels  Curven  höherer  Ordnung  geo- 
metrisch lösen  lassen.  Nach  den  Erzählungen  von  Plutarch  (Moral.  HI, 
579)  und  Philoponos  war  den  Deliern  vom  Apollo  das  Orakel  ge- 
sprochen worden,  dass  die  allgemeinen  Calamitäten  Griechenlands  nicht 
eher  aufhören  würden,  bis  sie  den  Altar  von  Delos  verdoppelt  hätten. 
(Dieser  war  von  Gold  und  ein  Würfel.)  Da  man  dieses  nicht  zu%e- 
werkstelligen  gewusst,  habe  man  sich  deswegen  nach  Athen  begeben 
und  an  Plato  gewandt.  Dieser  habe  ihnen  geantwortet,  man  müsse 
zu  zwei  gegebenen  Linien  zwei  mittlere  Proportionalen  suchen.  En- 
do xus  werde  ihnen  das  genauer  auseinandersetzen.  Plato,  den  dies 
Problem  lebhaft  interessirte,  hat  selbst  eine  mechanische  Lösung  davon 


*)  Man  vergl.  Eutocius    ad   Archimedem  Hb.   II,   ed.  d'Oxf.  p,  135. 
Der  Commentator  Eutocius  lebte  540  n.  Chr.,  aus  Askalon  gebürtig. 
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gegeben*).    Eine    ältere    Sage    von   Minos    in   Kreta    erzählt    Eratos- 
thenes  bei  Eutocins  (ad  Arcliim.  pg.   144). 

-Was  nun  die  gemischten  kubischen  Gleichungen  anbelangt,  so  ist 
nach  dem  Zeugniss  Omar  Alkhayy ami's**),  welcher  ein  berühmtes 
Werk  über  die  geometrische  Auflösung  der  kubischen  Gleichungen  mit- 
tels der  Apollonischen  Kegelschnitte  geschrieben  hat,  der  Perser  Abu 
Djafar  Alkhäzin  (950)  der  erste  Mathematiker,  welcher  die  ge- 
mischten kubischen  Gleichungen  mittels  Intersection  zweier  Kegelschnitte 
löste.  Veranlassung  dazu  gab  ein  Problem  in  Archimedis  lih.  II.  de 
spliaera  et  cylindro,  welches  auf  die  Proportion 

•  (c  —  x)  -.h  =  er  :  x'^ 

führt.     Hieraus  folgt  nämlich 

x^  +  ^^^  =  ^^^  ' 
Diese  Gleichung  war  bei  den  Arabern  unter  dem  Namen:  Gleichung 
von  Almähäni  (860)  bekannt.  Moh.  ben  19a  Abu  Abdallah  Al- 
mahani  schrieb  euien  Commentar  zum  II.  Buche  des  Archimedes  und 
versuchte  vergeblich  jene  aus  Prop.  IV  des  Buches  deducirte  Gleichung 
zu  lösen.  Eutocius  gibt  freilich  an,  dass  Archimedes  selbst  eine  Con- 
struction  mittels  der  Kegelschnitte  '  , 

x^  =  —  y  (Parabel),     y{c  —  x)  =  1)0  (Hyperbel) 

gegeben  habe.    Abul  Hassan  ben  Alhaitham***)  (f  1038)  bediente 
sich  zur  Construction  der  Wurzel  der  Curven 

oy^  =  ay  (Parabel),     y{c  —  x^  =  al)  (Hyperbel). 

Die  algebraische  Auflösung  der  gemischten  kubischen  Gleichung 
x^  -\-  px  =  q  wurde  zuerst  von  Scipione  dal  Ferro,  Prof.  der  Math, 
in  Bologna  (geb.  — ?,  Prof.  1496  —  1525,  gest.  1525)  1515  entdeckt 
und  erst  30  Jahre  später  durch  Cardano  veröffentlicht.  Cardano 
schreibt  hierüber  in  seinem  Ü6.  artis  magnae  cap.  l,p.  5:  „Temporihus 
'Nostris^  Scipio  Fei-rens  Bmioniensis^  capifulum  cuhi  et  verum  numero 
aequalimn  invenit^  rem  sane  jmlchram  et  admirabüem.  —  —  Hujns 
aemulatione  Nkolaus  Tartcdea,  Brixellensis  amicus  noster,  cum  in  certamen 
cum  iUius  discipido  Antonio  Maria  Florido  venisset^  capitidum  idem  ne 
vineeretiir  invenit,  qui  mihi  ipsum  midtis  xn'eeihiis  exoratus  tradidit."    Im 


*)  Eutocius  ad  Archimedem  prop.  III.  Auch  übersetzt  (980)  von 
Thabit  ben  Korrah.  Dieser  Theil  des  Commentars  enthält  Auflösungen 
des  Delischen  Problems  oder  der  Aufgabe  von  den  zwei  mittleren  Proportio- 
nalen mit  18  Figuren  illustrirt  und  zwar  von  11  Geometern,  nämlich  Hero, 
Philon,  Apollonius,  Diocles,  Pappus,  Sporus,  Menächmus,  Era- 
tosthenes,  Plato,  Archytas,  Nicomedes.  Man  vergl.  Omar,  Woepcke 
^  p.  XIII.  u.  p.  94. 

**)  Man    vergl.  Aldjebr  w'  ahnuchahata   d'Omar  Alkhayyami  2^ubl.    et 
trad.  par.  F.  Woepcke  p.  2.     Paris  1851. 
***)  Omar,  par  Woepcke.    Add.  A. 
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XL  Kap.  wiederholt  Cardano,  dass  Scipione  dal  Ferro  seine  Ent- 
decliung  dem  Venetianer  Antonio  Maria  Florido  (alias  dal  Fiore) 
mitgetheilt,  Tartalea  dieselbe  selbstständig  wiederholt  und  ihm  (dem 
Cardano)  ohne  den  Beweis  mitgetheilt  habe;  diesen  habe  er  nun  mit 
vieler  Mühe  gefunden.  Cardano  erläutert  die  Auflösung  und  seine 
bereits  oben  wörtlich  mitgetheilte  Kegel  an  folgender  Aufgabe  oder 
Gleichung: 

Cubus  'p  6.  rebus  aequalis  20. 

Die  Auflösung  davon  ist 

B.  V.  CIL  M.   108  p.  10  1  m.  M.  v.  cu.  M.  108  m  10;        * 

wörtlich:  radix  universalis  ciibica  radieis  ex  108  plus  10,  minus  radice 
universaU  cubica  radicis  ex  108  minus  10;  also  in  moderner  Schreib-^ 
weise  | 

X  =  y  1/108  +  10  —  Vyiös  —  10 . 

Der  geometrische  Beweis,  den  wir  oben  mitgetheilt  haben,  bezweckt 
nur  eben  dasselbe,  was  für  die  Auflösung  der  quadratischen  Gleichungen 
die  geometrische  Beweise  von  Mohammed  ben  Musa  bedeuten,  nämlich 
eine  geometrische  Demonstration  der  dritten  Potenz  einer  zweitheiligen 
Grösse.  Diese  algebraischen  Formeln  arithmetisch  zu  behandeln,  scheint 
den  Arabern  und  ihren  Nachfolgern  unendlich  schwer  gewesen  zu  sein. 
Durch  diesen  Umstand  musste  jeder  Fortschritt  in  der  analytischen 
Kunst  gehemmt  werden,  in  welcher  Diophant  und  die  Inder  ihnen 
als  Meister  vorangegangen  waren,  von  denen  sie  aber  nichts  gelernt 
hatten.  Eine  Demonstration  der  vierten  Potenz  einer  zweitheiligen  Grösse 
war  von  diesem  Gesichtspuncte  aus  nicht  mehr  möglich  und  begreif- 
licherweise ebensowenig  die  Discussion  einer  biquadratischen  Gleichung, 
weil  schon  die  kubischen  Gleichungen  aus  geometrischen  Problemen  des 
Archimedes  deducirt  wurden.  Es  darf  hier  nicht  unerwähnt  bleiben, 
dass  selbst  die  Chinesen  lange  vorher  in  der  Analytik  bedeutendere 
Fortschritte  gemacht  hatten.  Tsin  kiu  Tschau  (1220 — 1290)  verfasste 
nm  1290  ein  Werk:  Leih  tien  yuen  yih,  worin  die  Auflösung  höherer 
numerischer  Gleichungen  mit  Hülfe  der  Lihn-Tafel  oder  des  arith- 
metischen Dreiecks  gelehrt  wird.  Die  Potenztafel  der  Binome  findet 
sich  auch  bei  Tschu  Schi  Kih  (1303),  welcher  sie  eine  „alte"  Methode 
nennt.  In  Europa  scheint  sie  erst  von  Pascal  (1623  — 1662)  erfunden 
zu  sein,  nachdem  jene  Lihn-Tafel  das  Pascal' sehe  Dreieck  genannt 
wird. 

Es  bleibt  noch  übrig  einige  Bemerkungen  über  die  Umstände  der 
Entdeckung  von  Ferro,  die  Geheimhaltung  derselben,  sowie  die  Art 
der  Veröffentlichung  des  Geheimnisses  durch  Cardano  hinzuzufügen. 
Der  Grund  der  Geheimhaltung  liegt  zum  Theil  in  der  Sitte  jener  Zeit, 
öffentliche  Certamina  abzuhalten,  um  durch  Lösung  vorgelegter  Aufgaben 
vor  dem  Publicum  zu  glänzen;  Tartaglia  wünschte  aber  ausserdem 
seine  Entdeckungen   später  in   einem  eigenen  Werke   über  Algebra  zu 
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veröffentliclien.  Jedoch  bewog  ihn  Cardano,  ihm  sein  Verfahren  mit- 
zutheilen.  Wegen  der  sechs  Jahre  nachher  erfolgten  Veröffentlichung 
des  ihm  von  Tartaglia  anvertrauten  Geheimnisses  ist  Cardano  vielfach 
angegriffen  worden*).  Wie  nun  aus  einem  lateinischen  Cartello  Fer- 
rari's**),  eines  Schülers  und  Freundes  des  Cardano,  datirt  vom  J.  1547 
hervorgeht,  war  diese  wichtige  Entdeckung  von  Ferro  in  einem  Ma- 
nuscript  an  seinen  Schwiegersohn  und  Nachfolger  Annibale  dalla 
Nave  vererbt  worden.  Ein  gewisser  dal  Flore,  den  Cardano  An- 
tonio Maria  Florido  nennt,  ein  Schüler  von  Ferro,  hatte  von  der 
Auflösungsmethode  Kenntniss  erhalten  imd  Nicolo,  genannt  Tartaglia 
(der  Stotterer)  in  der  Begierde  dieselbe  kennen  zu  lernen,  sie  im  J.  1535 
selbständig  nacherfunden.  Auf  dringendes  Bitten  von  Seiten  Card  an 's 
theilte  im  J.  1539  Tartaglia  diesem  gegen  einen  Schwur,  das  Ge- 
heimniss  zu  bewahren,  seine  in  Versen***)  versteckte  Regel  mit.  Sie 
lauten : 

Quando  che'l  cubo  con  le  cose  appresso, 

Se  agguaglia  ä  qualche  numero  discreto:        x^  -{-  px  =  q 
Trovan  dui  altri,  dift'erenti  in  essö.  y  —  z  =  q 

Dapoi  terrai,  questo  per  consueto 

Chel  lor  produtto,  sempre  sia  eguale  __  fP\^ 

AI  terzo  cubo,  delle  cose  netoj  \^J 

El  residuo  poi  suo  generale, 

Delli  4or  lati  cubi,  bene  sostratti 

Varrä  la  tua  Cosa  principale.  __  |/~" ^~ 

In  dem  erwähnten  Cartello  ist  nun  mitgetheilt,  dass  Cardano 
und  Ferrari  im  J.  1542,  also  3  Jahre  nachher,  das  von  Ferro  ge- 
schriebene Werk  von  Annibale  Nave  zur  Durchsicht  gezeigt  worden 
sei.  Nach  abermals  3  Jahren  im  J.  1545  erschien  die  Ars  magna^ 
worin  Cardano  diese  Methode  veröffentlichte.  In  Folge  dessen  ver- 
öffentlichte Tartaglia  1546  in  Venedig  seine  QuesUi,  worin  er  seine 
Anrechte  an  die  Entdecliung  geltend  machte.  Den  Vorwürfen  gegen- 
über, womit  der  erboste  Tartaglia  den  Cardano  nach  dem  Bruche 
seines  Versprechens  überschüttete,  mag  dies  bei  dem  sonstigen  Charakter 


*)  Hankel,  Gesch.  der  Algebra  während  der  Renaissance;  in  dem  Werke: 
Zur  Gesch.  der  Math,  in  Alterthum  u.  Mittelalter,  S.  360  u.  ff.  Mau  vergl. 
Nicole  (Tartaglia),  Ques.  ed  invenz.  div.  lib.  IX.  Ques.  XXV  ff.  ed  Ge- 
neral trcdtato  de'  numeri  e  misure,  p.  II.  fol.  41.     Venezia  1558. 

Gerhardt,  Die  Algebra  in  Italien  seit  Fibonacci;  Grunert's  Arch.  III. 
S.  284.  1843. 

**)  Man  sehe:   Gherardi,   Beitr.   zur  Gesch.  der  math.  Facult.  der  Univ. 
Bologna.    Grün.  Arch.  LH.  S.  143  u.  ff. 

***)  Gherardi,  Beitr.  etc.  Grün.  Arch.  LH.  S.  188:  CajnMo  in  terza 
Bima  zur  Auflösung  der  Gleichung  x^  -j-  px  =  q  von  Tartaglia  am  25.  März 
1539  an  Cardano  mitgetheilt. 

Matthiessen,  Grundzüge  d.  ant.  u.  mod.  Algebra.  24 
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des  Cardano,  der  ein  Wüstling  war,  zur  Entschuldigung  dienen,  dem 
auch  Ferrari  vertheidigt  ihn  lebhaft. 

Hankel  hat  uns  in  seiner  Geschichte  eine  Darstellung "  der  Strei- 
tigkeiten und  der  Anrechte  des  Nicolo  nach  dem  9.  Bd.  der  Quesiti 
gegeben,  worin  er  den  Cardano  sehr  hart  verurtheilt,  und  bei  wem 
sollte  nicht  das  Schicksal  des  Tartaglia  Theilnahme  erwecken?  Doch 
geht  er  vielleicht  in  seinem  Eifer  für  Tartaglia  in  manchen  Stücker 
zu  weit.  Er  bemerkt  unter  Anderem,  von  gegnerischer  Seite  sei  keine 
Darstellung  der  Streitigkeiten  gegeben  worden  und  erwähnt  jenes  Car- 
tello  gar  nicht.  Freilich  ist  es  unbegreiflich,  wenn  Cardano  einen 
Einblick  in  das  Werk  Ferro's  gewonnen-  hatte,  warum  er  dies  nirgend 
in  seiner  Algebra  erwühnt;  denn  dann  war  die  Sache  doch  ja  nur  mehr 
ein  öffentliches  Geheimniss,  und  Cardano  brauchte  sich  nur  noch  mil 
Tartaglia  um  den  Modus  der  Publication  zu  verständigen.  Weiter 
schliesst  Hankel  seine  Darstellung  mit  den  Worten:  „Der  Mann,  dem 
wir  den  grössten  Fortschritt  in  diesem  Jahrhundert  verdanken,  wurde 
vergessen,  seine  Methode  als  die  von  Hudde  bezeichnet,  und  nach  dem 
treulosen  Cardano  wurde  die  dem  Tartaglia  entwendete  Formel  be- 
zeichnet." Die  Anrechte  Tartaglias  sind  genugsam  bekannt;  er  ge- 
wann sie  aber  nur,  nachdem  Ferro  auf  die  Veröffentlichung  verzichtet 
hatte.  Im  Uebrigen  sind  doch  wol  Methode ,  Formel  und  Beweis  noch 
verschiedene  Dinge  strenge  genommen.  Im  Ganzen  genommen  ist  der 
Sachverhalt  wol  so:  Ferro  war  der  erste  Erfinder  (1515),  wir  kennen 
von  ihm  aber  weder  seine  Methode,  noch  seine  Begründung  derselben. 
Tartaglia  gab  1539*)  seine  Methode  und  Cardano  1545  die 
exacte  Formel  und  den  Beweis  dazu.  Der  Beweis  von  Hudde  ist  aller- 
dings nur  als  eine  Modification  des  Ca rdan loschen  Beweises  anzu- 
sehen. 

Was  die  Auflösungsmethode  des  Tartaglia  und  Cardano  anbe- 
trifft, so  werden  wir  aus  dem  erwähnten  Cartelfe  schliessen  dürfeu, 
dass  es  die  Methode  des  ersten  Erfinders  Ferro  selbst  war.  Das 
Charakteristische  an  derselben  ist,  dass  sie  eine  Substitutionsmethode 
ist  und  dass  sie ,  wenn  auch  im  Allgemeinen  von  späteren  Algebristen 
beibehalten,  doch  im  Unterschiede  von  diesen  die  WurzeLform  bald  als 
Differenz,  bald  als  Summe  zweier  Kubikwurzeln  darstellt.  Dasselbe  ge- 
schieht auch  noch  bei  Vieta,  der  als  substituirte  Function  je  nach  der 
Form  der  Gleichung  bald  eine  Differenz,  bald  eine  Summe  wählt. 

In  Deutschland  fand  die  Lehre  von  der  Auflösung  kubischer 
Gleichungen  (cubiccoss)  Eingang  durch  Stifel,  Xylander  und  Faul- 
haber.  Während  die  ersten  Beiden  der  C ar d an i 'sehen  Regel  nur  Er- 
wähnung tliun,  gab  Faulhaber  i.  J.  1604  selbständig  einen  „Arith- 
metischen cubiccossischen  Lustgarten"  heraus. 


*)  Tartaglia  gibt  selbst  an,  seine  Methode  1534  entdeckt  zu  haben. 
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§  128.    Methode  von  Vieta*). 
(Capitidum  de  dupUcata  hyiwstasi.) 

Vieta,  welcher  zuerst  die  Wegschaffuug  des  zweiten  Gliedes 
einer  vollständigen  Gleichung  lehrte,  betrachtet  die  algebraische 
Auflösung  der  beiden  Gleichungen 

IL    x'  =  3hx  +  2c. 

Vieta  sagt**):  ProblemaL:  Cubum  adfectum  sub  latere  ad- 
firmato,  ad  quadratum  radicem  habens  solidam  idemque  affectum, 
reducere. 

I.  Proponatur  Ä  cubus  -(-  B  piano  3  in  J.,  aequari  Z  solido  2 
Oportet  facere  quod  propositum  est.  jE/ quad.  -\- Ä  inE,  aequetur 
B  piano. 

Unde  B  planum  ex  hujusmodi  aequationis  constitutione,  in- 
telligitur  rectangulum  sub  duobus   lateribus   quorum  minus  est  £", 

Tpp         ,.                 .            i      •    -1        JB  planum  —  ^  quad       ..      . 
dinerentia  a  majore  A]  igitur  — p —  erit  A. 

Quare 

B  plano-plano-plano  ~   E  quad  in  B  plano-plannm  3  -\-  E  quad.  quad  in  B 
planum  3  —  E  cubo-cubo         ^^^^^ 
E  cubo 
4-  B  pl.  pl.  3  —  ^  pl.  in  E  qu.  3 

aequabitur  Z  solido  2. 

Et  Omnibus  per  E  cubum  ductis  et  ex  arte  concinnatis  E  cubi 
quad.  +  Z  solido  2  in  £"  cubum,  aequabitur  B  plani-cubo. 


*)  Opera  mathcm.  IV.  De  aequationum  recognitione  et  emendatione  trac- 
taius  duOj  tract.  II.  cap.  VII.  (Zuerst  publicirt  von  Alex.  Anderson.  Paris 
1615.) 

Beaune,  de.    De  aequationum  natura  cap.  XV.     Frankfurt  1695. 
**)  Commentar:  I.  Gegeben  sei  a;*  -j-  36.r  =  2c.    Man  setze  z^-\-xz  =  b. 

Daraus  folgt,  dass  =  x  ist  und  weiter 

fc3  _  352-2     I     3^.4  „  ,6         3fc2  —  302!^ 

X__ . .  =  2c. 

z^  z 

Wird  alles  mit  z"^  multiplicirt  und  Gleiches  vereinigt,  so  erhält  man 

Dieses  ist  die  Gleichung  eines  positiv  gemischten  Quadrates,  welches  eine 
Kubikwurzel  hat.    Damit  ist  die  Eeduction  des  Problems  gefunden. 

24* 
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Quae  aequatio  est  quadrati  affirmate  affecti,  radicem  habentis 
solidam.    Facta  itaque  reductio  est  quae  imperabatur. 

Consectarium:    Itaque  si    Ä    cubus    et  J?    piano   3,   aeque- 

tur  Z   solido   2,    et  "[/^  piano -piano -plani  +  Zsolido-solido  —  Z 

,. ,                   I        T^        1                   B  planum  —  Z>  quad.       p,       .      , 
solido,  aequetur  i>  cubo,  ergo tT~~ '  ^1^^ 

quaeritur. 

IL    E  quad.  —  ^  in  E^  aequetur  B  piano.    Unde  B  planum 

ex  hujusmodi  aequationis  constitutione,  intellegitur  rectangulum  sub 

duobus  lateribus,  quorum  majus  est  E,  excessus  vero  ejusdem  supra 

....        E  quad  —  B  piano  ,  . .         a      r\ 

minorem  A.    igitur ^ ,  aequabitur  A.    Quare  per  ea 

quae  proponuntur,  omnibus  ex  arte  concinnatis.  E  cubi-quadra- 
tum  —  Z  solido  2  in  J^  cubum  aequabitur  B  plani-cubo.  Quae 
aequatio  est  quadrati  negate  adfecti,  radicem  habentis  solidam.  Facta 
itaque  est  rursus  reductio  quae  imperabatur. 

Consectarium   secundum:  Itaque  si  Ä  cubus  -|-  B  piano  3 
in  Ay  aequetur  Z  solido  2,  et 


YB  plano-plano-plani  +  Z  sol.  solido  -f-  Z  solido 

,       ri      1                  ^  quad  —  B  piano  -,  .,         . 

aequetur  6r  cubo:  ergo  — j^ — — ,  aequabitur  A. 

Consectarium  universale:  Denique  sunt  duo  latera,  unum 
idemque  minus  D,  alterum  idemque  majus  G,  quornm  differentia  est 
A  de  qua  quaeritur. 


1.  Folgerung:  Wenn  also 

x^  -}-  3bx  =  2c 
und 

Vb^  +  c'  —  c^z,, 
so  ist 

z"^  —  h 

Es  sei  ferner  z^  —  xz  =  h .    Daraus  folgt,  dass  =  x     ist,    und 

z 

ferner 

^6  —  ^cz^^h^. 

Dieses  ist  die  Gleichung  eines  negativ  gemischten   Quadrates,  welches  eine 
Kubikwurzel  hat,  womit  ebenfalls  die  Reduction  bewerkstelligt  ist, 

2.  Folgerung:  Wenn  demnach  x^  +  3Z>.t  =  2c  ist  und 


^63  +  0^+0  =  z,, 
so  ist 

zJ  —  h 
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Itaque 


VjC-.  YB  pl.  pl.  pl.  +  Z  sol.  sol.  +  Z  solido 
—  Vc,  YB  pl.  pl.  pl.  +  Z  sol.  solT  —  Z  solido 
est  Ä  quaesita. 

Problema  IL:  Cubum  adfectum  sub  latere  negate,  ad  quadratum 
sub  radice  solida  negatum  de  piano,  reducere. 

Oportet  autem  in  aequatione  proposita  cubum  e  triente  coef- 
ficientis  adfectionis,  cedere  solidi  comparationis  sub  quadruplo  qua- 
drato. 

Proponatul-  A  cubus  —  B  piano  3  in  ^,   aequari  Z  solido  2. 

Oportet  facere  quod  propositum  est.  A  in  E  —  E  quad.  aeque- 
tur  B  piano. 

Unde  B  planum,  ex  hujusmodi  aequationis  constitutione,  intel- 
ligitur  rectangulum  sub  duobus  lateribus,   quorum   majus   minusve 

,   -r,                                   .        .    •            •     •      >!      T    -i       JS  planum  +  JE"  quad. 
est  E,  summa  vero  minoris  ac  majoris  A.    Igitur  — j^ , 

aequabitur  A.    Quare 

piano  piano  planum  -{-  E  q.  in  B  pl.planS  -\-  E  q.  quad  in  B  planum  3  -|-  -E^cubo-cubo 

E  cubo 
—  B  plano-plano  3  —  B  piano  in  E  quad,  3 

aequabitur  Z  solido  2. 


Allgemein:  Es  gibt  zwei  Werthe,  einen  kleineren ^^  und  einen  grösseren 
z.2i  deren  Differenz  gleich  x  ist.     (Es  ist  nämlich 

h  =  s^x  -{-  z^^  =  z./-  —  Z-^x    und    x  =  z.^  —  z^). 
Demüremäss  ist 


=  K  y^'  +  c-  +  c  —  yyh^  -f  c'  - 


II.    Gegeben  sei  x^  —  ^hx  =  2c.    Man  setze  zx  —  z'^  =  h.    Daraus  folgt 

h  +  z'^  ,        .. 
=  X  und  weiter 

z 

Wird  Alles  mit  z^  multiplicirt  und  Gleiches  vereinigt,  so  erhält  mau 

2cz^  —  z^  =  h'\ 
Dieses  ist  die  Gleichung  eines  negativen  Quadrats,  welches  eine  Kubikwurzel 
hat,    womit   die  Reduction  bewerkstelligt  ist.     Es  geht  aus   der  Reducirten 
hervor,  dass  c^  >»  6'  sein  muss. 

Die  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung  ist  demgemäss 

3  3 


374  Vierter  Abschnitt.     Substitution smethoden.     IV. 

Et  Omnibus  per  E  cubum  ductis  et  ex  arte  concinnatis.  Z 
solidum  2  in  E  cubum  —  E  cubi-quadrato,  aequabitur  I?  plani- 
cubo. 

Quae  aequatio  est  quadrati  inverse  negata,  radicem  habentis 
solidam.    Facta  itaque  est  reductio  quae  imperabatur. 

Apparet  autem  ex  aequationis  illius  ad  quam  reductio  facta 
est  proprietate,  Z  solidi  quadratum  praestare  debere  _Z)  plani-cubo: 
quo  pertinet  apposita  lex  Problemati. 

Consectarium:  Itaque  si  Ä  cubus  —  Ji5  piano  3  inj.,  aequetur 
Z  solido  2. 

Vc .  Z  sol.  +  yZ  sol.Tol.^^  i?lpl."pl.  pl. 

+  VC.Z  sol.  -  y^ToTsol.  -  B  pl.  pF^ 
Est  Ä  de  qua  quaeritur. 

§  129.    Methode  von-Hudde*). 
Hudde  geht  aus  von  der  reducirten  kubischen  Gleichung 

x^  =  qx  -{-  r. 
Derselbe  sagt**):  „Proponatur  aequatio  x^  x>  qx  .  r , 


'f)Joh.   Huddenii   Epist.  I.  de  reductione  aequationum ;    Regula  XXI. 
exempl.  4.     Amsterdam  1658. 

**)  Ueber Setzung:    Gegeben    sei    die   Gleichung   x^  =  qx  -\-  r.    Es  sei 
X  ==  y  -\-  z  und  es  wird  sein  x^  -\-  y^  -\-  3zy^  -f-  3z^y  -\-  z^  =  qx  -\-  r . 

Aus  dieser  Gleichung  mögen  nun  zwei  andere  gebildet  werden  dadurch, 
dass  man  substituirt 

3zy^  -j-  Sz^y  =  qx    und    y^  -{-  z^  =  r . 
Dividirt  man  die  erste  durch  y  -\-  z  ^  so  erhält  man 

'^zy  =  (Z,    y^  =  r  —  z^ . 
Eerner  ergibt  sich 


1 

y  = 

und 


2/    =3^:^ 


y^  =  ^  f  •  ^"^  =  r  —  z^ 


Hieraus  erhält  man  weiter 


2      —    y    4:  27  ^ 


und 


oder 


i,-  +  yi.^_±ä3 
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lu  qua  X  designet  quautilatem^  cujus  valor  quaeritur;  q^kr  autem 
quautitates  cum  suis  signis,  quales  illae  iu  aequatione  reperiuntur. 
Esto  etiam  x  :x>  y  -\-  z.    Eritque 

^3  3Q  ^3  _|_  3^2/2/  +  3^«?/  +  ^^  3c  g';a;  -f-  ^ • 
Ex  hac  autem  aequatione  fiant  jam  duae  aliae,  poneiido 

?iZyy  +  Zzzy  :x)  qx,  et  ^/^  +  ^^  x)  r 

div.  per  y  -^  z        ^tozy'Xiq  \g\  y^  :x>  r  —  z^ 


und 


oder 


1 

y  -x 


3« 


DO  — 5-  X)  r 


^3o|r^yirr-^ 


et    2/'  ^  I  >•  H  ]/{  rr  -  ^  q\  quia  «/'  ^r 
1  1 

3  '^  3  ^ 

vel  2/  ^x:)  —  ,     quia  ?/  3C  — 

et     o;  X)  |/  C.  -i-  r  R  yi  rr  —  ~q^, 
quia     :r  3ü  ^  4~  2/ 


1 


2/  = 


n-ij/i- 


1  , 

■  -  27  2' 


_y'i,.±|/i,._^,3  +  y'i,.^j/i,._^^,; 


•»=l/i'-+F'i'-^-^5=+-T 


1 


Da  mm  iii  dem  ersten  Theile  der  Wurzel  x  das  doppelte  Vorzeichen  +  und 
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vel     ic  :»  Vg  I  r  8  ]/|  ^ 


1 


+ 


V<^-^Vk--l 


27  ^ 


Quonjam  vero  in  prima  parte  prioris  valoris  ipsius  x  reperitur 
Signum  ^ ,  et  in  secunda  signum  ^ ,  atque  quantitates  per  ea  con» 
junctae  omnino  eaedem  existunt-,  et  quonjam  ad  obtinendum  valorem 
ipsius  Xj  duae  illae  partes  simul  addi  debent;  poterunt  ipsa  deter- 
minari,  ponendo  pro  uno  +  >  ^t  pro  altero  — ,  ita  ut  habeatur 


VO.\r  +  Y\ 


X  :)0  V  V.  -  r  -\-   \/  —  rr  —  - - 

4  27 


+  1/^.1—1/1 


T^^-^2 


§  130.    Modification  der  Methode  von  Tartaglia   und  Cardano 

nacli  Lacroix*). 

Es  sei  die  allgemeine  kubische  Gleichung 
x^  4"  ^^^  -j-  hx  -{-  c  =  0 
durch  Wegschaifung  des  zweiten  Gliedes  auf  die  Form 

x^  +i?^  +  q  =  0 

gebracht.  Nach  Vieta^**),  geschieht  dieses  indem  man  x  -\-  —  a  =  u 

ö 

setzt.    Man  erhält  alsdann  die  Reducirte 


im  zweiten  -j-  steht,  und  die  Werthe  ganz  dieselben  sind  und  zur  Summe  ver- 
bunden, so  kann  man  die  oberen  Vorzeichen  wählen,  so  dass  man  hat 


Kl'-+l/F^«"+n-l/i'-^^ 


27  2" 


Bemerkung.     Vergleicht  man  die  Ableitung  der  Formel  von  Hudde  mit 

der  von  Cardano,   so  ist  sie  nur  als  eine  Modification  derselben  anzusehen. 

*)  Compl.  des  elemens  d'algebre.    §  68.    Paris  1799. 

**)  Vieta,  De  eraendatione  aequationum.  Tract.  II.  sub  capite:  De  reduc- 

tione  cuborum  adfectorum   tarn  sub  quadrato  quam  latere,    ad    cubos  ad- 

fectos  simpliciter  sub  latere. 

I.    Si  A  cubus  -]-  B  3  in  Ä  quad.  -|-  JD  piano  in  Ä ,  aequetur  Z  so- 


lido,  Ä  -{-  B  esto  E.    E  cubus  -j-  ^  piano  —  B  quad.  in  E  aequabitur  Z 
solido  +  -D  piano  m  B  —  B  cubo  2. 
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tc^  —  I  («2  ~  36)  it  +  ^  (2a^  —  dah  +  27c)  =  0 . 

In  einer  etwas  andern  Form  kann  man  dies  so  bewerkstelligen. 
Man  bilde  die  Variirte  und  setze  den  Coefficienten  des  zweiten 
Gliedes  gleich  Null,  also 

y,3  _|.  (3 .  ^  a)u'  +  (3z'  +  2a2  +  h)ii  +  (z'  +  az'  +  hz  +  c)=0 ^ 

dz  +  a  =  0. 
Daraus  folgt 

,  1 

X  =  u  -f-  z  =  u  —  —  Clj 

und  die  Reducii*te  nimmt  die  obige  Form  an. 

Um    nun   die   Gleichung  x^ -\- 2^ ^ -\- ([  =  0   aufzulösen,    setze 
man  x  =  y  -\-  z  und  bilde  eine  der  Resolventen  Y  =  0  oder  Z  =  0. 
Diese  sind  vom  sechsten  Grade,  lassen  sich  aber  auf  eine  quadra- 
tische Gleichung  bringen. 
Es  ist  nämlich 

x^  =  y^  +  3yz(y  +  z)  +  z^ 
px  =p{y  +  z) 

g  =  g 

folglich  0  =  2/^  +  ^3  +  g  +  (32/^  +  iO  {y  +  z). 

Unter  den  verschiedenen  Arten,  auf  welche  man  diese  Bestimmungs- 
gleichung von  y  und  z  in  zwei  andere  zerlegen  kann,  sieht  man 
leicht,  dass  die  folgende 

{^yz+p){y+^z)  =  Q, 

y'  +  ^'  +  q  =  o 

die  einzige  ist,  welche  die  Lösung  des  Problems  vereinfacht.  Da 
nun  y  -\-  z  =  X  im  Allgemeinen  von  Null  verschieden  ist,  so  folgt 
aus  der  ersten 

lind  man  erhält 

Demnach  sind  y^  und  z^  die  Wurzeln  t^  und  t,  der  quadratischen 
Gleichung 

und 
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Bezeicliiien  wir  die  Werthe  von  y  mit 

3  3  3  

Vi  =  Vk  y      ^2  =  ^1  Vh  ;      2/3  ==  ^2  Vh  ; 

diejenige  von  0  mit 

3     3     o 

0,  =  yt, ,  0.,==j,  yt, ,  0,  =  J2  yt^ , 

so  haben  wir  diese  Wertlie  so  zu  combiniren,  dass 
werde.    Demgemäss  ist 

^1  =  Vh   +  y^2  =  ^^  +  ^  ; 
3  3 

^2  =  Ji  Vh  +  Jz  Vk  =  Ji^^  +  J'z'^y 

^3  =  ^2    Vk    +   Ji   Vk  =  ^2^^  +  Jl'^y 


wo 


zu  setzen  ist. 

Setzen  wir  diese  Zahlen  werthe  ein,  so  ergibt  sich  daraus 

^1  =  V-iä  +  y\a'  +  h^^  +  K-I2  -  Vki'  +  hp' 

X.,  =^J^U  +  J-^V  =  —  ^   (if  +  i;)  +  -  (tf  _  -y)  ]/—  3, 
^3   =  ^2^*  +  ^1^  ==   --  -^    (^*  +  ^)  —    2"  *^^*  ~  '^)  1^~"  "^  • 

§  131.    Eine  zweite  Modification  derselben  Methode. 
Gegeben  sei  die  unvollständige  Gleichung 

x^  -\-  px  ~{-  q  =  0 . 
Man  substituire 

X  —  y  ^^  0^  -\-  v)  =  0  , 

Durch  Potenzirung  ergibt  sich  daraus 

x^ —  u^v^x  —  —  li^V^(tl^  -\-  v^)  =  0 . 


Die  Identität  beider  Gleichungen  erfordert 

^3^3  ^^  —  3^j^     u^  -\-  v^  =  dq:  p . 
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Durch   Combination   dieser   beiden  Bestimmungsgleichungen   erhält 
man  auch  noch 


woraus  sich  die  Cardani'sche  Formel  ableiten  lässt,  also 

..  =  F'-i.  +  i.l/i  +  ^.+l^^.-i.l/iTl. 

§  132.    Von  den  drei  Wurzeln  einer  kubischen  Gleichung. 

Dass  eine  kubische  Gleichung  drei  Wurzeln  habe  und  wie  diese 
zu  finden  seien,  haben  Euler  (1738)  und  Maclaurin  gezeigt.  Ferner 
wurde  schon  früh  erkannt,  dass  unter  gewissen  Bedingungen  in  der 
Cardauischen  Formel  die  Wurzel  unter  imaginärer  Form  erscheine 
(casus  irredudibilis).  Diesen  Fall  lehrt  Schooten*)  durch  die  tri- 
sedio  angnUj  also  auf  trigonometrischem  Wege  zu  lösen;  Leibnitz**) 
1698  dagegen  durch  Entwickelung  in  unendliche  Reihen.  Dass  in 
diesem  Falle  die  drei  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung  reell  sind, 
bewiesen  Clairaut***)  1746  und  Kaestnerf)  1745.  Es  soll 
nun  zunächst  gezeigt  werden,  wie  man  bei  den  kubischen  Gleichungen 
mittels  der  Cardani'schen  Wurzel  die  beiden  andern  findet,  und  es 
sollen  die  beiden  Fälle  discutirt  werden,  wenn  die  Gleichung  mit 
reellen  Coefficienten 

a)  eine  reelle  und  zwei  complexe  Wurzeln, 

b)  drei  reelle  Wurzeln  besitzt  ff). 
Die  gegebene  Gleichung  sei 

x^  -\-  px  -{-  q  =  0 . 
Man  setze  x  =  y  -\-  z ,  so  erhält  man 


y-F-l-z  +  l/ir  +  ^^F'^w-K, 


f 


1       i/i 


-~ä-y^/+^i''  =  ^-.R- 


*)  Fr.  V.  Schooten,  App.  de  cubicarum  aequationum  solutione,  p.  345. 
**)  Leibnitz  in  Epist.  ad  Wallisium.    Wallisii  opera  T.  III.    Epist.  27. 
***)  Clairaut,  Eleni.  d'Algebre.    P.  V.    §  VII.    Paris  1746. 
7)  Kästner,   Formulam  Cardani  aequationum  cubicarum  radices  omnes 
tenere  ostendit.     Prop.  II.    Index  prael.    Gottingae  1757. 
tt)  ^lan  vergl.  Kästner,  1.  c.    Prop.  II. 


380  Vierter  Abschnitt.     Substitutionsmethoden.    IV. 

Da  yl  drei  verschiedene  Werthe  hat,  nämlich 


|  +  |>^-3  =  J,, 


tK-3  =  ^., 


p'  =  0 


2      '      2 
SO  ergeben  sich  aus  der  Eesolvente 

folgende  sechs  Wurzelwerthe : 

Da  aber   die  Bedingung  y^  =  —  -p  erfüllt  werden  muss,  so  sind 

nur   drei  Combinationen  von  y  und  0  zur  Summe  ?/  -f-  5;  =  :r  zu- 
lässig, nämlich 


Dagegen  sind  die  übrigen  Systeme 


J.^u  -\-  J^v 


y 

u 

u 

J^u 

J,u 

J.^u 

J^u 

z 

J^v 

J^v 

V 

J^v 

V 

J^v 

weil   sie   complexe  Producte   geben,  von  der  Untersuchung  auszu- 
schliessen. 

Zu  den  beiden  andern  Wurzelwerthen,  also 

X.,  =  J,u  +  J.,v  =  -^  {u  +  v)  +^{u-  v)  y^^ 


=  J.,u  +  J^v=-  l  (u  -{-v)  —^  (u-  v)Y 


gelangen  wir  auch  auf  folgende  Art: 

Ist  x^  =  u  -\-  V  die  reelle  Cardani'sche  Wurzel,   welche   jede. 
Gleichung  von  ungeradem  Grade  haben  muss,   so  ist  nach  §  130 

x^  —  ?>iivx  —  {u^  -\-  v^)  =  0 . 
Um  zu  der  quadratischen  Gleichung  zu  gelangen,  welche  die  heiden 
andern  Wurzeln  liefert,  dividire  man  die  kubische  Gleichung  durch 
den    binomischen   Factor    x  —  («t  +  v)  =  0,    wodurch   man  erhält 

x^  +  {u  -\-  v)  X  -\-  (ti^  —  ttv  -{-  v^)  =  0. 
Hieraus  folijt  ohne  Weiteres 


X2  und  %  = 


1  Oi  +  ^)±i(u-tOl/-3. 


2  ^      I    -/  ^_  2 

Sind   demnach   ti  und  v  reelle   Grössen,   so   ist   die   Carda-1 
ni'sche  Wurzel  reell,  die  beiden  übrigen  aber  sind  complex. 
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Anders  verhält  es  sich,  wenn  i(  und  v  complexe  Grössen  sind, 
was  offenbar  der  Fall  ist,  wenn  derTerm  unter  der  Quadratwurzel 
negativ,  also 

ist,  wenn  es  sich  also  um  Auflösung  von  kubischen  Gleichungen  der 
Form  x^  —  pic  +  g  =  0  handelt.  Es  erscheinen  dann  alle  drei 
Wurzeln  mit  imaginären  Elementen  und  sie  sind  auf  eine  rein  al- 
gebraische Form  nur  dann  zu  reduciren,  wenn  der  Radicand  der  Kubik- 
wurzel ein  vollständiger  Kubus  ist  (Bombelli).  Ist  dies  nicht  der 
Fall,  so  ist  dies  nur  möglich  durch  Entwicklung  in  unendliche 
"Reihen  (casus  irreductihilis),  wie  zuerst  Leib nitz  1698,  Colson  1736, 
Nicole  1738  und  Clairaut  1746  gezeigt  haben.  Ein  Beispiel  der 
ersten  Art  ist 

x^  —  6^x—  162  =  0; 
die  Cardani'sche  Wurzel  ist 


a;,  =  i/81  -f  30  y-  3  +  ysi  -  ao  y^^^ 

=  (_  3  _j_  2  ]/^=^)  +  (—  3  —  2  V^^  =  —  6 . 

Theorem:  Sind  ii  und  v  complexe  Grössen,  so  sind  alle 
drei  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung  reell. 

Dies  Theorem,  welches  von  Clairaut,  Kästner  und  Maria 
Gaetana  Agnesi*)  bewiesen  ist,  lässt  sich  auf  folgende  Art  zeigen: 

Zunächst  ist  eine  der  drei  Wurzeln  immer  reell,  weil  die  auf- 
zulösende Gleichung  vom  ungeraden  Grade  ist.  Eine  solche  ist  die 
Cardani'sche  Wurzelform.  Man  kann  dieselbe  kürzer  schreiben  in 
der  Form 


x^^Ya  +  hY—  l  +  Va  -hY-  1  . 

In  Berücksichtigung  des  bekannten  Satzes  nun,  dass  die  Summe 
zweier  gleicher  Functionen  von  zweien  oder  beliebig  vielen  Paaren 
conjugirt  complexer  Grössen  immer  reell,  die  Differenz  dagegen 
imaginär  ist,  wird  diese  Wurzel  einen  reellen  Werth  haben,  nämlich 

Q 3 


*)  Instituzioni  analitiche  ad  usu  della  gioventü  Italiana.    I.   §  187.  Milano 
1748. 
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Die  beiden  andern  Wurzeln  sind  dann 

q    , .  o 

x,  =  J.Va  +  h  y^^^  J^J^Ya  —  h  y=T  =  —  «  -  ^  ]/3 , 

x^  =  J,  Va  +  J)  -/^T  +  J,  Va-l  y^J  =  —  a  +  ßyS. 

Es  sind  demnach  für  den   angenommenen  Fall   alle   drei  Wurzeln, 
obschon  von  imaginärer  Form,  doch  von  reellen  Werthe. 

Kästner  beweist  dies  Theorem  so:  Es  ist  evident,  dass 

Va  +  1)  ]/^=T  =a  +  ß  y^^ 

sein  muss,  weil  der  Kubus  einer  reellen  Grösse  nicht  complex  sein 
kann-,  es  ist  nämlich 


a  +  h  y—  1  =  («3  —  3^«2)  +  (3«/^2  __  ^3)  |/__  1  ^ 
Es  sei  nun 

Va-hy^=  y  —  dy^^, 

dann  ist 

}/a'  +  ¥  =  (ay  +  ß8)  +  {ßy  —  ad)  j/^^H^ 
nothwendig  eine  reelle  Grösse  und  demgemäss 

ßy  —  aö  =  0,     oder     d  =  ßy:a. 
Bildet  man  die  dritte  Potenz  beider  Seiten,  so  wird 

a  —  h  y^^^  =  {/'  —  3yd'")  +  3(yd'  ~  d^)  V^^H:, 
folglich 

a  =  y^  -  3yd'  =  y\a^  -  3ß^)  :  a"  =  «(«^  _  3^2) ^ 
und 

r  =  «;     d  =  ß. 
Hieraus  folgt  also 

und 


x^=.a  +  ßy—  1  +  a  —  ßy—\=2a  (reell). 

Das  zweite  Theorem  lässt  sich  aber  noch  auf  einem  andern  Wege 
demonstriren.  Die  eine  reelle  Wurzel  der  kubischen  Gleichung  sei 
a ;  sie  genügt  der  gegebenen  Gleichung  x^  -\-  px  -\-  q  =  0  und  es 
ist  also  auch 

a^  -\-  pa  -\-  q  =  0 , 
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Die  Differenz  dieser  und   der  gegebenen  Gleichung  muss  ebenfalls 
verschwinden,  also 

(x^  —  ß^)  +  p(x  —  «)  =  0 
sein.    Dividirt  man  diese  Gleichung  durch  den  binomischen  Factor 
X  —  «,  worin  x  von  a  verschieden  ist,  so  resultirt 

x^  +  ax  +  (^-  +2i)  =  0, 
welche  quadratische  Gleichung  die  beiden  andern  von  a  verschie 
denen  Wurzelwerthe 


X2  und  ^3  =  —  Y  «  +  V  ~"  X  "^  ~  -2^ 
liefert*). 

.  3 

Diese  Wurzeln  sind  offenbar  complex,  so  lange  ^)  >  —  —  «^ 

oder  «-  >  —  —  2^  ist,  wobei  j)  sowol  positiv  als  negativ  sein  kann. 
Die  Bedingung 

«-  >   -  3  i> 

kann  auch  ersetzt  werden  durch  die  andere 


Ist  nämlich  p   positiv,   so  ist  jedenfalls  diese  Ungleichung  richtig; 
ist  0  >  ji)  >  —  T  "^7  ^^^^  etwa 

2)  =  —  (  —  T  ^'^' )  ?    ^*  ^  '''  ?    ^^^^^  *^^  ^^'^^  ^'  positiv, 


so  ist 


und  wegen 


auch  noch  immer 


Es  ist  aber  auch 


9  An 

ct=  —  TT-  p 


\^  3mJ    -^  9 


*)  Eine  andere  Form  gibt  Yonng:  The  analysis  and  Solution  of  cubic 
and  biqnadratic  equations.  London  1842,  Man  vergl.  Lobatto,  Journ.  niath. 
IX.  p.  177.     1844. 
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oder 

und  wegen  der  vorhergehenden  beiden  Ungleichungen 


oder  endlich 


2  ^  3         1     2 


a'  +  i-,f>^ 


4  ^       '27 

Die  beiden  Wurzeln  x.^  und  x.^  sind  ferner  reell^  wenn 
p  ^  —  —  «^     oder     a^  ^  —  —p 

ist.    Es  muss  also  in  diesem  Falle  p  wesentlich  negativ   sein  wie 
die  rechte  Seite. 

Man  kann  mm  leicht  zeigen,  dass  unter  dieser  Voraussetzung 

sein  muss. 

Sei  nämlich  der  Bedingung  zufolge 

«==  —  T  ~  Py     m  <Cn^     m  und  n  positiv, 
so  ist 

Nun  ist  aher 

n  \  nj  ' 

folglich  die  beiden  Wurzeln  X2  und  x.^  ebenfalls  reell,  wenn 


oder 


2^^-^/, 


ii'  +  ^P'^O 


ist,  d.  h.   also  wenn  die   Cardani'sche  Formel   in   complexer  Form 
erscheint. 

Ist  im  speciellen  Falle  —  (/  +  97  i^^  =  0  ,  so  ist 
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X2  und  x^  =y——p. 

Der  Ausdruck  -rcf  -\--^  p^   ist .  nun    ein   aliquoter  Theil    der 

Discriminante    der   kubisclien    Gleichung.     Die    Discriminante    der 
vollständigen  Gleichung 

x^  +  ax^  -{-hx  -\-  c  =  0 
ist  nach  dem  Früheren 

In  der  angenommenen  Gleichung  ist  nun  a  =  0 ,  h  =  p  und 
c  =q  ,  also 

B,  =  4/  +  27./  =  108  (I  /  +  ^\i,^)  • 

Die  beiden  oben  ausgesprochenen  Theoreme  über  die  Realität 
der  Wurzeln  lassen  sich  demnach  auch  auf  folgende  Art  aus- 
drücken : 

1.  Wenn  die  Discriminante  der  kubischen  Gleichung  po- 
sitiv ist,  so  hat  die  Gleichung  eine  reelle  und  zwei 
complexe  Wurzeln; 

2.  wenn  die  Discriminante  negativ  ist,  so  hat  die  Gleichung 
drei  reelle  Wurzeln; 

3.  wenn  die  Discriminante  gleich  Null  ist,  so  sind  die 
drei  Wurzeln  reell,  jedoch  zwei  derselben  einander 
gleich. 

Ist  nämlich  die  Discriminante 

A  =  —  (^1   —  ^2)^    fe  —  ^3)X^3  —  ^lY  =  0 , 

so   ist  einer  der  Factoren  gleich  Null,  d.  h.  es  sind  zwei  Wurzeln 
einander  gleich. 

Die  Auffindung  der  reellen  Wurzelwerthe  im  casus  irrcductibilis 
geschieht  entweder  mittels  Reduction  der  Aufgabe  auf  die  der 
Dreitheilung  eines  Winkels  oder  durch  Anwendung  des  binomischen 
Lehrsatzes,  oder  durch  verschiedene  Näherungsmethoden,  wenn  die 
Gleichung  numerisch  ist.  Wenn  die  beiden  Binome  unter  den 
Kubikwurzeln  vollständige  Kuben  sind,  so  lassen  sich  die  Wurzeln 

Matthiessen,  Grundzüge  d.  ant.  u.  mod.  Algebra.  25 
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entweder  durch  Probiren   oder   durcli   Auflösung   der   Factorenzer- 
legung  des  Absolutgliedes  finden.     So  z.  B.  hat  die  Gleichung 

x^  —  5a;  +  4  =  0 

die  rationale  Wurzel   1   und  deshalb   sind    die  Radicanden  in  der 
Cardani'schen  Wurzelform 


..  =  |/_2+i}/r^+l/-2-il/^ 
vollständige  Kuben  und  zwar  von 

Y  +  Y  }/-  f  "'^'1  T  -  Y  l/-  T  • 
Ist  überhaupt  die  gegebene  Gleichung 
x^  -\-  ^x  -\-  q^  =  ^ 
und  x^  die  rationale  Wurzel,  so  ist 


3/— 


Man  kann  in  ähnlichen  Fällen  leicht  die  Kubikwurzeln  aus 
surdischen  oder  complexen  Binomen  ziehen.  Dies  Verfahren  wird 
meist  Bombelli  zugeschrieben,  findet  sich  aber  schon  bei  Car- 
dano  im  25.  Kap.  des  Buches:  De  regula  Aliza.  Will  man  die 
Kubikwurzeln  der  Binome  in  Reihen  verwandeln,  so  kann  dies 
auch  mittels  des  Binomialtheorems  geschehen.  Eine  andere  Me- 
thode die  Wurzel  mittels  Integralcalcüls  in  unendliche  Reihen  zu 
verwandeln,  ist  von  Colson*)  angegeben  worden.  Nach  dem  Bi- 
nomialtheorem**)  ist  für  a  >  & 

für  a  <  &: 

-  _  97)^  l^-^ 1.2.  ha^    ,      ]_  2  .  5  .  8  .llCT^   __        \ 

""~     M^36         3  .  6  .  9&3  "T"  sTe  .  9  .  12  .15Z>^         ") 

Die  Methode   der  Binomialreihen    ist    indess    für   numerische 


*)  Isaac  Newton's  Method  of  Fluxions;  with   a  perpetual  comment. 
by  John  Colson,  p.  308. 

**)  Man  vergl.  Heis'  Sammlung  von  Aufgaben  §  92.  Nr.  24;  und  Mat- 
thiessen,  Schlüssel  zu  Heis'  Aufgabensammlung  §  92.  Nr.  24;  §  95  b; 
Nr.  25  u.  29;  §  101.  Nr.  9;  §  105.  Nr.  25.    Köln  1878. 
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Berechnungen  unpraktisch  ,  wenn  a  nicht  mindestens  gleich  3  h  oder 
h  gleich  3  a  ist. 

§  133.    Methode  der  Integration  von  Landen*). 

Joh.  Landen  hat  gezeigt,  wie  man  durch  Anwendung  der 
Differenzial-  und  Integralrechnung  die  algebraische  Wurzelform  einer 
kubischen  Gleichung  herstellt.  Die  Methode  ist  elegant  und  „in- 
geniös", wie  Kästner  sich  ausdrückt.    Gegeben  sei  die  Gleichung 

x^  — 2>x  +  g  ==  0. 
Es  lässt  sich  zeigen,  dass 


Man  bilde  die  Differenzialgleichungen 


11=  _  (3.^-^), 

2^2  OX  j^ 

=  -  6. 


Die  letzte  Gleichung  multiplicire  man  mit  c^q,  also 


und  integrire.    Man  erhält 

ex  2  \oxy      ' 

Die   Constante   C  wird   gefunden   durch   die   Erwägung,    dass 

iÜY  X  =  0,  t^  =  p  und   i~  =  0  werden. 

'  ex        ^  ox^ 

Demgemäss  ist  die  Constante  gleich  —  6^  und  das  vollstän- 
dige Integral 

dq        {d^q\^ 


ex        \cxy  ^ 


*)  Joh.  Landen,  Mathematical  lucubrations.    London  1755. 
Kaestner,  Index  praelectionum  1757.    Prop.  IV,  pg.  12. 

25* 
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Hieraus  folgt  nun 

2>/3 


Vp 

V  ex 


dq 


Man  multiplicire   beiderseits  mit   dq  und  integrire    abermals^ 
wodurch  man  erhält 

3^.,=+|/;r||.(2,,+||)+c.. 

Die  Constante  C^   wird  gefunden  durch   die   Erwägung,   dass 

für  X  =  0,  q  =  0  und  ^  =  p  wird.     Die  Constante  (7^   ist  also 

gleich  Null.    Erhebt  man   die  Gleichung  beiderseits  zum  Quadrat, 
so  resultirt 

Aus  der  ersten  der  drei  Differenzialgleichungen  folgt  aber 

und  wenn  man  diesen  V\^erth  in  die  eckige  Klammer  einsetzt: 

272^  -  4p'  =  [3a;^  -  4p]  (^^J. 

Es  ist  folglich 

dx cq 


]/^'— yP  sy' 


Q-'-^P' 


Die  Integration  dieser  Gleichung  ergibt 

3  ,- ■ 

Transponirt  man  nun  wie  folgt: 

x  =  yi  •  u  —  yx^  —  yP 
und  erhebt  beiderseits  zum  Quadrat,  so  erhält  man 

y  1  .u 
Wegen  der  Relation 


yx^  —  Y  p  =  y  1  'U  — 


X 
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ifüt  Weiter 

13/-  2  /?  3/- 

yl  .21 

folglich 

13/-  2    3/-2       ü 

Setzt  man  an  die  Stelle  von  n  wieder  seinen   ursprüngliclien 
Wertli,  so  erhält  man  die  allgemeine  Wurzelform 

.=^ii;^-i,+ ±i/jT|p+i>if  _i,_||/7zp. 

Die  vorhergehende  Methode  führte  Colson  zur  Reduction  der 
algebraischen  Auflösung  auf  das  Problem  von  der  trisectio  anguli. 
Betrachten  wir  die  DiflPerenzialgleichung 

ex  cq 


y^-^'-YP  3]/r/-A^3' 


so  lässt  dieselbe  sich  auch  schreiben 

ex  cq 


Vt""^'  3|/P 


Dies  sind  offenbar  die  Differeuziale  der  Bögen  zweier  Winkel, 
nämlich  von 

.      .i;  1/3"  1  .     —  g  .  3  V3" 

arc  sin  — ^  =  —  arc  sin 


2]/p  3  2i)]/2J 

Man  setze  nun 

—  q  .  31/3" 

und    den    kleinsten  Winkel,    welcher    dann    sin    (=  «)    entspricht, 
gleich  89),  so  ist 

.     x'V'^ 
arc  sin  —^—  =  q) 

und 

X,  ==  2  y^^  p  .sincp. 

Die  Auflösung  der  Gleichungen  mittels  goniometrischer  Func- 
tionen wird  ausführlicher  im  sechsten  Abschnitt  vorgetragen. 
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§  134.    Eine  Methode  der  Behandlung  des  irreductiblen  Falls*). 
Gegeben  sei  die  unvollständige  Gleichung 

x^  +  2^x  -\-  q  =  0 . 
Man  gehe  von  der  Bemerkung  aus,  dass  eine  jede  reelle  Grösse 
dargestellt  werden    kann  entweder  in  der  reellen  Form  f(x)  oder 
auch  in  der  complexen  Form 

WO  X  und  y  reelle  Werthe  haben,  y  auch  gleich  Null   sein  kann. 
Man  multiplicire  die  gegebene  Gleichung  mit  8  und  substituire 
die  identische  Gleichung 

.         2x={x  +  y  y-1)  +     ^'+J^  . 

Dies  gibt 

0=ix  +  y  V^iy+S  ix'  +  tf)  (x  +  y  V^^l)  +  3  j~= 

{x-\-yy—\)  x-\-yy—i 

Unter  der  Annahme 

3(^'  +  2/')  +  4p  =  0 
erhält  man  eine  Resolvente  vom  sechsten  Grade,  welche  sich  auf 
eine  quadratische  reduciren  lässt,  nämlich 


^^qyx-^yy-  1/-  -  ^^ 
Man  findet  hieraus 


(x  +  2/  Y^^if  +  8g(*  +  2/1/-  1)'  - 1;/  =  0. 


3  . — 

Wenn  also  die  Discriminante  21  q^  -\-  4p^  negativ  ist,  so  ist 
y  reell,  während  x  den  reellen  Theil  der  Function  u  bezeichnet;  u 
hat  also  einen  complexen  Werth.    Es  ist  nun  weiter 

_^ 
^/ 7  x^-\-y^  Y^ 


x  +  yV-\         2|/l.M 


=2ny-\<i-Vi<f+l,f=^^K'.v. 


*)  Matthiessen,  Die  algebraischen  Methoden  etc.    D.  27.    Leipzig  1866. 

Schlüssel  zu  Heis'    Sammlung.    II.  Bd.  S.  321. 

Man  vergleiche  auch  III.  Abschn.,  III.    Die  irreductiblen  Gleichungen,  §  67. 
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um  Xy  d.  i.  den  Wurzel werth  der  vorgelegten  Gleieliungj  zu 
erhalten,  kann  man  -entweder  die  halbe  Summe  von  x  -\-  y  ]/ —  1 
und  X  —  y  Y —  1  nehmen  oder  auch  mittels  des  Theorems 

Real  f{x  +  ,j  >/=!)  =  i-  f  (a;  +  2/  V^^)  +  4  f{x  -  y  V^^^Ti) 


aus    der    complexen    Function   u    den    reellen    Werth    ausscheiden, 
welcher  gleich  x  sein  wird.    Es  ist  demnach 

3/ —  —  3 

X, 


ä  =  |/ -  i  2  +  l/f?r^  i'-^ + ]/ -  i  2  -  Vr/ +  ^  i'^ 


oder  wenn  man  der  Kürze  wegen 

3 


setzt, 


K - i 2  +  ]/t r+  ^/  ^"Va  +  hV-  1 

Q    q    

X,  =  Va-\-h  y^^  -i-ya  —  h  y^^ 

=  4-  -^1  +  V  .'/i  V- 1  +  V  ^1  —  4-  2/i  v^^^  • 


Da  y  1  die  drei  verschiedenen  Werthe 

1,^1 I  +  yV^^'  J-^-'y-tV^^ 

besitzt,  so  ist 

x,  =  2  Real  [(-  |  +  ^-  V^  }/„  +  j,y~ij 

=  j^  }/a  +  bY^  +  J,h  -  61/^1=  -  '-X,  -  l^^yS; 


x.^  =  2  Real 


(-Y-yV=^)>'a  +  6}/=T' 


3/— - 


Die   Coefficienten   der  vorgelegten  Gleichungen  sind  demnach 

oo^  +  x,  +  X.,  =  X,  -  ^x,  —  ~  y.Y-  3  —  ^  x,  +  ~  y^V—  3  =0 , 

x^x,  +  x^x.^  +  x^x.  =  —  -^  ix;'  +  y^-)  ==p, 

« 

^1  ^2  ^3   =  X  -^i   ^^l'  "   ^^i')   =  —    ^  • 
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§  135.    Methode  von  Hulbe*). 
Gegeben  sei  die  Gleichung 

x^  -]-  px  -{-  q  =  0 . 
Man  nehme  an  die  neuen  Unbekannten  0  und  u  dergestalt,  dass 
0^  —  X0  -j-  ti  =  0 
ist  und  bilde  hiervon  die  Gleichung  der  Wurzelkuben   (cf.   §  25). 
Dieselbe  ist 

0^  —  {x^  —  3ux)/'^  -\-  u^  =  0. 

Nimmt  man  nun  an  es   sei  u  = —  ^.  so  wird 

x^  —  Sttx  =  x^  -{-  px  =  —  q 
und 

Weil  ferner  x   der  Coefficient  des   zweiten   Gliedes   der  sub- 
stifcuirten  Function  ist,  so  ist 

x  =  0^+  0.,, 
woraus  sich  also 'die  Cardani'sche  Formel  ergibt. 

Die    Art,    wie    Hulbe  zu    dieser   hübschen    Methode    geführt 
wurde,  mag  in  folgender  Schlussfolgerung  beruhen.  Die  Substituirto 
des  Vieta  ist  ganz  dieselbe  und  führt   ebenfalls  zu  jener  bikubi- 
schen Resolvente.    Diese  ist  aber,  wie  man  leicht  sieht,   die  Glei- 
chung der  Wurzelkuben  einer  quadratischen  Gleichung 
0^  —  mz  -\-  n  =  0 . 
Bildet  man  die  Gleichung  der  Wurzelkuben,  so  resultirt 
z^  —  (m^  —  ?>mn)z^  +  n^  =  0, 


also 


m^~  3mn  =  —  q,    n^  =  —  ^P^,     ^^  = t P 


Daraus  folgt  ohne  Weiteres 

m^  -\-  pm  -\-  q  =  0 
und  m  =  X. 

*)  Dieser  leider  in  Vergessenheit  gerathene  Algebrist  hat  eine  Mengo 
scharfsinniger  Auflösungen  der  kubischen  und  biquadratischen  Gleichungen 
erfunden,  Hulbe,  Secretär  der  Königl.  Lotterie  in  ßerlin ,  schrieb:  Analy- 
tische Entdeckungen  in  der  Verwandlungs-  und  Auflösungskunst  der  höheren 
Gleichungen.  Berlin  und  Stralsund  1794.  Die  vorstehende  Methode  ist  S.  134 
beschrieben. 


I 
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§  136.    Methode  von  T sc liirii hausen*). 

Eine  Methode,  welche  die  Möglichkeit  ihrer  Anwendung  zur 
directen  Auflösung  der  Gleichungen  aller  Grade  zu  versprechen 
schien,  verdanken  wir  Tschirnhausen.  Ihr  Princip  ist  bereits 
im  allgemeinen  Theile  auseinandergesetzt  worden.  Dasselbe  stützt 
sich  auf  die  Voraussetzung,  dass,  so  wie  nach  Vieta's  Verfahren 
das  zweite  Glied  einer  Gleichung  durch  die  Substitution  ersten 
Grades 

x  +  a  +  y  ^0 

zum  Verschwinden  gebracht  werden  kann,    sich    auch  m  Glieder 
werden  fortschaffen  lassen  durch  eine  Substitution  m^^'^  Grades  z.  B. 

^«  _|_  2)x  '"-^  +  qx"'-^  H \-  SV  -\-  t  +  y  =  0 , 

wo  p,  q  u.  s.  w.  neue  Bestimmungsgrössen  bezeichnen. 

Die  substituirte  Function  ist  in  Bezug  auf  x  von  niedrigerem 
Grade  als  die  gegebene  Gleichung.  Durch  Elimination  von  x  aus 
beiden  Gleichungen  erhält  man  eine  Gleichung  in  y,  welche  von 
demselben  Grade  ist,  als  die  gegebene.  In  der  Resultante  Y  =  0 
kann  man  dann  beliebig  viele  Glieder  gleich  Null  setzen,  so  dass 
sie  dadurch  direct  lösbar  wird.  Tschirnhausen  hat  seine  Methode 
nur  auf  die  unvollständige  kubische  Gleichung  angewendet;  La- 
grange und  Bring  haben  dieselbe  auch  zur  Auflösung  der  bi- 
quadratischen Gleichungen  benutzt,  sowie  auch  damit  die  der  Glei- 
chungeu  vom  fünften  Grade  versucht. 

Die  vorgelegte  Gleichung  sei  wiederum 
x^  -\-  px  -{-  q  =  0 
und  die  substituirte  Function  die  quadratische 
x^  -{-  vx  -\-  tv  =  yy 

Mittels  dieser  Substitution  lässt  sich  nun  die  gegebene  Glei- 
chung auf  eine  binomische  von  der  Form 

f  =  G 
reduciren.     Setzt   man   einstweilen  u  an  die  Stelle  von  w  —  y,  so 
erhält   man   durch   die  Elimination  von  x  mittels  Anwendung  der 


*)  Tschirnhausen,  Graf  von  (1651 — 1708),  Herr  von  KiesUngswalde  und 
Stoltzenberg  in  der  Oberlausitz.  Auswärt.  Mitgl.  der  Pariser  Acad.  seit  1682. 
Schrieb:  Methodus  auferendi  omnes  terminos  intermedios  ex  data  aequatione  per 
D.  T.  Act.  Erudit.  II.  204.  Lipsiae  1683.  Die  Theorie  dieser  Methode  ist  ent- 
wickelt in  §  50 ,  und  die  auf  die  Methode  bezügliche  Litteratur  in  §  37  zu  finden. 
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Methode  des  grössten  gemein schaftlichen  Theilers  zweier  Polynome 
die  Relation 

u(jp  -{-  v^  ~  uf  —  (q  +  vii)  [v  (jp  -]-  v^-  —  u)  —  (q  +  vu)]  =  0 , 
und  der  letzte  Divisor  ist 

(p  +  v^  —  u)x  +  (g  +  vu). 
Ordnet  man  die  Gleichung  nach  Potenzen  von  u^  so  wird 
u^  ~  2pu^  +  (j)2  -{-  pv^  +  3qv)u  +  q{q  ~  pv  —  v^)  =  0, 
und  wenn  man  an  die  Stelle  von  u  wiederum  tv  —  y  setzt, 
if  —  ißiü  —  2p)y'-  +  (ßtv'  -  Apiü  +p^  +  pv^  +  3qv)y 

—  [tv^  —  2ptv^  +  {p^  +  pv^  +  3qv)tv  +  q{q  —  pv  —  v^)]  =  0 . 
Setzt  man  die  beiden  mittleren  Glieder  gleich  Null,  so  liefern 
diese  Relationen  die  Werthe  von  v  und  w,  nämlich 


Demnach  ist 

3 


und 

!/i  =  y'C,    y,  =  J,  ]/C,    y,  =  J^  ^C. 
Da  der  letzte  Divisor  der  beiden  Polynome  gleich  Null  gesetzt, 
einen  Wurzel werth  der  vorgelegten  Gleichung  liefern  muss,  so  ist 
allgemein 

X  =    g  +  ^  ('^^'  —  y)    . 

p  -\-  v'^  —  {lo  —  y) 

Setzt  man  die  drei  Werthe  von  y  nach  einander  in  diesen 
Ausdruck  ein,  so  erhält  man  die  drei  verlangten  Wurzelwerthe 
der  gegebenen  Gleichung. 

Dieselben  lassen  sich  mit  leichter  Mühe  auf  die  Card ani'schen 
Wurzelformen  reduciren.  Man  erhält  nämlich  zunächst  aus  der  rein 
kubischen  in  y 

Führt  man  diesen  Werth  von  y  und  den  für  tv  erhaltenen  Werth 
in  die  Gleichung  des  letzten  oder  gemeinschaftlichen  Divisors  der 
Polynome  ein,  so  resultirt 


=  Kf^ 


p:  V-^ 


3  3    ^      r     3 
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Durch  Einsetzung  des  Wertlies  von  v  erhält  man  dann  die 
Cardani'sche  Wurzelform. 

Die  Gleichung  in  v  (Resolvente)  ist  quadratisch  und  hat  also 
zwei  Wurzelwerthe,  welche  der  Auflösung  genügen.  Um  zu  sehen, 
warum  r.  zwei  verschiedene  Werthe  haben  kann,  müssen  wir  unter- 
suchen,  von  welcher   Art   die  Function  der  Wurzeln  x^^x^^yX^  ist. 

Demgemäss   eliminiren    wir   w  und  y  =  "|/T .  yC    aus    den    drei 
Gleichungen: 

X,'  +  vxi  -f  tc  —  >/C  =  0  , 

3 -— 

a;/  +  VX2  +  tc  —  Ji  yC  =0, 

x,'  +  vx,  +  w-J,}/C  =  0. 
Die    Elimination    wird   bewerkstelligt    dadurch    dass   man    sie 
addirt,   nachdem  man   die   zweite  mit  J^,  die    dritte  mit  Jo  multi- 
plicirt  hat.    Es  resultirt 

Diese  Wurzelf unction  hat  nur  zwei  Werthe,    denselben    und 

den  zweiten 

^.   ^  _xl±J^xl^rJ^ , 

-  .l\    +    ^2  0-2    4-   Jl  ''^'3 

Alle  andern  Permutationen  gehen  hervor  aus  diesen  beiden, 
wenn  man  Zähler  und  Nenner  nach  einander  mit  J^  und  J^  mul- 
tiplicirt;  so  hat  v  nur  zwei  verschiedene  Werthe.  Was  w  anbe- 
trifft, so  erhält  man  durch  x\ddition  jener  drei  Gleichungen,  wegen 

x^^  -\-  X2  -\-  x.^  =  ö , 

1  *> 

^^'  =  —  y  u'i'  +  ^^2'  +  oc,-)  =  YPy 

wie  wir  bereits  oben  fanden. 

Wenn  man  die  beiden  Ausdrücke  für  v^  und  V2  auf  gleiche 
Benennung  bringi,  so  wird  der  Nenner  gleich 

(.rj   +  ^1^2  +  «^2^3)(^l  +  *^2^2  +  «^1^3)  =  ^1'  +  ^2"  +  ^3^ 
+  (^1   +  J2)  (^1^2  +  ^1^3  +  ^2^3)  =  S2—p=   —  ^p. 

Ebenso  findet  man 

(Xj^  +  J.,X2  +  J^X^)  {Xj^  +  «^1^2^  +  ^2^3^) 

=a;/+  xJ-\-  x^^-{-  Jj  (x\%+  x.%+xfx._^  -f  J2  {Xi^X2+  x.^'^x^+  x^-x.^. 

Wenn  wir  aber  ^1  =  y  (^1  +  ^2^2  +  ^1^3)  zur  dritten  Potenz 
erheben,  so  erhalten  wir 
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21z,'  =  x;\  +  xi  +  xi  +  ?>J,W^,  +  ^/^i  +  ^3'^.) 
Demgemäss  ist 

^l(^l'^3  +  ^2"^!    +  ^3'^2)  +  ^2(^l'^2   +  ^3'^!   +  ^2'^3) 

=  ]-  (27^/  -8,-  Qx,x,x.^==dz,'  +  2q-  |  ^,, 
und  folglich 

p     ^ 

woraus  wieder  die  Car dänische  Formel  hervorgeht. 


§  137.    Methode  von  Euler*). 
Aus  der  Bemerkung,  dass  durch  die  Substitutionen 

X  =  -yv  j 

3 —       3  — 

x==yv,  +  yv, , 

eine  Auflösung  der  reducirten  Gleichungen  2*^^^,  3**^"  und  4*^^  Grades 
liefern,  glaubte  Euler  irriger  Weise  schliessen  zu  dürfen,  dass  es 
gelingen  werde,  alle  um  das  zweite  Glied  reducirten  Gleichungen 
höheren  Grades  aufzulösen,  wenn  gesetzt  werde 

n  / —  n  I —  n  . —  n  , 

x=yv,  +  y   +yv.+-"-\-yvn-i, 

wo  V  die  Wurzel  einer  Resolvente  von  nächst  niedrigerem  Grade 
bezeichnet.  Da  er  hiermit  bei  Gleichungen  von  höheren  als  dem 
4*®"  Grade  nichts   ausrichtete,  corrigirte  Euler 

n  , —  n  ,  -2  n  f — 3 

X  =  z^y V -\- z.^y V  -\-\y '^  -\- ' ' '  1 

worin  dem  Werthe  yv  nacheinander  zu  unterstellen  sind  die  Grössen 

\.yv  ,       aYv  ,     a^  Yv,  ' '  •  a^-^  ]/^; , 
wo  a  irgend  eine  der  complexen  ^^**'"  Wurzeln  der  Einheit  bedeutet. 


*)  De  resolutione  aequationum  cujus  vis  gradus.  Nov.  Comm.  Acad.  Pe- 
trop,  T.  IX.  1764.  Man  vergl.  Blomstrand,  De  methodis  praecipuis  etc. 
p.  36;  ferner  oben  §  37. 
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Gegeben  sei  die  unvollständige  Gleichung 
x^  -\-  px  -^  q  =  0 . 

Wir  setzen   der  Kürze  wegen   yv  =  y  und  substituiren 

^  =  ^l2/  +  ^22/^    y^  —  v  =  0. 
Die  vorgelegte  Gleichung  geht  dadurch  über  in 

x^  —  ^z^z.2'^x  —  {z^^v  +  z.2^v^)  =  0. 
Aus   der   Vergleichung   dieser  abgeleiteten  Gleichung  mit  der 
gegebenen   folgen    die  Bestimmungsgleichungen   für  z^y  z.y  und  Vj 
nämlich 

^Z^Z^v  =  —  p  f     z^^v  +  Z.S-  =  —  g  . 
Da  diese  beiden  Gleichungen  drei  Unbestimmte  enthalten,  so 
ist   eine    willkürlich.     Setzt   man  z^  =  \  ^   so   wird   z.2  =  — j?  :  3  t' 
und  die  Resolvente  ist 


Es  ist  nun 


v^  -{-qv  —  ^^p^  =  0 


pv  p 


Diese  stimmt  mit  der  Cardani'schen  Wurzelform  über  ein  und 
es  sind  die  Wurzelwerthe 

3 


P  T  T      P 


a"-  4-  —  «3 , 


rTo.  =  ahf  —  — ^  =  J.,y  —  J,-~  - 

§  138.    Methode  von  Bezout*). 

Zur  Auflösung  der  reducirten  Gleichungen  empfiehlt  Bezout 
in  seinem  Memoire  als  erste  Methode  y  zu  eliminiren  aus  den 
Gleichungen 

2/«  —  1  =  0 
und 


*)  Bezout, Mem.   sur  la  resolntion  generale  des  equations  de  tous  les 
degres.  Mem.  Par.  pour  Fannee  1765.  Paris  1768. 

Man  vergl.  Blomstrand,  De  meth.  praec.  pg.  42. 
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Die  Resultante  werde  mit  der  gegebenen  Gleichung  verglichen; 
dies  führt  zu  einer  Anzahl  von  Bestimmungsgleichungen  der  un- 
bestimmten Coefficienten  z^,  z^,  u.  s.  w.  Diese  Methode  unter- 
scheidet sich  von  der  vorhergehenden  nur  in  ihrer  Entwicklung, 
indem  nämlich  in  jener  eine  Resolvente  in  v  oder  y  gesucht  und 
eine  der  unbestimmten  Grössen  willkürlich  angenommen  wird,  wo- 
gegen Bezout  sofort  v  =  1  setzt. 

Gegeben  sei  die  unvollständige  Gleichung 

x^  -\-  px  +  g  =  0  . 
Man  substituire 

^  =  ^i2/  +  ^22/%     2/^—1  =  0. 
Wird  die   erste  nach  einander  mit  y  und  ^/^  multiplicirt,   so 
erhält  man  folgende  drei  Gleichungen: 

X  —  z,y  —  z.^y^  =  0 , 
yx  —  zy  —  ^2  =  0  , 
y^x  —  z^  —  z^y  =  0  , 
Betrachtet  man  y  und  y'^  als  zwei  verschiedene  lineare  Grössen 
und  eliminirt  y,  so  erhält  man 

r^  —  ?>z^z.,x  —  {z,^  +  z.^)  =  0  , 
und  wenn  man  die  Vergleichung  mit  der   vorgelegten  Gleichung 
vornimmt,  erhält  man  die  Resolvente 

z^' -\- qz^ ——p^  ==0  . 

Die  drei  Wurzelwerthe  der  gegebenen  Gleichung  sind  dem 
Princip  der  Methode  gemäss 

^2  =  y-lh   +  2/3^2  , 

^3  ^^  2/3^1     r  2/2^2  ; 


wo 


=  1,      ?/2=-V  +  |l/-3=^i; 


zu  setzen  ist. 

Es  möge  nun  noch  untersucht  werden,  wie  die  Wurzeln  der 
bikubischen  Resolvente  von  den  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung 
abhängen.    Zu  diesem  Zwecke  multipliciren  wir  die  drei  Gleichungen 


I 
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einmal   der  Reihe   nach   mit   \,  J^,  J^  und    einmal  mit  1,  J^^  J^. 
Addiren  wir  dieselben,  so  resultirt 

^1    =l-(^'l   +  ^1^3  +  '^2^2) 

und 


^2  =  1  K  +  ^1^2  +  ^2^2)  • 


Daraus  folgt 


Jih  =  I  (^2  +  ^1^1  +  ^2^3)  ? 

J'zh  =  I  fe  +  ^1^2  +  ^2^1)  , 

und  ^ 

^1^2  =  -^  fe  +  ^1^1  +  ^2^2)  ; 

^2^2  =  -§■  (^2  +  ^1  ^3  +  ^2^1)  • 

Hieraus  geht  hervor,  dass  z  eine  solche  Function  der  Wurzel- 
werthe  ist,  dass  durch  ihre  Bestimmung  die  Wurzeln  leicht  ge- 
funden werden  und  zwar  durch  Auflösung  der  linearen  Gleichungen 

^1    1    ^2  ~r  ^3  "^^  ^  > 
^1  +  ^2^2  +  J'i^s  =  3^1  , 

^1   +  ^1^2  +  «^2^3  =  3-^2  • 

Ferner  ist  z  von  der  Beschaffenheit,  dass  diese  Grösse,  ob- 
gleich sie  sechs  Werthe  hat,  nur  von  der  Auflösung  einer  quadrati- 
schen und  rein  kubischen  Gleichuncr  abhänojicr  ist,  weil  diese  Werthe 
so  mit  einander  zusammenhängen,  dass,  wenn  einer  gleich  z^  ist, 
die  andern  beiden  J^z^  und  J^^i  sind.  Dass  aber  die  Resolvente 
in  z  vom  sechsten  Grade  sein  muss,  folgt  daraus,  dass  z  als  eine 
Function  der  Coefficienten  und  also  symmetrischer  Functionen  der 
Wurzeln,  so  viele  Werthe  haben  muss,  als  drei  Elemente  permutirt 
werden  können,  also   1.2.3  oder  6  Werthe. 
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§  139.    Methode  von  Mossbrugger*). 

Diese  Methode  ist,  genau  genommen,  nur  eine  Illustration  der 
Bezouf sehen.  Gegeben  sei  die  Gleichung  x^-{-px-]-q  =  0. 
Sind  2/1, 2/2  ^1^^  2/3  ^i®  ^^^i  Wurzeln  der  Gleichung 

und 

so  ist 

^1  =  2/i'^i  +  yi^2 ,   ^2  =  y-i^i  +  2/3^2 ;   ^3  ==  !/3^i  +  2/2^2  ? 

wo 


^^' 


^1   und  0,  =  ]/— l^i-l- y-ig2_j_^ 

zu  setzen  sind. 

Um   die  Wurzelformen  zu  vÄ'ificiren,  ist  nachzuweisen,  dass 
sie  den  vorgelegten  Gleichungen  genügen.     Zunächst  ist 

^1  +  ^2    I    ^3  =^  ^  ; 
weil 

(2/1  +  2/2  +  2/3)  fe  +  ^2)  =  0  • 
Ferner  findet  man 

1     2      i~       2     3      l~       3     1    *^  ■*!  *2   ^  • 

1     2     3  ^^^~~      1  '^'^     ^^^^  jl   * 

Die  Resultante   ist  mit  der  von  Vieta  übereinstimmend  und 
die  drei  Wurzelwerthe 

^1  =  ~  fe  +  ^2)  ; 

^2=1  (-^1  +  ^2)  +  |fe  -  ^2)1/^^  ; 

^3  =  ■[  (^1  +  ^^)  ■"  i  (^^1  ~  ^2) ''^"^  • 

§  140.    Aeltere  Methode  von  Bezout**). 

Dieselbe  besteht  ebenso  wie  die  spätere  in  §  138  entwickelte 
Methode   darin,   dass   eine   Gleichung   in  x  vom  selben  jGrade  wie 


*)  Grüner t's   Arch.  XXVIII.  S.  219. 

**)  Mem.  sur  plusieurs  classes  d'equations  de  tous  les  degres,  qui  ad- 
mettent  une  Solution  algebrique.  Mem.  Par.  annee  1762,  Paris  1764.  Man 
vergl.  Blomstrand^  de  meth.  praec.  p.  39. 
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* 

die  gegebene  erhalten  wird  durch  Elimination  von  y  aus  der  bi- 
mischen  Gleichung  ?/"  -j-  «;  =  0  und  einer  andern  Gleichung  zwi- 
schen X  und  y. 

Um  die  kubische  Gleichung 

x^  -\-  px  -^  ([  =  0 

m  derselben  Form  mit  unbestimmten  Coefficienten  zu  erhalten, 
wählt  Bezout  die  Substitutionen 

Sl  =  ^'   ^^  +  ^-  =  0. 

Aus  beiden  folgt  ohne  Weiteres 

Durch  Entwicklung  dieser  Gleichung  erhält  man 

Vergleicht  man  diese   mit  der  vorgelegten  Gleichung,   so  er- 
hält man  die  Bestimmungsgleichungen 

Daraus  folgt  weiter 

Setzt    man    diese   Werthe  in   die   beiden   andern  Gleichungen 
ein,  so  erhält  man 

3^-1^2  =  —  i^     V-i^i  +  ^2)  =  —  ^  >     ^1  +  ^2  =  3q:p. 
Es  sind  demnach  ^^  und  s.,  ^i^  Wurzeln  der  Resolvente 

p  3  ^ 

Die  gesuchten  Wurzeln  sind  nun 
3 3  — 

^1—      i_w     —  '      3/-  3/-        —  y-l    -2-rV^l^2     : 

o  q    3    1  q    

^2  =  Jl>  V^2  +  ^2  y  ^1  ^i  :       ^3  =  ^^2  V^l'  S-l  +  ^1  y«-^!  ^2'  • 

Geht  man  von  der  Formel 


Matthiessen,  Grundziige  d.  ant.  u.  mod.  Algebra.  26 
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aus,  so  erhält  man  die  Resolvente  leicht  wieder.    Bildet  man  nämlich 
den  Kubus,  so  erhält  man 

X-^  —  ?>Z^2^X  —  ^1^2(^1  +  ^2)  =  0  , 


also 
und 


^1^2  =  — 4p;     ^i  +  ^2  =  3g:i9, 


p  3  ^ 

Die  Wurzelwerthe  dieser  Resolvente  sind 
Da  nun 

ist,  so  ergibt  sich  daraus  wieder  die  Cardanfsche  Formel. 

Die  vorstehende  Methode  lässt  sich  auch  mit  Vortheil  auf  die 
Auflösung  der  vollständigen  Gleichung  anwenden.  Es  liegt  der- 
selben das  von  allen  eleganteste  Princip  zu  Grunde,  dessen  Trag- 
weite von  Bezout  noch  nicht  erkannt  wurde.  Wir  werden  später 
zeigen,  dass  das  Bezout'sche  Princip  sich  auf  die  Auflösungen  aller 
vollständigen  Gleichungen  der  ersten  vier  Grade  anwenden  lässt 
und  dass  es  das  alleinige  ist^  mittels  dessen  die  W^urzeln  auf  eine 
symmetrische  Form  gebracht  werden*). 

Das  Princip  der  Bezout'schen  Methode  lässt  sich  noch  von 
einer  andern  Seite  beleuchten.  Zu  dem  Ende  suchen  wir  z^  und 
^^  zu  bestimmen  aus  folgenden  Gleichungen: 

^1  +  (^1  +  ^2)   y  ^  +  ^1  =  0 , 
^3  +  (^3  +  ^2)^2")/^  +-^1  =  0. 

Multipliciren  wir  die  zweite  mit  J^,  die  dritte  mit  «Z,  und 
addiren  alle  drei  Gleichungen,  so  erhalten  wir 

{x^  +  j;^2  +  ^2^3)  +  (^1  +  ^2^2  +  ^1^3)  ]/«;==  0 ; 

und  wenn  wir  die   drei  Gleichungen  ohne  Weiteres  addiren,  weil 

der  erste  Term  verschwindet, 

3 


*)  Man  vergl.  §  84  und  §  101. 
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Daraus  folort 


und  wenn  man  die  zweite  mit  Jg,  die  dritte  mit  Jj  multiplicirt, 

^  ^    (g^i  +  «^2  ^'2  4-  «^i-^'a)' . 

2  3  (^1    +   Ji  iC2    +    ^2  ^3) 

Weil  nun  der  eine  Werth  aus  dem  andern  abgeleitet  werden 
kann  durch  Vertauschung  der  Wurzeln  x^^x^yX.^,  so  müssen  sie 
sich  aus  einer  und  derselben  Gleichung  berechnen  lassen,  welche 
quadratisch  sein  wird,  da  kein  neuer  Werth  durch  Vertauschung 
sich  ergibt. 

Bringen  wir  die  Werthe  von  z^  und  z.)  auf  gleiche  Benennung, 
so  wird 

{x,  4-  «^1  ^2  +  Ji  •'^3)'       —  3  #2 


^1  —  9p  y      ^ 


und  ebenso  wegen 

{x,  +  J^x.,  +  J.>x^)(x,  +  X,x,,  +  J,x^)  =  —  3i) , 

_  3Ji 

wo  t^  und  f.,  die  beiden  Wurzeln  der  Resolvente 

sind.     Setzen  wir  die  Werthe  ein  in 

3 


x  +  z,         3 , 1  /  ^, 


SO  erhalten  wir 


Da  aber 


3,-    3,  -      =  -  -^  Ml  ^2  iy  ^1  +  y  y  • 


^^u--h^ 


ist,  SO  erhält  man  einfach 

woraus  wiederum  der  Zusammenhang  der  Methode  mit  der  Cardani- 
schen  hervortritt. 
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Jourdain*)  geht  aus  von  der  Substitution 

Durch    Entwicklung    derselben    gelangt  man   auf  einfacherem 
Wege  zu  der  Resolvente  und  der  Wurzelform  von  Bezout. 

§  141.    Methode  von  Guglielmini**). 

Dieselbe    erfordert    ebenfalls    die    Wegschaffung    des    zweiten 
Gliedes  der  vollständigen  kubischen  Gleichung 
o(f  +  ax^  -\-hx  -\-  c  =  0  . 
Angenommen  es  sei 

X  —  {n  -\-  z)  =  0  j    oder   x  —  z  =  u  . 
Erhebt  man  die  zweite  Gleichung  zur  dritten  Potenz,  so  wirc 

Man  nehme  an,  es  sei 

—  ?>zx^  +  ^z^x  =  ax^  +  hx  , 
also 

Weil  nun  c  =  —  (z'^  +  u^)  ist,  so  folgt  daraus  zunächst 


u  =  —yi  ,yc-\- z^ , 


X  =  u  -{-  z  =  z  ~  y  lyc-\-  z^ 
und 

Hieraus  folgt  die  Resolvente 

{aB  +  iy-iz'  +  cYZs  +  aY, 
oder  entwickelt  die  bikubische  Resolvente 


M^ 


^G  +  az'  +  \  a^z^  -\-  c^  ■\-  aic  -\al\z^^  -\-\a  Uc  -\l^ 

Bemerkenswerth  ist,  dass  in  den  drei  letzten  Gliedern  die  Re 
ducenten  (7),  (8)  und  (11)  (§  79)  als  Factoren  auftreten.    Dieselbe 


*)  Journ.  math.  XXIV.  p.  205.  Paris  1859. 
**)  Guglielmini,  Equazioni  di  terzo  grado.  Bologna  1809. 
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wird  lösbar,  wenn  entweder  a  =  0  oder  a^  —  36  ■=  0  ist,  wenn 
also  die  Gleichung  von  der  Form  x^  -\-  2)X  -\-  q  =  0  ist  oder  sicli 
auf  den  Kubus  einer  zweitheiligen  Grösse  reduciren  lässt. 

§  142.    Methode  von  Lockhart*)- 
Diese  Methode  besteht  in  der  Reduction  der  gemischten  kubi- 
schen Gleichung  auf  eine  rein  kubische.     Gegeben  sei 
X^  -{-  2^X  -\-  q  =  0  . 

Man  substituire 

Suz'^  —  2pz  —  3q  ^ 

oder  auch,  indem  v  :  2  an  die  Stelle  von  u  gesetzt  wird, 

Man  erhält  auf  diese  Weise  die  unvollständige  kubische  Gleichung 

o  /   1  o  f^  9  \   ^* 

^r  —  r-y  —  oqz—pz-^\j^ 


0. 


Setzt  man  den  Coefficienten   des  zweiten  Gliedes  gleich  Null, 
30    erhält   man    eine    rein  kubische   Gleichung  in    u  und  die   Re- 
olvente 

Demnach  ist 

-  I/T  •  I  (]/2^"J7)*  (««  +  i-.  +  r/)*  =  y'i  •  t(; , 
und 

woraus  sich  die  drei  Wurzelwerthe  der  Gleichung  berechnen  lassen. 


*)  Resolution  of  cubic  equations.    Harlem  1825  and  Oxford  1837. 
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§  143.    Die  algebraischen  Formen  der  vollständigen  kubischen 

Gleichungen. 

Nachdem  wir  in  den  vorangehenden  Paragraphen  die  be- 
kanntesten Methoden  der  Auflösung  der  unvollständigen  kubischen 
Gleichungen  entwickelt  haben  ^  gehen  wir  nunmehr  über  zur  Auf- 
lösung der  allgemeinen  kubischen  Gleichung  von  der  gewöhn- 
lichen Form 

f{x)  =  ^^  +  ax^  -\-'bx  -\-  c  ^=  0  , 
und  der  binären  Cayley^schen  Form 

fix,  y)  =  ax^  +  ^^^^y  +  ^cxy^  -f  dy^  =  0  . 

Zu  diesem  Zwecke  stellen  wir  zunächst  diejenigen  algebraischen 
Formen  zusammen,  welche  für  die  Discussion  der  speciellen  Me- 
thoden von  besonderer  Wichtigkeit  sind. 

1.     Die  variirten  Gleichungen  erster  und  zweiter  Ordnung. 
Substituirt  man  x  =  x'  -\-  0 ,  wo  ^  die  Variation  der  Haupt- 
grösse    X  ist;   so   erhält    man    (§    14)    die    variirte    Gleichung    der 
ersten  Ordnung: 

x'  +  (3^  +  a)x'  +  (3^'^  +  2a0  +  h)x  +  (^^  +  as^  +  hz  +  c) 

=  x'^  +  ax''^  -\-  ßx'  -{-  y  =  0  . 
Setzt  man  (x  —  ^)^  ==  x'  und  bildet  also  die  Gleichungen  der 
Wurzelquadrate  der  variirten  Gleichung,  so  erhält  man  die  Variirte. 
der  zweiten  Ordnung  (§  49): 

^'3  _  ^^2  „  2/3)x''2  +  (/3^  —  2ay)x'  -  f 

worin 

^a,  =  ia'—2ß)  =  3^2  _[_  2as  +  a'-  -2h, 
ß^==ß'-  —  2ay  ==  3^^  -f  Aas^  +  2a^z^-]-2{ah—'dc)z  +  ¥  -^  2ac,] 

—  y^=f  =  (^3  ^   ^^2  _|-   2;^  -j-   cy 

ZU  setzen  ist. 

2.     Die  Resolventen  und  die   substituirten  Functionen. 

Die  erstere  Klasse  von  Formen  sind  bereits  in  §  81b  aufge- 
zählt, die  zweite  in  §  80.  Es  wird  überflüssig  sein,  dieselben  hierj 
noch  einmal  zu  wiederholen.  Sie  lassen  sich  sämmtlich  auf  die: 
Nörmalform  II  zurückführen. 
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3.     Die  Reducenten. 

Diese  sind  ebenfalls  schon  in  §  79  b  tabellarisch  zusammen- 
gestellt. Wir  wollen  zunächst  die  reducirten  Formen  der  Gleichung 
aufzählen,  welche  die  variirte  Function  annimmt,  wenn  ihre  Redu- 
centen verschwinden  und  sie  dann  geometrisch  interpretiren. 

Variirt  man  die  gegebene  Gleichung  f{x)  =  0  ,  so  wird  die- 
selbe durch  die  betreffende  Reducente  folgendermassen  reducirt: 

(6)  «-  -3/3  =  0,  {x'-  -f  mf  +  «  =  0  ; 

(7)  ccß~S)y  =  0, 

{m  +  n){?>x'  +  n)^  —  (in  —  n)  {?>x'  —  nf  --=  0  , 

(8)  ^-  —  3«-/  =  0  ,       {mx  +  nf  —fx"^  =  0  , 
(9)1.   2a'  —  9aß  +  21y  =  0, 

ix'  -\-  —  a\  {x"-  -\-  mx'  +  n)  =  0  , 

6'''  +  V)  ^^^'  +  ^*^^'  +  w)  =  0  ,. 
(x'  +  mY'  -\-  n  =  0  . 
(x'  +  m)(x'  +  uY  =  0  . 

Um  die  Reducenten  zum  Verschwinden  zu  bringen,  sind  nicht 
immer  lineare  Transformationen  hinreichend.  Die  Ordnung  der 
Transformation  ist  abhängig  von  der  Natur  der  symmetrischen 
Function,  in  welche  sich  die  Reducenten  verwandeln  lassen.  Wir 
wollen  jetzt  in  Kürze  andeuten,  Avelche  Wurzelformen  sich  aus 
den  angeführten  reducirten  Formen  der  Function  ergeben. 

a)     Wenn  «^  —  3ß  =  0  ist,  also  die  Gleichung  die  Form 


(10) 

a3_  277  =  0, 

(11) 

Cl^y  _  /js  =  0  , 

(13) 

a,'  -  3ß,  =  0  , 

(1^) 

A  =  o, 

hat,  so  ist 


x'^  -\-  ax"-  +  -    arx'  -\-  y  =  0 


1    3, 


X   =-~a-^-^y\ya^-2lY 


b)     Wenn  aß  —  9^  =  0  ist,  also  die  Gleichung  die  Form 
x^  +  ax"'  +  /3^'  +  y  aß  =  0 
hat,  so  iä't 

{a  +  yjß)  (;dx'  +  yjßY  —  (« —  VW  (3^''  -  vwy = o 
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und 


■■'-V-U 


3/—  3 
3/—  3 


]/«-  yWß  —  yi  Ycc-}-  ysß 

c)     AVenn  ß^  —  ^ay  =  0  ist,  also  die  Gleichung  die  Form 
x^  +  ax''  +  ßx  +  f=0 

Sei 

hat,  so  ist 

(ax'  +  ßy  —  a(a'  —  3ß)x'''  ==  0 
und 

ß 


X  = 


3,-3 


yi  y  a(«2_  3^)_„ 

d)     Wenn    2a^  —  9 aß  +  21  y  =  0   ist,    also    die   Gleichung 
die  Form 

x''  +  ax'  +  ßx'  —  ~  (2«3  -  9aß)  =  0 

hat,  so  ist 

fix')  =  (:^.'  +  1  „)  (x-- ^  +  I  «*■'  - 1  [2«*-^  -  9/3 J )  =  0  , 

also 


^/  =  —  -  «  ,      ^2'  ^^^id   ^3'  =  —  -3  «  ±  ]/■§-  («^  —  3/3)  . 


e)     Wenn  a^  —  21y  =^  0  ist,  also  die  Gleichung  die  Form 
hat,  so  ist 


X-'  +  ax''  +  ßx'  +  ~-  a^  =  0 


wo 

zu  setzen  ist. 

f)     Wenn  a^y  —  /3^  =  0  ist,  also  die  Gleichung  die  Form 

x''  +  ax'-'  +  ßx'  +  ^~=0 

hat,  so  ist  ^ 
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also 

X.   =  —  -  ,     X.,    und  x.^,  = — ^   —  ' —  • 

g)     Wenn  die  Discriminante  verschwindet,  also 
(2«^  —  9aß  +  21  yf  —  4(«2  _  3^)3  ^  q 
wird,   so  kann  dies  geschehen  entweder  dadurch,  dass  beide  Aus- 
drücke zusammen  oder  jeder  für  sich  verschwindet.    Im  ersten  Falle 
hat  die  Gleichung  zwei,  im  dritten  drei  gleiche  Wurzeln.    Nehmen 
wir  den  ersten  Fall  an,  so  wird  die  Gleichung  von  der  Form 

(a;'  +  m)(a;'  +  n)-  =  0, 
nämlich 

Jm  zweiten  Falle  sind  alle  Wurzeln  einander  gleich,  woraus  folgt 


und 


(.'+i«y=o 


/  __    ,  _    ,  _      1 

X^    —  X,2    —  ^3    —  3  ^  ' 


4.     Geometrische  Discussion  der  Redncenten. 

Es  sei  allgemein 

f{x\  =  o;^  +  ax^  -^-hx  -\-  c  =  \j  . 

Betrachtet  man  alsdann  x  als  Abscisse,  y  als  Ordinate  einer 
ebenen  Curve,  so  werden  alle  Werthe  der  Abscisse  x^  für  welche 
die  Ordinate  y  verschwindet,  Wurzeln  der  Gleichung  sein.  Durch 
die  lineare  Transformation  x  =  x'  -\-  z  können  nun  die  Ordinaten 
parallel  mit  sich  verschoben  werden,  so  dass  eine  oder  die  andere 
der  Reducenten  verschwindet.  Bei  allen  ist  dies  nicht  möglich, 
man  kann  jedoch  eine  Variation  zweiter  Ordnung  anwenden,  in- 
dem man  die  Gleichung  der  Wurzelquadrate  der  Variirten  bildet. 
Dabei  wird  also  substituirt  (x  —  s)-  =  x\  Eine  solche  Variation 
höherer  Ordnung,  im  analytisch-geometrischen  Sinne  erfasst,  würde 
offenbar  bedeuten,  dass  die  Curve  ihren  Charakter  ändert,  indem 
ihre  Elemente  sich  strecken-,  eine  Gerade  würde  beispielsweise  in 
einen  Kegelschnitt  übergeführt  werden.  Durch  diesen  Transfor- 
niationsprocess  werden  offenbar  fremde  Lösungen  in  das  Problem 
hereingezogen,  die  von  den  wahren  auszuscheiden  sind.    Wir  wollen 
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versuchen,  die  Reducenten  von  diesem  geometrischen  Standpuncte 
aus  zu  interpretiren. 

(6).     Wenn  die  quadratische  Variante 

verschwinden  soll,  so  kann  dies  nicht  durch  eine  lineare  Transfor- 
mation bewerkstelligt  werden,  wohl  aber  durch  eine  Variation  zweiten 
Grades,  wobei  die  Resolvente  quadratisch  wird.  Setzt  man  nämlich 
X  —  ^  an  die  Stelle  von  x,  so  verschwindet  z  aus  der  Function 
gänzlich,  d.  h.  a^  —  3ß  =  a'^ —  3&.  Setzt  man  dagegen  (x  —  ^)^ 
an  die  Stelle  von  x,  so  verschwindet  die  Variante  Fg  der  Variirten, 
wenn  man  annimmt 

[(^1  -  ^f  -  (^2  -  ^Yf  +  [fe  -  ^y  -  fe  -  ^Tf 
+  [fe  -  ^T  -  (^1  -  m'  =  (^1  -  ^2)^(^1  +  ^2  -  2^)^ 

+  (^2  —  ^3)' (^2  +  ^3  —  2^)'  +  (^3  —  ^i)'C%  +  ^1  —  2^)2  ==  0 . 

Um  die   Resolvente  exact  d.  h.  in  Coefficienten  der  Function 
f(x)  zu  erhalten,  entwickle  man  die  Gleichung 

WO 

_  a^  =«2  _  2^  =  3^2  _|.  2az  +  («2  —  2&)  , 

/3^  =  ^^  —  2ay  =  3^'*  +  4as'  +  2a'0'  +  2{ah-3c)s  +  W  —  2ac  , 

-n-  f  =  (^"  +  ci^'  +  ^^  +  cf 

zu  setzen  ist.    Man  erhält  dadurch  die  Resolvente  IX  (§81)  nämlich 

(a'  -  3h)z'  +  l  (2a'  —■  Iah  +  9c)^ 


+ 1  (a'  —  4a'h  -{-6ac  +  h')  =  0 


Durch  die  Reducente  (6)  wird  das  Coordinatensjstem  derartig 
verändert,  dass  die  Kuben  der  Abweichungen  der  V\^urzeln  der 
Variirten  von  dem  arithmetischen  Mittel  derselben  einander  gleich 
werden,  d.  h. 

(^;  -  2x,'  +  x,y  =  (x;  -  2<  +  x,y  =  «  -'^<  +  <f  • 

Beispiel.     Die  vorgelegte  Gleichung  sei 

^3_  12:^2+47^  -60  =  0. 
Die  Wurzeln  sind 


also 
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Die  Resolvente  ist 

3^-'^_  24^  +  48^  =  0, 

2.   und  ^.,  =  4  -|-  -,  l/—  3  . 
Wählt  man  die  erste  Variation  z^^,  so  wird 

(X2  —  ^)"^  =  X.2    = 
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1 

12  ' 


^\2  _   ^.  '  _ 


11 


^-V=n$. 


(^3     ^r     -6      12      3 

*  7 

Das  arithmetisclie  Mittel   dieser  drei  Wurzeln  ist  gleich  —  , 
und  es  ist  allgemein 

[^  12;    —        27 

(7).     Wenn  die  Function 

V,  =  a'b  —  9c 
verschwinden  soll,  so  kann  dies  durch  eine  lineare  Transformation 
bewerkstelligt  werden,  und  die  Resolvente  ist  eine  Gleichung  vom 
ersten  Grade,  nämlich  IV a  (§  81).  Setzt  man  x  —  s  an  die  Stelle 
von  Xj  so  wird  die  Function  V^  der  Variirten  zum  Verschwinden 
gebracht,  wenn  man  annimmt 

(X-^  —  ^o)-  {X^  —  ^)  +  {^2  —  ^sTi^l    —  ^)  +  (^'3  —  ^if  (^2  —  ^) 

=  x^  [x^        x./)"  -\-  x^  {Xo        x^y  -\~  Xo  [x.^  —  X^J 

^  Li      ~1  2        I         3  1      ■*  1      8  '  '      3  J 

=  {ah  -  9c)  +  2(a-  -  3b)z  =  0  . 
Durch  die  Reducente  (7)  wird  das  Coordinatensystem  derartig 
verschoben,  dass  der  Ausdruck 

X-  +  Vcc-  X,  X-  ]/ 1  ( J.  +  A,,  +  ±.) 

für  alle  drei  Werthe  von  x'  gleich  wird. 

(8).     Wenn  die   quadratische  Retrovariante 

^2,3  =  &"  —  3ac 
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durch  Variation  der  Wurzeln  zum  Verschwinden  gebracht  werden 
soll,  so  genügt  dazu  eine  lineare  Transformation  und  die  liesol- 
vente  ist  die  quadratische  II  (§  81).  Setzt  man  nämlich  x  —  z  an 
die  Stelle  von  x^  so  verschwindet  die  quadratische  Retrovariante 
der  Variirten,  wenn  man  annimmt 
{x^  -  x.^^(x.,  —  zf  +  (x.,  —  x^^{x^  —  if  +  (^3  ~  ^i)2(^2  —  ^f 

=  X^    [X^  X2)     -f-  X^   (^2  ^3/     ~r  ^2"'C'^3  '^ij" 

^[^3(^1     ^^^2)     \   ^1(^2       ^3)  ~r  ^2(^3       ^1)"]'^' 

~j~   ^  \^i     "1      ^2     ~\         3  1     2  *^2  "^3  ^^3  "^1/  ^     ' 

Diese  Resolvente  ist  vom  zweiten  Grade  und  lässt  sich  leicht 
in  Coefficienten  der  gegebenen  Function  f(x)  ausdrücken,  entweder 
mit  Hülfe  der  symmetrischen  Function  oder  durch  Einführung  der 
Reducente  in  die  Coefficienten  der  Variirten.     Es  ist  gemäss 

.    (8)     x,^\x^—X2y  +  x^%X2  —  Xsy  +  X2\x.^  —  x^y  =  2{¥  —  3ac), 
(7)     X.,  (x,  —  x,y  -\-  X,  (x,  —  x.^y  +  X, (x^  —  x,y  =  —  {ah-~  9 c\ 

(  U  )        X-^      ~j~"   X^     "y"  X-t  X-^  X2  X2  ^3  Xo  Xi    Cb  O  0  , 

Dies  gibt  also  die  quadratische  Covariante  II  (§  81) 

(«2  _  3b)z'  +  {ah  -  9c)^  +  {¥  —  3ac)  =  0  . 

Durch  die  Reducente  (8)  wird  das  Coordinatensystem  derartig 
verschoben,  dass  die  Kuben  der  Abweichungen  der  reciproken 
Wurzelwerthe  der  Variirten  von  dem  arithmetischen  Mittel  der- 
selben gleich  werden,  d.  h. 

Beispiel.     Gegeben  sei  x"^  —  V2jj^  -\-  ilx  -~  60  =  0  . 

Die  Wurzeln  sind  ^^  =  3  ,  ^r^  =  4  ,  x.^  =  b  und  die  Resol- 
vente der  variirten  Gleichung 

3^2  —  24^  +  49  =  0  , 
also 

g^  und  -^^^  =  4  +  1/  —  -  • 

Wählt  man  die  erste  Variation  z^j  so  werden  die  variirten 
AVurzeln 

^/  ==  —  1  —  ]/—  I ;  X.;  =  -  ]/—  J ,  <  =  1  —  ]/—  I , 

und  die  Variirte 
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x'^  +  y^^ .  X-  -  2x'  —  \V^^^  =  0  . 

Die  Gleichung  ihrer  reciproken  Wurzelwerthe  ist 

X  ^  2    '^  X   -  4      .1'      '     4  ^ 

und    das    arithmetische     Mittel    der    reciproken    Wurzeln    gleich 
—  y  —  3  .     Es  ist  alsdann 


C'-^f^')* -(>?)' 


und  zwar  gültig^  für  jeden  der  drei  Werthe  von  x.  Die  Ver- 
schiebung des  Coordinatenanfangspunctes  ist  hier  eine  doppelte^ 
sowol  in  der  Richtung  der  Abscissen-  als  der  Ordinatenaxe.  Die 
neue  Curve  ij  =  F{x)  wird  nach  der  Verschiebung  nicht  mehr  ge- 
schnitten, wogegen  die  Curve  y  =  f{x)  drei  reelle  Durchschnitte 
mit  der  Axe  hat. 

(6).  (7).  (8).  Es  kann  nun  auch  eine  jede  kubische  Function 
dergestalt  transformirt  werden,  dass  die  Functionen  V.j,  V2,  ¥2,3  zu- 
gleich verschwinden.  In  diesem  Falle  verschwindet  die  Covariante 
Cs,2  identisch  und  auch  die  Discriminante  D.^  wird  gleich  Null. 
Es  ist 

a-  —  U  =  ah  —  9c  =  6-  —  3ac  =  0  , 


folglich 


und 


7         1     '>  1     3 

0  =  —  a^  ,      c  =  --  a"^ 


3         '  2 


/'(^)  =  (.^+l^y  =  0; 


d.  h.  die  Gleichung  hat  drei  gleiche  Wurzeln.  Die  Transformation 
der  allgemeinen  kubischen  Gleichung  in  eine  solche  lässt  sich  weder 
durch  eine  lineare  noch  durch  eine  quadratische  Variation  bewerk- 
stelligen, wol  aber,  wie  eine  einfache  geometrische  Discussion  dies 
im  Voraas  erkennen  lässt,  durch  eine  biquadratische.  Denn  seien 
die  Wurzeln  der  Stammgleichunoj 

und  man  setze  pj  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  zweier  unter 
ihnen,  z.  B.  ,?  =  —  (x^^  -[-  ^r^)  =  3  .  Quadrirt  man  die  variirten 
Wurzeln,  indem  (x  —  zf  =  x'  gesetzt  wird,  so  erhält  man 
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Sucht  man  abermals  das  arithmetische  Mittel  zweier  ungleicher 
unter  diesen  Wurzeln,  z.  B.  g  =  —  (^/  +  x^)  =  2-  und  quadrirt 
die  nochmals  variirten  Wurzeln,  indem  man  (x'  —  ^)'^  ==  x'\  also 

[{x  -  0)'^  -  ff  =  ^'' 
annimmt,  so  erhält  man  drei  gleiche  Wurzeln 

(9)  I.     Wenn  die  kubische  Variante 

zum  Verschwinden  gebracht  werden  soll,  so  genügt  nicht  eine  lineare, 
wol  aber  eine  quadratische  Transformation  und  die  Resolvente  ist 
kubisch.  Setzt  man  nämlich  (x  —  0y  an  die  Stelle  von  x,  so  wird 
die  kubische  Variante  der  Variirten  gleich  Null,  wenn  man  an- 
nimmt 

{x,'  —  2x.;  +  x^)  =  (x,  ~  //  —  2fe  -  sf  +  {x,  —  ^y 

=  (xy  —  2xy  +  x^"")  —  2{x^  —  2x^  +  x,,)z  =  0  . 
Da  die  Function  V^  drei  verschiedene  Factoren  besitzt,  so  wird 
die  Gleichung  in  ^  kubisch.    Man  gelangt  zu  derselben  durch  Ent- 
wickelung  von 

2V-9«ift  +  27r,  =0, 
WO  für  «i,/3i,7i  die  früher  angegebenen  Werthe  einzusetzen  sind. 
Einfacher  jedoch  kommt  man  zum  Ziele,  wenn  man  J  —  «an  die 
Stelle  von  2^  setzt  und  das  Product  aus  den  drei  Factoren 

(X^  —  2X^  +  X^)  S  +  (^2  ^3  —  2^1  %  +  ^1  ^2)  ^ 

(^2  ■—  2^3  +  ^1)  S  +  (^1  ^3  -  2^1  X.2  +  x^  x.^ , 

(0^3  —  2X^  +  ^^)  ^  +   (^1  ^2  —  2^2  ^3  +  ^1  ^3) 

entwickelt.     Dies  führt  auf  die  kubische  Covariante 

(73,3®  ==  {2a^  —  96?6  +  27c)  e'  +  3(a2&  +  9ac  —  6&^)  f 
—  3(a&2  +  9&C  -  6a^c) J  -  (2&^  -  9«,&c  +  21c')  =  0  . 
Es    wird    weiter    unten    gezeigt,    dass    x^,x.2,X2,    und   J  vier 
harmonische  Puncte  auf  der  Abscissenaxe  bilden.  - 

Durch  die  Reducente  (9)1  mit  Anwendung  der  Resolvente 
{2a^  -  9al  +  27c) (2^  +  af  +  ?>{a'h  +  9ac  -  Q¥){2z  +  af 
—  3  iah^'  +  9&C  —  Qa'c){2z  -\- a)  —  (2b^  —  9ahc  +  21c-)  =  0 
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wird  das  Coordinatensystem  derartig  verändert^  dass  die  Wurzeln 
der  Variirten  eine  stetige  arithmetische  Proportion  bilden. 

Beispiel.     Die  Variirte  sei 

x'^  —  ^x~  +  23x'  -  15  =  0  . 

Die  Wurzeln  sind 

Alsdann  ist 
2<  -  9«ift  +  21y,  =  —  2  .  9^  +  9  .  9  .  23  —  27  .  15  =  0 

und 

Xj^  —  2ip/  -{-  x/  =  0 
oder 

X^  X2    =  X2  ä/3    . 

Wenn  die  vorgelegte  Gleichung  die  Form 
x^  —  9x-  +  23:?;  --  15  =  0 
hat,  so  sind  die  drei  Factoren  der  Resolvente  in  f 

0^  +  8  =  0,     -6g+14  =  0,     6^-22  =  0; 
folglich 

Daraus  ergeben  sich  die  drei  harmonischen  Doppel  Verhältnisse 

(x^x-^x^  &)  =  (x,  X,  t2^3)  =  K  53^2^3)  =  1  • 
(9)  II.     Wenn  die  kubische  Retro Variante 

zum  Verschwinden  gebracht  werden  soll,  so  genügt  zwar  eine 
lineare  Transformation,  aber  die  Resolvente  ist  kubisch,  nämlich 
^3, 3(^)  =  0.  Denn  setzt  man  x  —  z  an  die  Stelle  von  x,  so  ver- 
schwindet die  Retrovariante,  wenn  man  annimmt 

X2  x.{  —  2x^  x^  +  rr/  x.^  =  (it\>  —  z)  {x^  —  z)~  2(x^-—  z)  {x^  —  £) 
+  (^1  —  -")  (^2  —  ^)  =  (^2  ^3  —  ^a^i  x.^  +  x^  x^ 
+  {x^  —  2x.,  +  x^)z  =  0  . 

Da  die  Function  drei  solche  Factoren  besitzt,  so  wird  die 
Gleichung  in  z  kubisch.  Nach  der  vorhergehenden  Entwickelung 
ist  die  Resolvente 

C3,s(^)=0 
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und  die  Wurzeln  x^^  X2,  x^,  ^  repräsentiren  vier  harmonische  Puncte 
auf  der  Abscissenaxe,  d.  h.  es  ist 

[Xi  x^  X2  ^i)  =  yX^  X2  ^2  ^3/  ^^^  ("^i  %  ^^2  '^'dJ  ^^^  ■*-  • 
Durch  die  Reducente  (9)  II  wird  das  Coordinaten System  der- 
artig   verschoben,    dass    die    Wurzehi    der    Variirten     eine    har- 
monische Reihe  bilden. 

Beispiel.     Die  Variirte  sei 

x'  —  lV'  +  36x~  36  =  0. 
Die  Wurzeln  sind 

X^    =  ^  j       X2    ^^^=  O  ,       X^    =  y)  . 

Alsdann  ist 
2ß'  —  9aßy  +  21  f  =  2  .  36^  —  9  .  11  .  36^  +  27  .  36-^  =  0 

und 

, 2Xi  x./ 

Ist  die  vorgelegte  Gleichung 

^3  _  10^2  _j_  29^  —  20  =  0  , 
also  die  Wurzeln 

X^      =      1      ,  X2      ==     4     ,  X^      =      O     y 

so  sind  die  drei  Factoren,  worin  die  Resolvente  in  js  zerfällt: 

—  2^-fl4==0,     -5^+17  =  0,     7^-31  =  0, 
folglich 

0^  =  1  ,    ^2  ==  3  -  ,     ^3  =  4  Y  • 

Demgemäss  sind  die  drei  harmonischen  Doppelverhältnisse 

\Xi    Xo  «X/g  <^1   )    ~^~'    \Xi    Xi}  Zii)  U/o  /    ^^-—     \X-t   Si-\  X.t  X'i  )    =^     X     . 

(11).     Wenn  die  Function 

verschwinden  soll,  so  genügt  dazu  zwar  eine  lineare  Transformation, 
aber  die  Resolvente  wird  vom  dritten  Grade,  so  dass  durch  Variation 
keine  Reduction  der  allgemeinen  kubischen  Gleichung  erzielt  wird, 
wenn  nicht  an  und  für  sich  schon  F  =  0  ist.  Setzt  man  x  —  z 
an  die  Stelle  von  rr,  so  verschwindet  die  Function  F  der  Variirten, 
wenn  man  annimmt 

x^''  —  X2  x.^'  =  (^1  —  zf  —  {x2  —  d){x.^  —  0) 

=  (x^-  —  X2  x.,y  -\-  (X2  —  2xj^  -\-  x.j)0  =  0 , 
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Da  die  Function  drei  solche  Factoren  besitzt ,  so  wird  die 
Gleichung  in  z  vom  dritten  Grade  sein.  Man  gelangt  zu  derselben, 
wenn  man  die  Function 

.  «3^   _   ^3  _  0 

nach  Potenzen  von  z  entwickelt,  nachdem  man  gesetzt  hat: 
«  =  3^  +  a ,     |3  =  3/-  +  2az  +  l , 
y  =  z^  -\-  az-  +  6^  +  c  . 
Die  Resolvente  lautet 

(2a-*^  —  9«.6  +  21c)^  +  {a'  —  3a-h  +  21ac  —  ^¥)z- 
+  {cn  —  Q,a¥  +  9a'c)z  +  {a^c  -¥)  =  0, 

Durch  die  Reducente  (11)  wird  das  Coordinatensystem  der- 
artig verschoben,  dass  die  Wurzeln  der  Variirten  eine  stetige 
geometrische  Proportion  bilden.  Die  Variirte  lässt  sich  also 
auf  eine  reciproke  Gleichung  reduciren. 

Beispiel.     Die  Variirte  sei 

x"^  +  ?>x'-  —  Qx'  —  8  =  0. 

Die  Wurzeln  derselben  sind 

X^    =  -i  j       X-2^    "==  4  ,       i^3    =  1   . 

Es  ist  alsdann 

a^y  —  /33  =  _  3^  8  +  G-"^  =  0  • 
und 

(14).    Wenn  die  Discriminante 

A  =  ^  (2a'  -  9«6  +  21  cf  -  ~  {a'  -  Sbf 

verschwinden  soll,  so  genügt  dazu  eine  quadratische  Variation  der 
Wurzeln,  indessen  wird  die  Resolvente  vom  dritten  Grade.  Setzt 
man  blos  x  —  z  an  die  Stelle  von  Xj  so  verschwindet  die  Variation 
z  gänzlich  aus  der  Function  Dg*,  setzt  man  aber  (x  —  z)'  anstatt 
Xj  so  verschwindet  die  Discriminante  der  variirten  Gleichung,  wenn 
man  annimmt 

a?/  —  00.2  =  (^1  —  zy  —  (x2  —  z)-  =  (x^-  —  X2^)  —  2  (a?i  —  x.2)z  =  0. 
Daraus  folgt 

Da  die  Function  D3  drei  verschiedene  Factoren  hat,  so  wird 

Alitttbiessen ,  Grundzüge  d.  ant.  u.  mod.  Algebra.  27 
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die  Gleichung  in  ^  vom  dritten  Grade.  Sie  ist  identisch  mit  der 
Gleichung  der  halben  Wurzelsummen  der  gegebenen  Gleichung 
f{x)  =  0 .    Dieselbe  lautet  (§  19) 

z^  +  az-  +  i  {a?  +  -b)z  +  \(ah  -  c)  =  0  . 

5.     Die  Varianten  und  ßetrovarianten. 
Diese   Constanten  sind  bereits  in  §  17    allgemein   entwickelt 
worden.     V^ir  berücksichtigen  hier  nur  diejenigen  Formen,  welche 
der  Cayley'schen  Form 

/^ 

fix)  =  (a,'b,c,  d)  {x,  1/ 

angehören.  Zur  WegschafFung  des  zweiten  Gliedes  der  Function 
bedarf  es   der  linearen  Variation   z  = ,  wodurch 

X  =  x' ,  also  ax'  =  ax  A-h 

wird.     Die  transformirte  Gleichung  ist  alsdann 

a'f(x)  =  {ax  +  hf  ~  Q  V,(ax  +  h)  +  V,  =  0  . 

Die  Varianten  sind  für  alle  Ordnungsexponenten  der  Function 
dieselben  und  zwar  hat  die  kubische  nur  zwei,  nämlich 
V2  =  b^  —  ac  ,  (quadratische  Variante), 
F3  =  26^  —  3ahc  -{-  a^d ,  (kubische  Variante). 
.Zur  Wegschaffung    des    vorletzten    Gliedes    dividire    man    die 
Gleichung  durch  x^,  ordne   die   Glieder  entgegengesetzt  und  sub- 
stituire 

1  1         c         d  d    , 

X         X  d  '      x'        X     * 

Die  Transformirte  ist  dann 


d' 
und 


■'f{^-(;^+^'-{i)M§+e)+n,.^o 


F2, 3  =  c^  —  hd,  (quadratische  Retrovariante)  , 

F3, 3  =  2c^  —  dhcd  +  ad^ ^  (kubische  Retrovariante). 

6.     Die  Invarianten  und  die  Discriminante. 
Die  kubische  Gleichung  hat  nur  eine  Invariante  J3, 4,  welclie 
zugleich  die  Discriminante  I)^  ist,  nämlich  für  die  Cayley'sche  Form 
,(§§  52  bis  54): 
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J^  ^  =  (hc-  ad)'  -  AQ)'  -  ac) {c^  —  Icl)  =  D, . 
Hierfür  kann  man  nach  Eisenstein  noch  setzen 
aVs,  4  =  a'D,  =  {2¥  —  3ahc  +  a^df  —  A(b^  —  acf  =  V^^  —  4F/ , 
d'J,^ ,  =  d'D^  =  (2c'  -  Ucd  +  cT'af  —  4(c'  —  hdy=  Fgf 3  -4V[^, , 

Die  Discriminante  ist   von   Wichtigkeit  für  die   Prüfung  der 
Wurzeln  auf  ihre  Realität  und  Gleichheit.     Ist  nämlich 

a)  1)3  >  0 ;  so  sind  zwei  Wurzeln  complex; 

b)  D3  <  0 ,  so  sind  alle  drei  Wurzeln  reell; 

c)  7)3  =  0  ^  so  sind  wenigstens  zw^ei  Wurzeln  einander  gleich, 

ausserdem  alle  drei  Wurzeln  reell. 

Unter  steter  Voraussetzung  reeller  Coefficienten  der  vorgelegten 
kubischen  Gleichung  seien 

I.     die  Wurzeln  ^^  =  «^  ,     ^2  =  ^2 ;     ^3  =  ^3  > 
also  sämmtlich  reell,  so  ist  offenbar 

d.  h.  negativ. 


IL     x^  und  %  =  «1  +  i^i  V —  1  ?     ^3  =  ^^3  5 
dann  wird 

D,  =  4An(«,  -  «3^  +  /J/],  d.  h.  positiv. 

III.     Xj^  =  Xo  =  cc^  y     x^  =  «3  ; 
dann  ist  Dg  =  0  . 

7.     Die  Covarianten. 

Gehen    wir    wieder    aus   von    der    Cayley'schen    Form    eines 
binären  Polynoms 

/^ 

fr={a,h,Cyd){x,y)\ 

so  hat  diese  nach  §  57  zwei  Covarianten,  und  zwar  eine  quadratische 
Cs,  2  und  eine  kubische  O3, 3 .     Dieselben  sind 

C3, 2  =  (ßc  —  h-)x^  +  (^<'^  ~  hc)xy  -{-  (hd  ~  c^)  y-, 
und 

C3,3  =  {2h'  —  3ahc  +  a'd)x'  +  3{b^c  +  ahd  —  2ac'')x'y 
—  3{hc-  +  acd  -  2h-d)xy-  —  {2c'  —  Ucd  +  acP)y' . 
Zwischen  diesen  beiden  Covarianten  und  der  Function  f  findet 
folgende  bemerkenswerthe  Relation  statt: 

Cl,  =  .-  4Cl,  +  I),fK 
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Die   beiden   Covarianten  lassen   sich  in  den  beiden  Varianten" 
V2  und   F3  ausdrücken^  wenn  man  a  —  =  J  —  l)  substituirt.  j 


Es  ist  nämlich 

und 

^ C3. 3  =  F,r  -  6  n^r  +  3  K  F3I  -  (F,^  -  2  V,') . 

Ist  in  einem  speciellen  Falle  F3  =  0 ,  so  reduciren  sich  jene 
Formen  auf  die  einfacheren 

2!c/3,3  =  -2F,^(3r-F,). 

Zwischen  den  Covarianten^  der  Function  und  ihrer  Discrimi- 
nante  gilt  nun  nach  der  Bezeichnung  von  Clebsch 

und  nach  der  von  uns  angenommenen  Bezeichnung 

L        40^,2  =  Af^- 61,3 . 

Ausser  dieser  gelten  noch  die  drei  folgenden  Relationen^  wo- 
bei wir  der  Einfachheit  wegen  y  ■=  1  annehmen, 

IL      3/'.r-2r'— 1803,2  — 0, 

III.  C3, 2r  -  203, 2  r  +  ?>ci,f=  0 , 

IV.     21{a'P  —  2VJ-^D,)  =  ar'-^V,rK 

Die  Grössen  f ,  f'\  €3,2  und  03,2  sind  die  partiellen  Differentiad- 
quotienten  von  f  und  C3, 2  nach  x  genommen. 

Setzen  wir  zum  Zwecke  der  Discussion  dieser  Ausdrücke  s  an 
die  Stelle  von  x,  so  wird 

f(s)  ==  az^  +  36/-  +  3c^  +  ^ , 

03, 2(^)  =  {ac  —  &^)^^  +  (ad  -  hc)s  +  (hd  —  c^) , 

C3, 2(^)  =  2{ac  -  h^)z  +  {ad  -  hc)  =  O3,  i(^),  (§  55) , 

d  .(^)  =  2(«c  -  h')  =  2J2, 2,  (§  56). 
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Nimmt  man  nun  an 

03,2(2)  =  0  (Resolvente  11}^), 
so  gellt  die  Formel  I.  über  in 

AVenn  die  Discriminante  D..  verschwindet,  was  immer  der  Fall 
ist,  wenn  entweder  die  Gleichung  f(z)  =  0  drei  gleiche  Wurzeln 
oder  doch  wenigstens  zwei  solche  hat,  so  wird  auch 

Im  ersten  Falle  ist 

ac  —  h'-  =  ad  —  hc  =  hd  —  c-  =  0 , 

d.  h.  C3, 2(^)  verschwindet  identisch;  im  zweiten  Falle  ist 

C"3,2(^)  =  2(ac  —  ¥)z  +  (ad  —  bc)  =  0  , 
also 

^  ad  —  bc 

^  ~  ~  2iac  —  b'')  ' 

Diese  Wurzel  von  2  ist  offenbar  eine  gemeinschaftliche  Wurzel 
der  Gleichungen 

Es  lässt  aber  zeigen,  dass  jener  Werth  von  z  zugleich  der 
Werth  der  beiden  gleichen  Wurzeln  von 

sein  muss.   Aus  Formel  III.  folgt  aus  der  gemachten  Voraussetzung, 
dass  C3, 2(^)  =  0  und  C3.  •2(^)==0  sein  sollen,  sofort 

und  wenn  O3, 2(^)  von  Null  verschieden  ist, 

m  =  o, 

und  somit 

^ ad  —  bc 

^  —  ~  2{ac~b'')' 

In  der  That  ist  dies  nur  eine  andere  Form  der  auf  gewöhn- 
lichem AVege  gewonnenen  Wurzelform  der  beiden  gleichen  Wurzeln 

h     ,     \/~b^~^^äc 

wobei  die  Kubikwurzeln  verschwinden. 

Es  lassen  sich  noch  einio^e  andere  nützliche  Formeln  aus  den 
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Gleichungen  I,  II,  III  ableiten.    Ist  angenommen,  wie  vorhin,  dass 
C2,,2{s)  verschwinde,  so  wird  \ 

und  in  Folge  dessen  gemäss  III. 

Ferner  erhält  man  in  Berücksichtigung  der  Formel  II: 
und 

3/-(.).r«  =  2r(^).f(^). 

Verschwindet  demnach  5.,  ohne  dass  zugleich  Cz,2{z)  ver- 
schwindet, was  bei  zwei  gleichen  Wurzeln  der  Fall  ist,  so  muss 
sowol  f{z)  als  f{z)  verschwinden,  was  auch  sonst  bekannt  ist. 

Aus  der  Formel  I.  ergibt  sich  dann  noch 

m  ■  m  _  2(73,3(^)  ^ 

Für  die  späteren  Betrachtungen  wird  es  von  Nutzen  sein, 
diese  Relationen  in  die  entsprechenden  Formen  der  gewöhnlichen 
Gleichung 

f(x)  =  x^  -{-  ax^  +  ?>:^;  +  c  =  0 
zu  übertragen.     Es  wird  nämlich. 

f{£)  =  3^2  j^2az  +  h, 

6\2(^)  =  («'  —  36)^^  +  (ah  —  i)c)2  +  (U'  —  3ac) ,     . 

Ob W  ==  2(a^  —  U)0  +  (ah  -9c), 

Cl2(0)  =  2(a'  -  U), 

C^^^(£)  =  (2a'  -  9ah  +  21c)z'  +  3(a'h  +  9ac  -  6h')z'' 

-■^(ah'  +  9hc  —  (Ja'c)z-(2h''—^ahc  +  21c'). 
Die  Formeln  I,  II,  III  und  IV  gehen  über  in 

i.     '  4.01,2  =  cU- 21  n,r, 

IL  3/'.r-2f^  + 203,2  —  0, 

III.  Cs,2r  -  2C^3,2 .  f  +  3(73,2 .  /"-  0  , 

IV.  21p  -2V.,f+  D,  ==  f  -  (a'  -  3h)r' . 


§  143.     Die  Covarianten.  423 

Nimmt  man  an 

C3, 2  {^)  =  0 ,     (Resolvente  II) , 
SU  geht  Formel  I.  über  in 

AVenn  die  Discriminaute  D.^  verschwindet,  so  wird  auch 

Oa,3W  =  0  . 
Im  ersten  Falle  ist 

er  -U  =  ah  -  9c  =  ¥  —  '^ac  =  0  , 
im  zweiten 

a,^,^{z)  =  2(a-  -  36)^-  +  (ah  -  9c)  =  0 
und 

ab  —  9c 


2{a''—3h) 

Dieser  Wertli  ist  zugleich  der  Werth  der  beiden  gleichen 
Wurzeln  von  f{z)  =  0.  Die  gleich w^erthige  auf  ge\vöhnlichem  Wege 
durch  die  verallgemeinerte  Cardani'sche  Formel  gefundene  Wurzel- 
form ist 

x^  und  X2  =  —  -77 a  -{-  ~y  a^  —  3h  . 

Für  den  Fall,  dass  03,2(2)  =0  ist,  wird  für  die  gewöhnliche 
Form  der  Function  f(z) 

m  _  2C3,2ü)  _  2  ysD, 

/■'(^)  3C3,2{Z)  3C3,2(^)' 

m  _       2D3  fiz)     vsd; 


f    (^)  C'i  2  (Z)  .  C'i  2  (Z)  '        f"  i^)  Cl  2  {Z)  ' 

cksichtigung  von  Formel  I. 

m.fiz)         2C3,3(^)         4.(31)3)^ 


und  mit  Berücksichtigung  von  Formel  I 


f  (^) .  f  (--)        9  r  (z)  C'i  2  {z)        9 .  [cl  2{Z)\  ' 

Die  Formel  TV.  kann  dazu  benutzt  werden,  eine  Aullösungs- 
methode zu  gewinnen.     Es  wird  nämlich  aus  ihr  für  f(pc)  ==  0 

oder  wenn  man  der  vorgelegten  Gleichung  die  Form 

—  (x^  +  ax^  4"  ^^)  =  ^ 
gibt, 
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i 

[3^^  +  2ax  +  l-{a'-  3&)]  (|^y  =  B,  . 

Hieraus  kann^  wie  in  §  145  gezeigt  werden  wird,  ein  logaritli- 
misches  Integral  gebildet  werden. 

8.    üeber  das  Verhältniss   der  Wurzeln  der  Covarianten  zu  denen 
der  Hauptfnnction. 

Wenn  die  beiden  Covarianten  Cs,  2{ß)  nnd  O3, 3(^)  verschwinden, 
so  finden  zwischen  den  Wurzeln  derselben  und  den  Wurzeln  der 
Gleichung  f(x)  ==  0  einige  bemerkenswerthe  Beziehungen  statt. 

Theorem.     Wenn 

fix)  =  x^  +  ^^"'^  -\-'bx  -{-  c  =  0 
und 

O3, 2(^)  =  (a'  -  36)^'^  +  {ah  —  Oc)^'  +  {¥  —  Sac)  =  0 
ist,  so  sind  die  Wurzeln  x^y  x^j  x.^  und  z  einander   äquianhar- 
monisch  zugeordnet,  d.  h.  es  ist 

.^,  _  .^,    ^,  _  ,       _  j-^  _  1  ^  _^  yirg  ^  oder  -  J, , 


a-2     .T3  —  z 


t/y^    ^^3        ^^2  Li  u 

Beweis.    Drückt  man  die  Coefficienten  der  Covariante  ft,  2C") 
durch  symmetrische  Functionen  der  Wurzeln  aus,  so  hat  man 

C3,  .(ß)  =  1  [(x,  -  x,y  +  (*•.  -  x'J-  +  fe  -  ^,yi^' 

"T  "^  [^3  (^1       ^2)   ~r  ^1  te       ^3)"  +  ^2  (^3       ^i)  ] 

=  1^  [(^1  —  ^2)'fe  -  ^')'  +  0^1  -  ^3)'  fe  —  ^y 

+  (x,-x,nx,-0y\  =  o. 

Hieraus  folgt 

[x^  —  x^y  {x^  —  z)^  '  (^,  —  ^3)2  (.«1  —  ^)'^~~'        ^ 

oder  kurz 

I.        p2  _!_    ^2  _  _    1  ^ 

Ferner  ist 

Cs,  2  (^)  =  [(^2  —  ^3)'  +  fe  —  ^2)  (^1  —  ^3)]  ^'  —  [2^1  fe  —  ^3)'  + 

(=  x^  -  x.^  {x^  —  z)(x,  —  Xs)(ix,  —  z)  +  (^2  —  ^3)'(^i  —  ^)'  =  0  . 
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Hieraus  folgt 

(d'i  —  x^)  (x.^  —  z)  ^  (a?!  —  x^)  (a-g  —  z)  ^^  ^ 

oder  kürzer 

II.    P.<3=i. 

Aus  den  Leiden  Gleichunoren  I.  und  IL  folgt 

und 

P  =  ^  +  ^V^^  =  -J,,     (?  =  i-||/^3  =  -J,. 

Die  beiden  Gleichungen  geben  für  F  -^  Q  den  zweifachen  Werth 
+  1 ,  wovon  nur  das  oberste  Zeichen  gilt,  indem  nur  in  diesem 
Falle  die  Gleichung 

(.C,    —  A-,)  {X^    -  Z)      ,      {X,    —  X^)  (X.,    —   Z)  ^      I       J 

identisch  verschwindet. 

Auf  einem  etwas  kürzeren  Wege  kommt  man  zu  demselben 
Resultate,  wenn  man  schreibt 

03,2(3)  =  [(x,  -  xj'  —  (x,  -  x.^  {x.,  —  a;,)  +  {x.,  —  x^j']  r 
-  [^x,{x,  —  x,,y  -  (x,  +  x.,y(x,  -  x.,)  {x.,-x^)  +  2x,{x,-x,)-]0 
+  fe^fe  —  ^^y  —  oc^ocXXi  —  x.^)  (^3  —  x.^  +  x,^(x.  —  xj^]  =  0  . 
Hieraus  folgt  sofort 

G^'i  —  -^2)'  (^3  —  ^)'  __  i^i  -  ^^-i)  {^3  —  ^)  _i   1  ^  0 

{X,  -  x,Y  {,v,   -  zY      '  {X,  -  X,)  {X,   -  ^)  "^    ^  ^' 

also 

(X,  -  X,)  jx,  -  z)      _ 

G^3    -   ^^2)1^^)    -    ~    ^^     ^'^''      ~^-^* 

Da  nun  die  Identität 

(•^'1  —  ^3)  fe  -  •^*')  +  fe  —  ^-2)  (^1  —  •2)  =  G'^i  —  ^2)  (^3  —  ^) 

stattfindet,  so  folgt  daraus  noch 

^"-~"-^["-~^==-^  oder  -J,. 

Aus  dem  vorstehenden  Theorem  lassen  sich  andere  wichtige 
Folgerungen  ziehen.  Wir  können  zunächst  die  beiden  Wurzeln  der 
quadratischen  Resolvente  (Co Variante)  C^,  2(^)  =  0  in  folgender  Form 
schreiben: 
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^    =  '^^3  (-^'i  —  ^2)  +  J2  ^1  (^3  —  ^2)  ^^  a^a  (a^i  —  X.^)  -\-  J^  Xy  {x,,  —  x^) 
^  (^1  —  ^2)  +  e/aG'ZJg  —  ^'2)  {x^  —  iCg)  +  J^{x^  —  x^) 

tZ'j  t//2      \      ^  \  Xn  Xo       I      t/  2  «^1  «^3 
X^    -J-    J^a^j    -j-   «/2  ^2 

a^3  (^1    —    ^2)   +    »^1  ^1   (^3    ~   ^2)    ^2  (^1    —   ^3)    +   «^2  ^1   (^2    ~~   ^3) 

2   ~~  (X'j    —  ^2)   +   /,  (^3    —  ajg)  ~~         (^1     —  X'^)  -\-   J2  (^2    —   ^3) 

«//■*    tA/o       ■■j"      t/  o   *^0  »-^^o      "' J~      tß  -1    JL>4    tÄyt) 

OC-i    -\-    J 2^1    -\-    ^1^2 

Sind  demnach  die  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung  sämmtlich 
reell,  so  sind  die  der  Resolvente  conjugirt  complex;  sind  dagegen 
zwei  Wurzeln  conjugirt  complex,  so  sind  die  der  Resolvente  reell; 
sind  alle  Wurzeln  gleich,  so  verschwindet  die  Covariante  C^^^iß) 
identisch,  d.  h.  s  ist  willkürlich;  ist  endlich  (x^  —  x.^  =  J^(x.^  —  ^3), 
so  ist  z  gleich  00 . 

Ferner  lässt  sich  die  Covariante  schreiben: 

Wir   werden   später  sehen,    dass   diese   verschiedenen  Formen  der 
quadratischen  Covariante  (73,2  im   innigen  Zusammenhange   stehen 
mit  der  quadratischen  Invariante  J"  der  biquadratischen  Gleichung. 
Theorem.    Wenn 

-     f(x)  ==  x^  -\-  ax^  -\-  hx  -\-  c  =  0 
und 

~  '^{a¥  +  9&C  -  Qd'c)z  -  (2?>-^  —  ^ahc  +  21o')  =  0 

ist,   so   sind   die  Wurzeln  x^^  x^,  x^^  und  z  einander  harmonisch 
zugeordnet,  d.  h.  es  ist 

X.  -X,.    ^'  -  ^  _  _  1  ^     oder  2  ,     oder  y , 


^3             ^2 

'  x^  —  z 

X^             X^ 

.  ^1  —  ^ 

X2            ^3 

x.^  —  z 

X^            -^1 

,x,-z 

•^3  U^i        ^3  ^ 

Beweis.    Drückt  man  die  Coefficienten  der  Covariante  C3, 3 (^) 
durch  symmetrische  Functionen  der  Wurzeln  aus,  so  hat  man 

[{x^  —  2xs  +  Xi)z  +  {x^Xq  —  2x^X2  +  X2X^)]  X 
[{x^  —  2x^  +  x.^z  +  ix^x^  —  2^2^3  +  x^x-^~\  =  0 . 
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Hieraus  folgen  die  Gleichungen 


X, 

X,  - 

-  2.t\ 

X.,   +  X, 

x^ 

X, 

—  2.T2  +  .-^3 

^1 

x^  - 

-  2a,'i 

X.,  -^' x^ 

x^ 

X., 

—  2x3  +  x^ 

a.\ 

x^  - 

-  2x, 

X^   +  ^'1 

A3 

t//*   Ji/.}  Jb^i 


X,  -  2.C,  +  x^  ' 
.r.2  x^         x^ 

l_.2l+± 

'7]   nß  %    —^ -  • 

Dies  sind  zugleick  die  Wurzelformen  der  kubischen  Covariante. 
Sie  liefern  unmittelbar  die  aufgestellten  Doppelverhältnisse. 

AYenn  die  Wurzeln  der  Hauptgleichung  reell  sind ,  so  sind  es 
auch  die  Wurzeln  von  Cz,  3  (<sf)  =  0 ;  ist  eine  Wurzel  reell ,  die  andere 
conjugirt  complex,  so  besitzt  auch  die  Gleichung  C-i,z{z)  =  0  solche 
Wurzeln;  sind  alle  Wurzeln  gleich,  so  verschwindet  die  Covariante 
identisch,  d.h.  s  ist  willkürlich;  ist  endlich  eine  Wurzel  das  arith- 
metische Mittel  der  beiden  andern,  so  wird  ^=  c». 

Wir  werden  später  bei  der  Untersuchung  der  biquadratischen 
Gleichungen  sehen,  dass  die  kubische  Covariante  Cs,  3  im  innigen 
Zusammenhange  mit  der  kubischen  Invariante  ^  der  biquadratischen 
Gleichungen  steht. 

§  144.    Die  Verallgemeinerung  der  Cardani'schen  Formel  nach  - 

Lagrange. 

Die  Wurzelform  der  vollständigen  kubischen  Gleichung  lässt 
sich  leicht  direct  aus  der  Cardani'schen  Formel  ableiten,  indem  man 
die  Gleichung  durch  Variation  auf  eine  andere  reducirt,  in  welcher 
das  zweite  Glied  fehlt. 

Gegeben  sei 

x^  +  ax^^  -^hx  -\-  c=  0 , 

Man  bilde  daraus  mit  Anwendung  der  Vieta'schen  Emendation  die 
unvollständige  Gleichung 

x''^  -\-  px'  +  ^  =  0, 
indem  man  x  =  x' a  setzt.    Dies  gibt 


i)=  -4-(«--3&),     q  =  ^{2a'  -^al  +  21c), 


428  Vierter  A.bschnitt.     Substitutionsmetlioden.     IV. 

welche  Wertlie   man  in   die  Cardani'sche  Formel   einzusetzen   hat. 
Man  erhält  auf  diese  Weise  die  Wurzelform 

1 

X  =  —  -  a 

3  — . . , 

+  i]/r  y -  ^(2a^—9ah+21c)+^y(2a^-9ah+21cy--4{a'-i^hy 

+  jV^y  -  ^{2a'—9ah+21c)-^y(2a'^9ah+21cy-~4{a'—3h^ 

Man    erkennt    auf   den    ersten  Blick,    dass  in    dieser    allgemeinen 
Wurzelform  die  quadratische  und  kubische  Variante  auftreten. 

Lagrange  verallgemeinert  die  Cardani'sche  Formel  durch  fol- 
gende Modification  der  Methode  von  Hudde.    Man  setze 

X  +  -^~  a  =  y  -\-  z 

und  erhebe  beiderseits  zur  dritten  Potenz.    Dies  gibt 

x^  +  ax"^  +  -  a^x  +  ^ci'^  =  y'^  +  s^  +  ^^yz\x  +  -^  « ) ? 

oder  nach  Potenzen  von  x  geordnet, 

x^  +  ax^  +  (\a^  —  ?>yz\  x  -{■  (^d^  —  ayz  —  y^  —  z^\  ==  0.- 

Vergleicht  man   die  homologen   Coefficienten    dieser   und  der  ge- 
gebenen Gleichung,  so  erhält  man  die  Bestimmungsgleichungen  für 

y  und  z : 

,y0  =  ^(a'-  36),     f  +  z'  =  -.^^  {^a?  -  <dah  +  27c-) . 

y  und  ^  sind  demnach  .die  Wurzelwerthe  der  Resolvente  VII: 

^'■^Yi  (2«'  -  9«^  +  27c)  ^'  +  4  («'  -  3&)% 
oder  der  Gleichung  der  Wurzelkuben  von 

«^-(«  +  ia)^  +  |(a'-36)  =  0.     (§158.) 

Von  der  Resolvente  VII.  sind  die  sechs  Wurzeln 
y,     J,y,     J^y,  \  z,     J^z ,     J^z , 

unter  denen  die  Variationen  der  beiden  Gruppen  zur  zweiten  Klasse 
so  zu  bilden  sind,  dass  sie  die  Gleichung 
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erfüllen.    Es  sind  also  nur  die  Variationen 

zulässig,   und  die   drei  Wurzehverthe   der  vollständigen  kubischen 
Gleichung  sind 

^2  =  —  -^  <^  -\-  Jiy  -\r  J-i^ 7 

§  145.    Verallgemeinerung  der  Methode  von  Landen*). 
Gegeben  sei  die  vollständige  Gleichung 
x^  +  ax^  -{-  hx  -{-  c  =  0 . 
Man  bilde  zunächst  die  Derivirten  des  Absolutgliedes  c, 

Man  multiplicire  die  letzte  Differenzialgleichung  mit  c'-c  und   inte- 
grire.    Dies  gibt 

ex         2   \cx-J      ' 

Die  Constante  C  wird  bestimmt  durch  die  Erwägung,  dass  für 

X  =^  0 ,     7^  =  —  5     und     7^^,  =  —  2  a 
'     ex  cx- 

wird.    Es  ist  demnach 

66  =  i  (4a^^)  +  (7,     C=-2{ci:'  -U), 


Foljxlich  ist 


de 

0, 

oder 

dx 


y3]/|(V-36) 


0  Man  vergl.  §  133. 
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Diese  Gleichung  verwandele  man  in 


2  1/3 


dx 


multiplicire  mit  de  und  integrire.    Das  vollständige  Integral  ist 


Die  Constante  ergibt  sich  aus  der  Erwägunge  dass  für 

^  =  0 ,   c  =  0     und     TT-  =  —  h 

'  dx 

wird;  mithin  ist 

Schafft  man   die  Constante   auf  die   linke  Seite   und   quadrirt^    so 
erhält  man 


[3y3..  +  f]/'fa(«^ 

-[(»^-3^)+£](i^y. 


-±(a'-3by 


27 


Die  linke  Seite  ist  die  Discriminante  D.^.    Setzt  man  noch  in  der 
Klammer  zur  Rechten 


ein,  so  wird 


7). 


1^  =  -  (3^^  +  2ax  +  h) 


nx^  +  2ax-(a'~U)\(liy> 


Indem   man   weiter   hieraus   die   Quadratwurzel   zieht^   erhält  man 
durch  Transposition 

dx 


de 


syc''  +  ^  {2a^  —  9ah)c  —  ^(«'&'  —  4Z>' 


Durch  Integration  dieser  Gleichung  und  in  Erwägung,  dass  x  und 
zugleich  verschwinden  müssen,  erhält  man 
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X  -j-  ja  +  yx^  -\-  ~ax  —  -  (a-  —  46) 


=  Vi  ]/ -  ^  (2a^  -  9ab  +  21c)  +  ^  Y2fD, . 

3/— 

Bezeichnet  man  die  rechte  Seite  mit  u  y  1    und   transponirt^  so  er- 
hält man 


X  +  -  a=  yi  .u  —  ~y  x^  -}-  -  ax  —  ~  {a^  —  4&)  . 

Wenn  man  nun  beiderseits  zum  Quadrat  erhebt,  erhält  man  durch 
Transposition 

i  (a'  —  U)  =  Vi' .  li'  —  2]/l,u  Yx'  +  lax-  j  (a'  -  Ah) 
und  wegen  der  Beziehung 


y^2  +  I  ao;  -  I  ia'  -  U)  =  }/l  .  u  -  (x  +  ^  a) 
(a'  -  U)  =2]/l.u  (x  +  I  «.)  -  'V~i\u', 


4 
oder 


,1  13/-  2  3/-2     a2  —  U 


3  2    '  '     9    »^  M 

Setzt  man  für  u  seinen  Werth  wieder  ein,   so  erhält  man  die  be- 
kannte Wurzelform  (§  144) 

ß 


+  ¥  Vi'  ]/^  (2«^  -  ^al  +  27c)  -  \  y27  A  • 

§  146.    Methode  von  'Hulbe  mittels  Anwendung  der  Reducente 

(6)     «^'-3/3  =  0*). 

Gegeben  sei  die  vollständige  Gleichung 
x^  +  ax^  -\- hx  -\-  c  =  0 , 
Man  suche  dieselbe  auf  die  Form 

{x  -\-  niy  -\-  n  =  0 
zu  reduciren.    Entwickelt  man  die  Reducirte  in 

x""  +  Smx'-  +  3m~x/  +  m^  +  n  =  0 


*)  Analytische  Entdeckungen  u.  s.  w    S.  95;  Veriot,  Compt.  rend.  LX. 
p.  55G.     Paris  1865.     Man  vergl.  §  79  b. 
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oder  kurz  in 

so  erhält  man  durch  Vergleichung  der  homologen  Coeffieienten  die 
Bedingungsgleichungen 

3m  ==  a ,     3m^  =  ß, 
welche  sich  auf  die  eine  j 

reduciren  und  worin  wir  die  Form  der  Reducente  (6)  erkennen. 

Diese  Reduction  lässt  sich  nun  aber  nicht  durch  einfache  Va- 
riation der  vorgelegten  Gleichuug  beschaffen.  Denn  setzt  man  in 
der  Variirten  (§  143,  1) 


so 


erhält  man  wieder  a^  —  3h  =  0 . 
Hulbe  geht  deshalb  aus  von  der  Substitution 


X  =  —  4-  0 

u      ' 

und  ordnet  das  Polynom  nach  Potenzen  von  u^  wie  folgt: 

,,3    ,    _  3z'-\-2az-\-b        2  3z  +  a  1  _ ^ 

Diese  Gleichung  lässt  sich  nun  mittels   der  Reducente  (6)  auf  die 
obige  Art  reduciren.   Die 'Bedingung  wird  erfüllt  durch  die  Gleichung 

(3^2  +  2az  +  hf  —  3(^^  +  a^2  ^  ^^  ^  c)  (3^  +  a)  =  0, 

d.  h.  sie  lässt  sich  auf  die  Resolvente  IL 

(«2  —  36)  0'  +  (o,h  —  9c)  ^  +  (h'  -  3ac)  =  0 

bringen.    Die  W^urzelwerthe  dieser  Gleichung  sind 


(a  &  _  9  c)  ±V{ab  —  9c)^  —  4:{a'  —  3  h)  (6^  —  3  a  c) 
"2(«^  —  3fe) 

(ab  —  9c)±  Vsn's 


2(^2  —  3&) 

Aus  der  Reducirten 


u'-{-Äu'+^^Ä'u+-C=0 


folgt  nun 
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>,,=  --:,  A  +  i^Jn-A' -21  C, 


3  '      3 

1 

3 


n,=^-^A  +  ^J,}/A'-21C; 


lind  endlich 


oder  auch 

_i,  _1,  _J_i 

^1  —  ,,^  -f-  ^2  ;     ^2  —  —  -t-  ^2 ;     ^3  —  ,,^  -h  ^2 ; 

je    nachdem    in  Ä    einer  der  beiden   Wurzelwerthe  0^  und  ^^   ^^^^ 
Resolvente  eingesetzt  worden  ist. 

Die  von  Veriot  gegebene  Methode  ist  nur  eine  Wiederholung 
der  Entdeckung  von  Hulbe. 

§  147.    Hulbe' s  Methode   der  Auflösung  durch  die   Bildung  der 
Gleichung  der  Wurzelquadrate  der  Variirten*). 

Da  es  nicht  gelingt,  die  Variirte  mittels  Anwendung  der  Re- 
ducente  (6)  auf  den  Kubus  eines  Binoms  zu  bringen,  versuche  man 
es  mit  der  Gleichung  der  Wurzelquadrate  der  Variirten 
x^  +  «^'^  +  ßx   -{-  y  =  0 .. 
Man  setze  x'  =  Yy  und  bilde  die  Gleichung  der  Wurzelquadrate 

y'  -  («-  -  2ß)i/  +  iß^  -  2ay)y  -  /  =  0 . 
Nimmt  man  nun  an 

ia'-2ßy^S{ß-'-2ar)==0, 
SO  wird  die  Gleichung  in  y  von  der  Form 

f+Af+jAhj  +  G=^0. 
Zur  Bestimmung  von  Ä  und  C  hat  man 


*)  Hulbe,  Analytische  Entdeckungen  u,  s.  w. 

L.  Matthiessen,  Neue  Auflösungen  u.  s.  w.  Ztschr,  f.  Math.  u.  Phys. 
VIII.  S.  134.    Leipzig  1863. 

Schlüssel    zu  Heis's    Aufgabensammlung.     II.   Bd.    §  95  a.    Nr.  5. 

Köln  1878. 

Matthiessen,  Grundzüge  d.  ant.  u.  mod.  Algebra.  28 
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—  C  =  f  =  (B^  +  a  z'  -^hz+cf. 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  liefern  die  Resolvente  IX: 
{a^  —  U)z^  +  \  (2a'  —  Iah  +  9c)z 

+  ^-(a^-4:a'h+'6ae  +  h')  =  0, 

woraus  ein  Wertli  von  0  gefunden  wird  und  somit  auch 
X  =  x'  -\-  0  =  Yy  +  0 . 
Die  drei  Wurzelwerthe  von  y  sind 

Zur  definitiven  Berechnung  von  x  ist  dann  noch  über  das 
Vorzeichen  von  ]/?/  zu  entscheiden.  Die  vorstehende  Methode  liefert 
also  auch  fremde  Auflösungen,  wie  dies  bei  allen  Substitutionen 
höheren  Grades  als  dem  ersten  der  Fall  ist.  Die  Substituirte  ist 
nämlich  eine  quadratische,  weil  aus  der  Annahme  ^  =  ]/?/  +  ^  folgt 
x^  —  2sx  +  ^^  —  2/  =  0 . 

Demnach  lässt  sich  durch  die  Substitution  einer  quadratischen 
Function  die  Reducente  (6)  erfüllen. 

1.  Beispiel.    Aufzulösen:  x'  —  ?>x  -{-  2  =  0 , 

Die  Resolvente  dieser  kubischen  Gleichung  ist 

^^  +  «  +  T  =  0 

und  ihre  Wurzeln  3.  =  —  „- ,  ^2  = ^ '    Daraus  berechnet  man 

J.  =  -  6|-,  C  =  -  y^  =  —  11?|;  also  ist 

2/=2-i,     x'  =  l/^  =  ±|- 

lieber  das  richtige  Vorzeichen  entscheidet  man  durch  Pro- 
biren oder  durch  Substitution  des  zweiten  Wurzelwerthes  von  z 
in  A  und  C.  Im  vorliegenden  Falle  gibt  das  letztere  Verfahren 
offenbar  denselben  VV^erth  von  x.  Daher  sind  beide  Vorzeichen 
gültig  und  die  Gleichung  hat  zwei  gleiche  Wurzeln,  wie  vorher-j 
zusehen   war,    da    die    Discriminante    aus    z  verschwindet.    Es   ist 
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X  =  Z,+X=  —   ^-±~',       ^\  =   1  ,       ^2   =   1;       ^3  =   —  2 


2.  Beispiel.     Aufzulösen:    x^  —  24a;  —  48  ^  0  . 
Die  Resolvente  ist 

0'  —  S0  +  2  =  O, 
und  ihre  Wurzeln  0^  ==  1 ,  z.^  =  2 .     Für  0^  =  1  findet  man 

A  =  —  61,    C='-f==-lV;    ^=  17+ >/i28=  22,03968. 
Daraus  ergibt  sieh 
X  ^  ±yy  =  ±  4,69464 •,     x  =  z,  +  x  =  ±  4,69464  +  1 . 

lieber  das  wahre  Vorzeichen  von  x'  entscheidet  der  Wurzel- 
werth  02 '    F^^^  diesen  findet  man 

^  =  —  60,     (7= -88-;     2/ =  20  +  >/^^^^256  =  1^65040  . 

Daraus  ergibt  sich 
x'  =  -j-yy  =  ±  3,69464 ;     x  =  0^  +  x  =±  3,69464  +  2 . 

Demnach  ist  das  obere  Vorzeichen  zu  nehmen.  Die  Gleichung 
hat  nur  eine  reelle  Wurzel,  da  die  Discriminante  positiv  ist,  oder 
die  Resolvente  reelle  Wurzeln  besitzt.    Die  Wurzeln  sind 


x^  =  5,69464 ,     x,  und  x,  =  —  2,84732  +  0,532  ]/-  1 . 

§  148.    Eine  dritte  Substitutionsmethode  von  Hulbe  mittels  An. 
Wendung  der  Reducente  (6)  «^  —  3/3  =  0*). 

In  der  vorgelegten  vollständigen  kubischen  Gleichung 

f{x)  =  x^  +  ax^  +  hx  +  c  =  0 

substituire  man 

^    ,    z""  +  az^  -\-bz-i-  c    I    ^  ^  /(^)  +  uz 
'  u  "•"  "^  u 

und  ordne  die  resultirende  Gleichung  nach  Potenzen  von  n ,  wie  folgt 

ti^+(ß0'+2a0  +  h)n'+[30'+4.a0^+{a^+dh)0'+{ah  +  3c)z+a€]u 
+  [0'+2a0'+(a'+2h)^+2{ah  +  c)0'+{h'+2acy+2bc0+c']=O^ 

oder  kurz 

11^  +  an^  +  ßu  +  7  =  0. 


*)  Hulbe,  Analyt.  Entdeckangen  u.  s.  w.  S,  94. 

28* 
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Durch  Einführung  der  Reducente  (6)  gelangt  man  zur  Resol- 
vente II: 

{a'  —  U)z'^  +  {ah  -  9c)^  +  {V'  —  ?>ac)  =  0. 
Den  Werth  von  u  erhält  man  aus  der  Gleichuncr 


(«  +  |«y-^(«'-27r)  =  o. 


Dadurch  ist  also  .x  bestimmt.  Mit  Hülfe  der  Formeln  in  §  143,  7 
kann'  man  die  Ausdrücke  noch  abkürzen.    Es  ist  zunächst 

« =  - 1  r  («) + \W\^)-^vW), 


und 

wegen 

r^l  (  ^\ 

*                A                f'2(r,\ 

^ 

1  yß)  — 

3Gi,{zr'  ^'■>' 

li  = 

-im+i 

r(.)]>i    ^<iri^^,% 

,2«' 

Gemäiss  der  Substitution 

.-^f+. 

=  ^Är(.)  +  ^ 

ist  dann 

X 

2  1/3  A 

<?3,äW- 

o 

* 

-|/q2W'-36^C'i, 

(«) 

Wenn  D.^  ==  0  ist  und  nicht  zugleich  C3, 2  (^)  =  0,  so  ist /'(5)  =  0 
und  den  Entwickelungen  in  §  143,  7  gemäss 

ah  —  9c    2(&2  — 3ac) 

^  —  ^  —  —  2{a'  —  3h)  ~  ab  —  9c    ^ 

oder 

X  = a  -\-  —  Ya^  —  3  &  . 

Die    Gleichung   hat    dann   zwei   gleiche   Wurzeln  von  diesem 
Werthe.    Sie  hat  drei  gleiche  Wurzeln  gleich -«oder  —  -^V^b 

0  o 

oder  —  yc^  wenn 

a'  —  U  =  0,     ah  —  9c  =  0,     und  b^  —  3ac  =  0  . 
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§  149.  Verbesserung  einer  vierten  Substitutionsmethode  von  Hulbe*). 

Bei  einer  der  Hulbe' sehen  Auflösungsmethoden  der  quadra- 
tischen Gleichungen  i^t  bemerkt  worden,  dass  Hulbe  zur  Auflösung 
aller  Gleichungen  von  den  ersten  vier  Graden  vorschlägt  zu  sub- 
stituiren 

Er  führt  dies  aber  selbst  nicht  aus,  sonst  würde  er  auf  die 
Gleichung  y  =  s  gerathen  sein,  was  unstatthaft  ist.  Zur  Auflösung 
der  kubischen  Gleichungen  räth  Hulbe  an,  s  willkürlich,  von 
Null  verschieden  anzunehmen  und  die  Reducente  (6)  einzusetzen, 
was  aber  auch  nicht  zum  Ziele  führt. 

Wir  substituiren  nun  ähnlich  wie  in  §  105  allgemeiner 

u-\-  V  z  z 

U-\-Z  \J^  — 

Setzt  man  ferner  —  ii  an  die  Stelle  von  — ,  s^   an  die  Stelle 

von  V  ^ ,  Z.2  an  die  Stelle  von  Vj  so  erhält  man  die  Bezout'sche 
Function**) 

Z,  —  Zo  u 

X  =\ ^. 

Diese  Substitution  ist  zuerst  von  Bretschneider  zur  Auf- 
lösung der  vollständigen  kubischen  Gleichung  angewandt  worden. 
Der  Werth  von  z  ist  ein  Wurzelwerth  der  Resolvente  H.  Dieselbe 
Function  haben  wir  bereits  zur  Auflösung  der  Gleichungen  ersten 
und  zweiten  Grades  unter  der  Bezeichnung  „Methode  der  falschen 
Substitutionen"  (regida  falsorum  s.  liisab  al-'khataaißi)  angewandt. 
Die  Methode  verdient  als  eine  allgemeine  Methode  zur  Auflösung 
der  Gleichungen  der  ersten  vier  Grade  unstreitig  vor  allen  übrigen 
den  Vorzug,  besonders  aus  dem  Grunde,  weil  sie  die  Wurzelform 
in  symmetrischer  Form  darstellt.  Sie  soll  deswegen  weiter  unten 
ausführlicher  entwickelt  werden. 


*)  Analytische  Entdeckungen  u.  s.  w.    §  91. 
**)  Man  vergl.  §  101  und  §  140. 
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§  150.    MetlLode  von  Mallet  und  Cookie  mittels  Einfülirung  der 
Reducente  (8)    ß^  —  3ay=0'^). 

Wir   haben    in    einer    der  vorangehenden  Methoden  gesehen, 
dass  die  Reduction  der  Variirten 

x^  +  ax''  +  ßx  +y  =  0 
auf  die  rein  kubische  Form 

(x'  +  my  -\-  n  =  0 
nicht    mittels    der  Reducente  (6)  «^  —  3^  =  0  beschafft  werden 
kann.     Dies  gelingt  dagegen  leicht  mittels  der  Reducente  (8) 

/32_3«7  =  0. 
Sie  wird  hierdurch  auf  die  rein  kubische  Gleichung 
{mx'  +  ny  =  p^x''^ 
gebracht.    Entwickelt  man  diese  Substitutionsgleichung  in 

(m^  — p^)x''^  -\-  Sm^nx'''^  +  o^nn^x'  -{-  n^  =  0 
oder 

X        ~T       O         5  5   X        "|~    O        5  ö    X      ~i  Q  o   — ~"   \J 

und  vergleicht  sie  mit  der  Variirten  Glied  für  Glied,   so  sind  die 
Bedingungsgleichungen  der  Identität 

3m^n     ^mn^-     ^  n^        

woraus   sich   sofort   die  Reducente   (8)   ergibt.     Setzt  man  in   der 
Variirten  jetzt  ß  =  Y^ay  und  dividirt  durch  x''^y  so  resultirt 

C')"+yfa)'+f(i)+i=». 

welche    eine   Reducirte  ist   und   sich   auf   den  Kubus   einer  zwei- 
theiligen Grösse  bringen  lässt,  nämlich 

Auch  kann  man  zufolge  der  Substitution  setzen 


3  /— 


*)  Mallet,  Nov.  Act.  Societ.  üpsal.  III.  p.  249.  1780;  Cookie,  Cambr. 
Math.  Journ.  Nr.  XII.  vol.  II.  p.  248.  1841;  XIX.  1848;  Grün.  Arch.  I.  254; 
Ztschr.  f.  Math.  u.  Phys.  VIII.  S.  138.  1863;  Bretsch neide r  in  Grün. 
Arch.  IV.  S.  419.  1843;  Alexandre  in  N.  ann.  math.  XXV.  1866. 
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Es    bleiben    also    noch    die  Grössen  a,  ßj  y   zu    bestimmen 
welches  nach  Mallet 's  Verfahren   auf  folgende  Weise  geschieht. 

Die  gegebene  Gleichung  sei 

x^  +  ax^  -{-hx  -}-  c  =  0. 

Man  setze  x  =  x  -\-  z  und  man  Avird  erhalten 
x'^  +  (3^  +  a)x"'  +  (3^2  +  2az  +  h)x  +  {s^  +  az-  +  hs  +  c)  =  0. 

Um    die    Gleichung    auf   die    substituirte    Form    zu    bringen, 
nehmen  wir  an,  es  sei  ß^  —  3ay  =  0  oder 

(3^2  +  2az  +  Vf  —  3(3^  +  a)  (^^  +  az^  J^hz-\-c)  =  ^, 

Dies  gibt  die  quadratische  Resolvente  II: 

(«2  —  U)z^  +  {al  -  ic)z  +  (&2  —  3ac)  =  0. 

z  wird  demnach  durch  eine  quadratische  Gleichung  bestimmt, 
welche  zwei  Werthe  von  der  Eigenschaft  liefert,  dass 

x''  +  ax"'  -^  ßx'  Ar^=^ 

wird.    Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  Zaß  und  transponirt, 
so  erhält  man 

{ax   +  ßf  =  a(a'  -  ^ß)x^ , 
und  wegen 

er  —  oß  =  d-  —  3  & , 


ax  ■^ß  =  xy(a'  -?>}))  {^z-\-d). 
Setzt  man  wieder  x'  =^  x  —  ^,  so  erhält  man 


{az  +  ^)  +  ^i/(«'—  3fe)  (30  +  a) 

2,z-\-  a—  yia?-  —  3&)  (3^  +  «) 

Mallet  setzt  nun  vorläufig  a  =  0,  indem  er  die  allgemeineren 
Formen  später  wieder  aufnimmt.  Die  Wurzelformel  wird  in  diesem 
Fälle 

X  =  ~ 3  — 

.+i/fr. 

Setzt  man  —h  =  M^,  z  =  Z^ ,  so  wird 
3  '  ' 

^  —  zz'  +  M  —  'z'^'^   -  Jij  — iU^--2-, 
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oder 


n 


hs 


I' 


n 


hz 


Aus  der  Resolvente 


/^  +  3|.-i-6 


folgt  nunmelir 


und  die  Cardani'sclie  Formel 


W 


Wir  kehren  zu  der  vollständigen  Gleichung  in  x  zurück.  Es 
mögen  noch  die  Wurzelformen  für  einige  specielle  Fälle  unter- 
sucht werden. 

1.  Es  sei  a^  —  3&  =  O5  dann  ist 

h^  —  3ac 1      h 

Daher  wird  vermöge  der  variirten  Gleichung 

ax  -j-  h  ===  (b^  —  a^c)^. 

2.  Es  sei  &^  —  oac  ==  0.     Dann  ist  ' 

.,    ,    ab  —  9c  ^  ^  1  3c 

Man  ündet  daraus 

1 

ax  -{-  h  =  X  (a^  —  3ah)^. 
o.    Es  sei  ah  —  9c  =  0.    Die  Resolvente  ergibt  alsdann 

und  Hallet  findet  die  elegante  Relation 

1 
3x  +  yil  ^  /a  —  VsbY 
Sx  —  yWb         \a-\-ysb/ 
4.    Unter  Zusammenfassung  aller  drei  Reducenten  sei 

a'  +  ab  +  W  ==  3(6  +  3c  +  ac) . 
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Dann  ist  z  einwerthig,  nämlich 
■  _  &^  —  3ac 

Der  Wurzelwerth  der   variirten   Gleichung  ist  dann  gegeben 
durch  die  Beziehung 


ax  '\-  ^  =  x{a^  —  3«/3) 


§  151.    Methode  von  Arndt  mittels  Einführung  der  Reducente 
(8)  ^^  -%ay=  0*). 
Gegeben  sei  die  vollständige  Gleichung 

x^  +  ^^'  +  &ic  +  c  =  0 . 
Man  bilde  die  Gleichung  der  reciproken  Wurzeln  der  Variirten, 
nämlich 

und  substituire 

Multiplicirt  man  beide  Gleichungen  mit  einander  und  subtra- 
hirt  davon  das  9faclie  der  reciproken  Wurzeln,  so  erhält  man 

Durch  Einführung  der  Reducente  (8)  wird 
XIV  =  aß  —  dy 
und 

(«2  —  3h)z'  +  {ah  —  96)0  +  Qß  —  3rtc)  =  0. 
Weil  nun  v'-  =  3yit  ist,  so  ergibt  sich  daraus 
v^  =  'dy{aß  —  9y), 
und  aus  der  zweiten  Substitution 

3y  3y  ß 


^4-^         —  ^  +  >/l  |/3y  (a^  — 9y)         —  «  +  |/r|/a(a2_  3|3) 


*)  Arndt,   Beiträge  zur  Aufl.  der  kub.   und  biquadr.  Gleichungen  S.  4. 
Progr.    Spandau  1864. 


[Vl  |/«(a^  -  36)  +  y^r  ]?i {a^-Slf] 
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oder 

Macht  man  den  Nenner  rational,  so  resultirt 

Diese  Wurzelform  lässt  sich  noch  vereinfachen  durch  Berück- 
sichtigung der  Beziehung 

Daraus  folgt 

x'  =  X  —  0 

1  1 

und 

^     un  ist 

und  man  erhält  auf  diesem  Wege  wieder  die  verallgemeinerte 
Cardani'sche  Formel. 

§  152.   Methode  von  Bretschneider,  die  kubische  Gleichung  mittels 
der  Reducente  (7)   aß  —  9y  =  0  aufzulösen*). 

Die  Form  der  Discriminante  der  allgemeinen  kubischen  Gleichung 
D,  =  ~  (ah  —  dcf  -±(a'  —  U)  (h'—  Sac) 

führt  uns  leicht  auf  den  Gedanken,  zu  versuchen,  ob  die  algebraische 
Form  ah —  9c  eine  Reducente  der  kubischen  Gleichung  sei.  Dies 
ist  nun  in  der  That  der  Fall,  wie  zuerst  von  Bretschneider  ge- 
zeigt worden  ist.  Bildet  man  die  Variirte  mittels  der  Substitution 
X  =  x'  -{-  y  und  setzt  aß  —  9y  =0,  also 

(Sy  +  ä)  (32/^  +  2«y  +  &)  -  9  (y«  +  mf  +  &2/  +  c)  =  0, 


*)  Grun.  Arch.   IV.  S.  419.  1843.    Man  vergl.  auch  Hallet,  Nova  ana- 
lysis  aequationum  etc     Nova  Acta  Upsal.  S.  252.  1780. 
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so  erhält  mau  die  Resolvente  IV  a: 

2{a^  —  U)xj  +  {ah  —  9c)  ==  0. 
Um  Ulm  die  Reducirte 

x'o  _(_  ax^  4-  ^o;'  +  y  «/3  =  0 

aufzulöseu,  gibt  Bretschueider  folgeude  elegante  allgemeine 
Auflösung  der  kubischen  Gleichung.  Derselbe  substituirt  die  Be- 
zout'sche  Function 

^  ~   1  4-u 
in  die  Variirte  und  ordnet  nach  Potenzen  von  iij  wie  folgt: 

+  1^,(3«,.',  +  «[5i  +  z,\  +  ß)-\-  {az,e,  +  ß[z,  +,,]  +  3r)W 
+  MSz,,,  +  «K  +  ^2]  +  ß)  +  ic,0,0,  +  ß[g,  +  «,]  +  3y)]»  ■ 
+  («/  +  a^,^  +  M  +  J')  =  0. 
Man  hat  nun  z^^  und  s'2  so  zu  bestimmen,  dass  die  mittelsten 
Glieder  verschwinden.    Dies  geschieht  durch  die  beiden  einnahmen 
I.     Sz,^,  +  a[2,  +  z.^  +  ß  =  0, 
IL     as,  0,  +  ß[^i  +  ^-2\  +  37  =  0. 
Die  transformirte  Gleichung  wird  demgemäss 

Aus  den  Gleichungen  I.  und  IL  folgert  Bretschueider  noch 


a-^Zz.,         «^^'+^^2  ^Z^^^2>yz 


Da   II  drei   Werthe    hat,    so    findet    man    aus    denselben    mit 
!  Hülfe  von  z^  und  2^  leicht  die  drei  Werthe  von  x.    Es  folgt  aber 
aus  I.  und  IL 

,  aß—  9y  ß2  _  3 

^1  ^  ^2  ^2  _  3|3  »      -1  -2  —    «2  _  3|5 

Demnach  sind  z^  und  ^2   ^^^i®  beiden  Wurzelwerthe  der  qua- 
dratischen Resolvente  II: 

(a"  —  3ß)z'  +  {aß  —  dy)z  +  {ß'  -  3«y)  =  0. 

Da  nun  zuvor  angenommen  worden  ist,  es  sei  «/3  —  9j^  =  0, 
so  wird 

z'  =  -  ^^Fz.'lf= ^j[(«'-3i)y^+(a6-9c)2/  +  (&^-3ac)] 
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oder 


^   =  I?;;^ — ^^Mi  =  IT  P    "^^    — 7-^-h^  =  K S=^     (Hallet). 

Die  Hülfsresolvente  ist  demnacli  die  quadratische  IV  b: 

Die  Wurzelform  der  vorgelegten  Gleichung  wird  nun  auf  fol- 
folgende  Weise  bestimmt.    Zunächst  ist 

^     cc-\-  3^2  '    h"^ 

Daraus  folgt 

Mit  Rücksicht  auf  u^  ist 

folglich 

1  3  1  +  w,  —  3     1  +  t*,  3  '^ 

1         ,     1  gVi-h^g  1  1      7/      ,    7N 

=  -   3  ^  +   3 —-T^  =  -  3  '^  -  3  ^  %  +  ^^)  • 
Aus  i!^2  uJii^i  %  findet  man  weiter 

Die  Werthe  von  g  und  /i  berechnet  man  aus 

/^:i  _  «  _f_  3^.^  _  ^  ^   3         y3A      _  (2  a^  -  9aZ>  +  27c)  -  3Y3ij~ 


2     {a'  —  3  b)  2  (a2  —  3  ö) 

Endlich  findet  man 

Ist  a  =  0,   so   erhält   man  wieder  die  ältere  Wurzelform  von 
Bezout. 


§  153.    Anwendung  der  Keducente  (7).  445 

§  153.  Eine  andere  Methode  der  Auflösung  mittels  Anwendung 
der  Reducente  (7)  aß  —  dy  =  0"^). 
Da  die  vorhergehende  Methode  eine  allgemeine  von  der  speeiellen 
Anwendung  einer  Reducente  unabhängige  Methode  ist,  so  wollen 
wir  noch  auf  andere  Weise  zeigen,  wie  man  zu  den  Wurzelformen 
mittels  Reducente  (7)  gelangt.  Bildet  man  die  Variirte  und 
führt  wie  zuvor  die  Reducente  (7)  ein,  so  erhält  man  die  Re- 
ducirte 

x''  +  ax'  +  ßx  +~aß  =  0. 

Zur  Berechnung  der  Coefficienten  bedarf  es  der  Auflösung  der 
linearen  Resolvente  IV  a. 

2(a^  -  U)0  +  {ah  -  9c)  =  0  . 

Man  muss  hiernach  vermuthen,  dass  es  zur  Reduction  der 
kubischen  Gleichung  noch  einer  zweiten  und  zwar  quadratischen 
Resolvente  bedarf.  Zu  derselben  gelangt  man  auf  folgende  Art: 
Man  substituire 

(^'  + 1  «)  —  I  i/u^  —  v^  \}^u  +  V  +  }/u  —  v]  =  0  . 
Macht  man  diese  Gleichung  rational,  so  resultirt 

{x' +!«)'-!  («^  -  V')  (*' + 1 «)  -  Ä  «(«^  -  ^') = 0 . 

Man  bringe  die  Variirte  auf  die  ähnliche  Form 

(■'■'  +  i «)'  -  3  ("'  -  3«  (^'  +  i  «)  + 1  <«'  -  3/5)  =  0  . 

Aus  beiden  Gleichungen  ergeben  sich  dann  folgende  Bestim- 
mungsgleichungen für  «  und  v: 

«  =  _„  =  _  (3.  +  «) 2(a-_36)    -' 

Aus   der  letzten  Gleichung  folgt  die  zweite  Resolvente  IV 1): 
4(a-  —  3h)h/  —  3D.^  =  0. 


*)  Matthi essen,  Die  algebraisclien  Methoden  etc.    S,  21.  Leipzig  18GG. 

Schlüssel  zur  Aufgabensammlung  von  H  eis.  §95b.  Nr.  31.  IV.  Köln  1878. 

Arndt,  Beiträge.  S.  5.  Spandau  1864. 
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Demgemäss  ist  nun 

=  -  3-  [« + 1^«^- 5^  (>^«  -TP  +  >^«  + 1/ 11)  ] 

Die  Grössen  a  und  /3  werden  bestimmt  durch  die  Gleichungen 


«    :^ 


2a»  —  9a&  4-  27c 


Multiplicirt  man  in  der  Wurzelform  x'  den  Dividenden  und  Di- 


visor mit  Va  +  yWß  j  so  wird  daraus 


^    ~~   V    'S    ^  3/ 3, 


Ya^  -  3b-  y{a  -i-Vsßy 
oder 


_         1  r2a^  —  9ah  -f  27c        l/  2 a^  —  9 a&  +  27c  -f  3  "{/sDa 
~  ~~  3"  L       2  (a'-ä  —  3  67  l"   '^  2 

|/2a^  —  9a&  +  27c  —  3  V 3^  1 


Endlich  ergibt  sich  hieraus 

3 


Q 

Man  erhält  alle  drei  Wurzeln,  wenn  man  zuvor  in  der  Wurzel- 
form der  Variirten 

,  _  -i/T~  }^{a  -  yiß)  -I-  y^  ^7+  Vsß 
y{a-V3ß)-yiycc-i-y3ß. 

Q       

an  die  Stelle  von  ]/l    nach    einander    die   Werthe    1,    J^    und    J.^ 
einsetzt. 
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§  154.    Methode  von  Alexandre  die  kuhische  Gleichung  mittels 
,  der  Reducente  (7)    aß  —  9y  =  0  aufzulösen*). 

Man  bilde  mittels  der  Resolvente  IVa: 

2(a'  —  U)z  +  {ah  -  9c)  =  0 
die  Reducirte 

x'^  +  ax'-  +  ßx   +^aß  =  0. 

Jetzt  substituire  man  weiter 

X  =  y  — —: ; 
^  w  — 1 ' 

dies  gibt  die  Gleichung 

'  +  ß)  («'  +  1)  +  «  (y'  +  i  /5)  («^  -  1)  +  uy{3f-ß)in  +  1) 


Setzt  man 

:(«2_3Z>) 


^  3^  4(rt2_Q7A2> 


also 

4(a2-36)V-3D3  =  0,(IVb), 
so  verschwinden  die  beiden  letzten  Glieder  der  Gleichung  in  n  und 
y  und  die  beiden  andern  Glieder  geben 

«  +  3?/' 
woraus  x'  berechnet  werden  kann.     Es  ist  dann 

,  _     T/g-  3y  +  Y~lVa  +3y 

-^     —y  Z  3/-    3, 

Ya-  3y-Yiya  -{-3y 

r     3    '^     3/ — :  3  >-  3/ ^* 

y«—  ysß  —  yi  Ya+ysß 

Für  die  Grössen  a  und  /3  gelten  dann  wieder  wie  in  der  vorher- 
gehenden Auflösungsmethode  die  Gleichungen 


ß 


2{a^  —  3b)         ^     ^        4(«2  — 36)=^' 


*)  Nouv.  Ann.  de  Math.  II.  Ser.  T.  IX.  p.  299.  Paris  1870. 
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§  155.    Verallgemeinerung  der  Methode  von  Lockhart. 

In  §  142  ist  eine  Methode  von  Lockhart  zur  Auflösung  de 
unvollständigen  kubischen  Gleichung  mitgetheilt.  Dieselbe  läss 
sich  auf  verschiedene  Art  zum  Zwecke  der  Auflösung  vollständige 
kubischer  Gleichungen  verallgemeinern. 

V\^ir  substituiren  x  —  —  a  =  x'  und 

^' = ^ 

3z'^  —  3  US  —  —  {a""  —  3b) 
Hierdurch  erhält  man  folgende  kubische  Gleichung  in  u: 
u^  -  ^  Ua'-  —  3h)0'  +  i  {2a'  _  9 a&  +  27c)^  +  |  {a'  —  36)^1  u 

-  +|(«'  -  ^h)(2a'  -  9al)  +  21c)0 
+  ^  {[2a'  -  9ah  +  21  cf  —  2\a'  -  Uf)\  =  0  . 

Setzt  man  den  zweiten  Coefficienten  gleich  Null,  so  erhält  mai 
die  Resolvente  X: 

{a'  —  Uy  +  i  {2a'  -9al  +  21c)s  +  \  {a'  —  Uf  ==  0  , 

und  die  Gleichung  in  u  wird  rein  kubisch. 
Wenn  die  Discriminante 

7)^  =  1  [{2a'  -  9ah  +  21  cf  -  4{a'  -  3h)'] 

verschwindet;  so  verschwindet  auch  das  Absolutglied  der  Gleichung 
in  u  und  u  wird  gleich  Null.     In  diesem  Falle  ist 

2(a2_3Z>)0+4(2a^  —  9ab  +  27  c) 

f  o  0 

Wenden  wir  auf  diesen  Ausdruck  die  gewöhnliche  Methode 
der  Differenzialrechnung  an,  so  erhalten  wir 

,  ____  2(^2  —  3&)  _  2         {a^  —  3by 


180  S  {'ia^  —  9ab-\-27c)^ 

^    "  9{2a^  -9ab-\-27cy         9^^  "^^^ 
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und 

Wir  können  die  Methode  noch  abändern,  indem  wir  substi- 
tuiren  x  =  x'  -{-  z  und 

3uz^  -\-^2au-j-  ^{a^  —  Sb)]z  -^-{a^ti  -\-  ab  —  9  c) 

^   ^  Sz^-i-  (3w  +  2a)0  +  («M  +  b) 

Dies  gibt 

n^ .     \     .o  [(«'  —  U)z''  +  (ah  —  9c)  z  +  {h'  —  3ac)] u 

.     \     .3  [(2a'  -  9ah  +  27c)/  +  3(a'b  +  9ac  -  Qb^y 

—  3(a&-  +  9hc  —  ßa'-c)  z  —  (26^  —  9ahc  +  27c-)]  =  0  . 

Diese  Gleichung  ist  dadurch  merkwürdig,  dass  in  ihr  die  Co- 
varianten  03,2(2)  und  03,3(2)  auftreten.  Sie  lässt  sich  also  kurz 
schreiben 


^^  Gs,2(e) ,    \   ,3  C,,,(g)  =  0  . 


Setzt  man 

O3, 2  (2)  =  (a'  —  U)z''  +  («6  -  9c)^  +  (W  -  3ac)  =  0  , 

(Resolvente  II), 
so  wird 

Wenn  die  Discriminante  B.^  verschwindet,  so  wird  wegen  der 
Formel  §  143, 1,  auch  C3, 3  (^)  =  0 ,  also  ?(=0  .    In  diesem  Falle  wird 

, 2(a^—  U)z  +  {ab  —  9c)  _  0^ 

^  "~         3(3-2  _|.  2a^  _|-  5)  —  0  * 

Man  findet  hieraus  weiter  die  bestimmten  Werthe 

.^2(a2  -  36)  ^  2(ct2—  36)^ 

^  6(3^-  +  «)  3(2«^  —  9rt&  +  27  c) 

und 

rt&  —  9c 

Mattbiessen,  Grundzüge  d.  ant.  u.  mod.  Algebra.  29 
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§  156.    Methode  von  Schlesicke*). 
Gegeben  sei  die  Gleichung 

x^  +  ax^  -\-'bx  -\-  c  =  ^  , 
Man  substituire 

Hieraus  ergibt  sich  die  Resolvente  VII: 

^+Yi  (2«'  -  9«*  +  2'?c)^'  +  ~  ia"  -  Uy  =  0  , 
oder  kurz 

Die  Wurzeln  derselben  sind  auch  Wurzeln  der  Gleichung 

.'  +  4(^  +  C)  =  0. 
Angenommen  u^^ii^yU^^  seien  die  Wurzelwerthe  der  Gleichung 

und  ^^i;^2;^3  ^i^  Wurzelwerthe  der  Gleichung 
,s  +  i(^  +  C)  =  0. 

Dann  ist 

%  =  1*1  ^       «*2  =  ^1  ^^1  ;       "^3  =  «^2  ^1  J 
^1  =  ^1  ?         ^2  =  ^1  %  ?       %  =  ^2  '^1  • 

Es  sei  nun  u^  eine  beliebige  Wurzel  der  ersten,  v^  eine  solche 
der  zweiten  Gleichung,  dann  ist 

oder 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  miteinander,   so  erhält  man 


*)  üeber  die  Auflösung    der  Gleichungen  des  III.  Grades  von  Grunert 
und  Schlesicke.    Grunert's    Arch.   Bd.  XI.    S.   345.    1848. 
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1 

Durch    Auflösung    dieser   reinen  kubischen    Gleichung    erhält 
man  nun 

«^  =  |/-i.i(a^_36), 

d.  h.  das  Product  einer  Wurzel  der  ersten  Gleichung  in  s  in  eine 
Wurzel  der  zweiten  Gleichung  in  s  ist  entweder 

I  (a^  -  36) ,  oder  ^  {a'  —  3h)J,  oder  |  (a^  —  36) J^  . 

Es    mögen    nun    ii^    und    Vj^    diejenigen    Wurzeln    der    beiden 
Hülf Sgieichungen  sein,  deren  Product  -^(a-  —  36)  ist^  so  dass  also 

«7 

%  ^1  =  q  (^^  —  ^^)  ^^^}  s^  i^^  o£Penbar  auch 
^2^3  =  ^h  '^'•2  =  -9  («^  —  36)  . 
Nach  der  Annahme,  ist  dann  allcremein 


1         ,1.0 
2-  —  —  «^  +  77  (f*"  —  3  0) 


iC  = 


Wir  können  also  auch 


X,  == 


M, 


setzen.     Dann  ist  ebenfalls 

u,v,  [ii,  —  -  a  j  4-  -  («2  _  3&)  v^ 
X  = — . 

d.  i.  nach  den  vorangehenden  Deductionen 


=  -  T«  +  ^'i  +  l'i- 


Ferner  können  wir 


^2'  — ^«w, +  -(a2_3&) 
X.,  = — 

setzen.     Dann  ist  auch 

29* 
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u,  V,  {u,  -  -  «  j  -f  _  («2  __  3 ?,)  ^,^         ^^ ^^  1^^^ ._  |.  ^,^  j  _|_  ^^^  ^,^ 2 


^2 

oder 


w-,  V, 


—  ia  +  «, +  ^?3. 


Endlich  können  wir  noch 


u^2__^^^  +^(a'  —  3Z>) 


setzen.     Dann  ist  auch 


oder 

^3  =  —  I  ^  +  %  +  ^2  • 
Hiernach  sind  die  Werthe  der  drei  Wurzeln 

^2  = — -3-«^ + ^1% + ^2^1 = — -3 « — |k+^i)+|k— '«^i)i/- 3, 

^?>  ==  —  ^  «  +  ^2  ^1  +  ^1  ^1  =  -  3  «  —  2  (^1  +  '^1 )  ~  2  (^'i"^i)^~~  ^• 

Das  hier  entwickelte  Verfahren  von  Schlesicke  und  Grunert 
kann  als  eine  Verallgemeinerung  der  Suhstitutionsinethode  von 
Vieta  angesehen  werden. 

§  157.    Methode  von  Grunert*). 

In  der  vollständigen  kubischen  Gleichung  substituire  man  die 
lineare  Function 

X  =  tl  -\-  V  -{-  w  . 

Es  gilt  nun  zwischen  drei  Grössen  u^  v,  w  stets  folgende 
identische  Gleichung 

(11  -\-  V  -{-  wf  —  ^u(u  -\-  V  -{-  wf  +  3(«i^  —  v%ü){u  +  V  +  %v) 
—  {%i^  -{-  v^  -\-  'ur'  —  3uvw)  =  0  . 
Identificirt  man  diese  Gleichung  mit  der  vorgelegten 
(u  +  V  -\-  wf  +  a{u  +  V  -\-  wy  -\-  h(ti  -\-  V  -\-  iv)  -\-  c  =  0 , 


*)  Grunert,    Die    allgemeine    Cardani'sche   Formel.      Grün.    Arch.    XL. 
S.  246.     1863. 
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so  ergeben  sich  daraus  folgende  Bestimmungsgleichuugen  für  Uy  v 
und  IV 


u  =  ~  -  a  ,     u^  —  viü  =~b,     u^  -\-  v^  -{-  iv^  —  3 uvtv  =  —  c. 

o  o 

Aus  der  ersten  und  zweiten  folgt 

viv  =  -  (a^  —  oh) ,     3uvtv  =  ——a(a-  —  oh)  ; 
aus  diesen  beiden  und  der  dritten 

^.3  _|_  ^^.3  _  __  J^  (2a^  —  dah  +  21c), 

Demnach  sind  v  und  w  die  Wurzeln  der  Resolvente  VII: 

^'  +  ^ (2«'  -  9«6  +  2-ic)z'  +  g^  («'  -  W  =  0  . 
Man  findet  nun  leicht 

und 

^  =  i  |/T  l/C  1  (2 «3  _  9  ^5  +  27  c)  +  f  yW, , 

w  =  3  y^T]/ -  |(2a^  -  9ah  +  21c)  -  |y3^3  • 
Die  sechs  Wurzeln  der  Gleichung  in  z  sind  nun 

Da  das  Product  aus  zwei  conjugirten  Werthen  von  z  reell,  nämlich 
vtü  =  Y  (^'  ~  3^) 
sein  soll,  so  sind  nur  drei  Variationen  jener  Gruppe  zulässig,  nämlich 

Demnach  sind  die  drei  Wurzelwerthe  der  vorgelegten  kubischen 
Gleichung 

Xo==  —  \a-^J^i\  +  J.AV,  =  -~\a--^{:v^  +  it\)  +  \{i\  —  iv,)y^^y 
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Drückt  man  Alles  durch  v  aus,  so  geht  die  Substituirte 
X  =  u  -{-  V  -\-  w 
über  in 

welche  in  der  vorhergehenden  Methode  von  Grunert  und  Schle- 
sicke  angewandt  wird. 


§  158.    Methode  der  Auflösung  kubischer  Gleichungen  durch  die 
Bildung  der  Gleichung  der  Wurzelkuben  der  substituirten  Function*). 

Es   ist  bereits   in  §  135  eine  von  Hulbe  erfundene  elegante 
Auflösungsmethode  für  die  unvollständige  kubische  Gleichung  ent 
wickelt  worden.    Dasselbe  Princip  lässt  sieh  mit  demselben  Grade 
von  Einfachheit  verallgemeinern  zu   einer  Auflösungsmethode   der 
vollständigen  Gleichung 

x^  -f-  ax'^  -\-  hx  -\-  c  =  0  , 

Wir  gehen  aus  von  der  Substitution 

und  bilden  hiervon  die  Gleichung  der  Wurzelkuben  von  0]  dieselbe 

lautet  gemäss  §  25: 

^(J  _  r  ^3  _|_  ^^2  _!_  i  (^^2  _  9^)^  _f_  ^(^3  _  21au)~\  0^  +  u'==O. 

Setzt  man  im  Coefficienten  des  zweiten  Gliedes 

so  geht  der  Coefficient  des  zweiten  Gliedes  über  in 

^(2a'-9ah  +  21c) 
und  man  erhält  wieder  die  Resolvente  VII: 

^«  +^  (2a^  -  9a&  +  27c)^3  +  ^  («'^  -  36/  =  0. 
Weil  nun  x  -\-  —a   der    Coefficient    des    zweiten    Gliedes    der 


*)  Man  vergl.  §135^  und  Matthiessen,   Schlüssel  zu  Heis'  Aufgaben- 
sammlung II.  Bd.  §  95  b.  Nr.  31.  VI. 
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JSiibstituirten  ist,  so  ist  x-j---a  gleich  der  Summe  zweier  cuiiju- 
girter  Wurzelwerthe  von  z,  deren  Product  s^s^  gleich 

sein  muss.  Diese  Wurzeln  ^^  und  ^^  können  auch  complex  sein 
(casus  irrcdtictihilis).  Die  drei  Wurzelwerthe  der  vorgelegten  Gleichung 
sind  wieder 

x^  =  —  j  a  +  z,  +  z, , 
x.^==  —-a  +  J^z^  +  ^2  ^2  j 
x.^  =  —\a-^J.,  z,  ■\-  J,  z, . 


§  159.    Methode  der  Auflösung  einer  kubischen  Gleichung  mittels 
Einführung  der  Reducente  (10)  «^  —  21y  =  0*). 

Bildet  man  aus  der  Gleichung 

die  Gleichung  ihrer  Wurzelkuben 

y'  +  3Cif  +  ^  (Ä'  +  21Ä'C  +  81C')f  +  C^  =  0 

und  identificirt  dieselbe  mit  der  Variirten 

x^  +  ax-  +  ßx+y  =  0, 
so  genügt  dieselbe  offenbar  der  Reducente  (10) 

a^—21y==0. 
Bildet  man  demnach  von  der  vollständigen  Gleichung 
x^  4"  ^^"  -{-  hx  -{-  c  =  0 
die  Variirte  und  setzt  a^  —  27^  =  0,  so  nimmt  diese  die  Form 

^  x'^  +  ax'-  +  ßx'  +    -  f/  =  0 

an,  wo  z  bestimmbar  ist  durch  die  Resolvente  Va: 
9(a-  -  31))z  +  {a^  —  21c)  =  0. 
Um  die  Variirte   aufzulösen,  suche  man  die  Gleichung  ihrer 
Kubikwurzeln 


^)  Die  algebraischen  Methoden  etc.  D.  §  28.   Leipzig  1866. 
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Zur   Berechnung    der   unbestimmten    Coefficienten    Ä    und    C 
hat  man 

oder 


4  _|A(2^°  —  9a?>  +  27c)  +  9  YsD^ 
Es  ist  folghch 

V^Y^J    -27^^    -ZiC)—  18 C«-'  -  3&) 

und  weiter 


y=-^Ä  +  ^Viy^^'-21C. 


3  '     3 

Daraus  resultirt 


x'  =  f  =  -^{A-}/l}/A'-  27  C) 


und 

iC  =  ;;i;'  +  ^  . 

Neben  der  linearen  Resolvente  Va.  ist  offenbar  noch  die  rein 
quadratische 


(a2_3&)^' 
oder 

{a'  —  Uyri^-3D,  =  0     (Vb.)        •       • 
zur  Auflösung  erforderlich. 

§  160.    Methode  von  Sommer*). 

Von  der  kubischen  Gleichung  bilde  man  die  Yariirte  und  setze 
,    ,  .       u-4-1  14-u 

Ordnet  man  die  Transformirte  nach  Potenzen  von  Uj   so  er- 
hält man  n 


*)  Grunert's  Arch.  XXVII.  S.  354.  1856. 
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3        3y'-\-ay'-ßi/-SY     ,    .    Sy' -  ay' -  ßy -]- By 

.    y^  —  ay^-\-  ßy  —  y  ^^ 
'2/' +  «?/'+  ^2/4-7 

Diese   Gleichung   wird   rein  kubisch,  wenn  man  die  mittleren 
Glieder  gleich  Null  setzt,  wenn  also  angenommen  wird 

3i/  +  ay-  —  ßy  --  3y  =  0  , 
Sy^  —  ay'  —  ßy  +  dy  =  0  , 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  durch  successive  Addition 
und  Subtraction 

ß  =  3y-,     y  =  ^ayK 

Diese  beiden  Bestimmungsgleichungen  ergeben  unmittelbar  die 
Reducente  (7)  aß  —  9y  =  0  und  führen  somit  zur  Resolvente  IV a: 
2(a^  —  U)z  +  {ah  -  9c)  =  0  . 
Da  nun  auch 

ist,  so  besteht  neben  der  linearen  Resolvente  IV  a.  auch  immer  noch 
die  rein  quadratische  IVb: 

Man  findet  nun  weiter 


,,  =  _  l/^i/y'-^y'  +  ßy-7  _  |/Ti/(3^  +  «)-3y 

^       y  y'  +  c^r+ßy-^y         K  ^  K  (3^  +  a)  +  32/' 


und  aus  der  substituirten  Function  folgt 


i=^^}^: 


(x~z)  +  y         3.     -,/(sg^a)-3y 


.     {x—z)  —  y         ^       Y   {3z -\- a)-^3y' 

woraus  man  die  Wurzelwerthe  der  vorgelegten  kubischen  Gleichung 
erhält,  nämlich 


X  —  ^  —  y  3  =zzL       3,  =  ^ 

y(3^  +  «)  +  32/  -  y(30  +  «)  -  37/ 

wobei  es  gleichgültig  ist,  welchen   der  beiden  Werthe  von  y  man 
einsetzt.     Man  kann  die  Wurzelform  auch  noch  verwandeln  in 
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^■  =  ~  3  [^  +  }^W^  +  af-9y'  (>/(3^  +  a)  +  3^  +  1^(3^+«)-%' 
=  -j(^-  jl/a'-U  (y^(3^+a)  +  3^  +  |/(3^+^-r3^)  . 

Setzt  man  für  ^  und  ^  ihre  Werthe  aus  den  Resolventen  ein^ 
so  erhält  man  die  verallgemeinerte  Cardani'sche  Formel.  Man  er- 
kennt in  der  Formel  die  Beziehungen  leicht  wieder,  welche  auf- 
treten, wenn  die  Reducente  (7)  in  die  Variirte  eingeführt  wird  oder 
diese  die  Form 


"'  +  ax''  +  ßx+^.aß  =  0 


annimmt. 


§  161.    Die  Methode  der  falschen  Substitutionen*). 
Gegeben  sei  die  allgemeine  kubische  Gleichung 

ax^  -f-  hx^  -{-  ex  -{-  d  =  0  . 
Sind    s^   und  ^^   zwei   Substitutionen    für    die  Unbekannte    Xj 
welche  den  beiden  Gleichungen 

3a0,s,  +  h(0,  +  ^,)  +  c  =  0, 
2>^i^2  +  c(^i  +  ^2)  +  3c?  ==  0 
genügen  und  sind 

a^i^  -f-  6^1 ''^  +  c^i  +  <^  =  9i  7 
a02^  +  h^2^  -\-  C02  +  d  =  (p2 
die  Fehler  der  Gleichung,  so  ist 

3, —  3 


y^i  —  ^1  y  1  ")/92 


]/qpi  —  ]/i  "[/t2 
Um  dies  zu  erreichen,  nehmen  wir  an,  es  sei 


/*1  (C'o  ' 

=  U,     X  =  —^ 


Es  ist  diese  Substituirte  ganz  dieselbe,  deren  wir  uns  schon 
zur  Auflösung  der  Gleichungen  ersten  und  zweiten  Grades  bedienten, 
und  die  Methode  dieselbe,  welche  unter  dem. Namen  regula  falsonim 
bekannt  ist.  Die  Ausdrücke  -x  —  ^^  und  x  —  ^2  heissen  Fehler 
der   Substitutionen,    (p^   und  9)2    ^^^   beiden  Abweichungen    (falsüj 


*)  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  XV.  S.  45.  1870.    Schlüssel  zu  Hei s'  Auf- 
gabensammlung IL  §  95  b.  Nr.  31.  IL  Mau  vergl.  auch  oben  §  84,  §  101  u.  §  152. 
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arab.  al-kJmta'am).  Durch  die  substituirte  Function  von  x  suchen 
wir  nun  zu  einer  Reducirten  in  u  und  zu  einer  Resolvente  in  z 
zu  gelangen.  Dies  kann  auf  verschiedenen  Wegen  erreicht  werden. 
Man  setze  den  Werth  von  x  in  die  vorgelegte  Function  f{x) 
ein  und  ordne  nach  Potenzen  von  i/;  dies  gibt 
{a2^^-\-hz.^^  +  cz.  +  d)u^ 

—  [(3a^,2  ^  26^,  +  c)z,  +  {hzf  +  2cz,  +  3(I)]u^ 
+  [{3az,^  +  2bz,  +  c)z.,  +  {hz,^  +  2cZj^  +  3d)]u 

—  [az,'  +  hz,-  +  cz,  +  (?)  =  0 . 

Diese  Gleichung  wird  rein  kubisch,  wenn  die  beiden  mittleren 
(ilieder  verschwinden^  wenn  man  also  setzt 

{^az.f  +  2h  z,  +  c)z^  +  (hz^'  +  2cz,  +  3^0  =  0, 
l?>az^^  +  21)z^  +  c>2  +  Ibz^^  +  2cz^  +  3(7)  =  0 . 
Subtrahirt  man  beide  Gleichungen  von  einander  und  dividirt 
durch  ^2  —  hi  so  erhält  man 

I.  'daz^Zo  +  &(-ci  +  ^,)  +  c  =  0 . 

Multiplicirt  man  diese  mit  z.,  und  subtrahirt  sie  von  der  ersten, 
so  erhält  man 

II.  Iz^z.  +  c{z^  +  z^)  +  ^d  =  0. 

Aus  I.  und  IL   zieht  man  nun   ohne  Schwierigkeiten   die  der 
quadratischen  Covariante  entsprechende  Resolvente 

(h-  —  ?>ac)z-  +  (bc  —  9«J)^  +  (c-  —  Ud)  =  0 . 
* 
Die  Gleichuiig  in  n  wird 


also 


Da  nun 


h       3/v  y^i 
-^=,,=i/il_ 


9>2 

ist,  so  folgt  daraus  das  Theorem,  dass  sich  die  beiden  Fehler  der 
Gleichung  zu  einander  verhalten,  wie  die  Kuben  der  Fehler  der 
Substitutionen. 

Bezeichnet  man  wie  sonst  die  Kubikwurzeln  der  Einheit  mit 
1,  Ji  und  Jg?  so  sind  die  drei  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung 
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T      1 '  /v«      __L ' 

•^Y   3   3 j       «^2   3    Q 

y  91  -  y<P2  y^i  —  J^i  y  qP2 

_  ^2  y  qpi  -  ^1  ^^2  y  92 

^3  3 3  

y  9i  —  ^2  y  92 
Beispiel.     Gegeben  sei  die  Gleichung 

2x'  +  bx'  +  4x  +  ^  =  0, 

Die  Resolvente  ist 

10^  +  200+  12  =  0, 

und  ihre  Wurzelwerthe  ^i  =  —  ^  ?     ^2  =  ~~  ^  • 


Nimmt  man  den  Wurzelwerth  ^^  =  —  y ,    so    ist   der    erste 


Fehler  der  Gleichung  cp^  =  —  .7^- ;  nimmt  man  den  zweiten  Werth 

64     49 

02  ==  —  2 ,  so  wird  der  zweite  Fehler  cp^  = '       .      Die    drei 

Wurzeln  sind  demnach 

3/ — 


2  7  —  3  |/49  2  7  —  3/1  y  49 

^1=  Y  37=7 ;        ^2  =   "~    y  ^    3,~      ?    • 

1  —  -|/49  '      1  -  J^  y49 

2  7  —  3  J2  y^49 

w  —  ^2  y49 

§  162.    Ueber  verschiedene  Wurzelformen ,  welche  durch  die  Methode 
der  falschen  Substitutionen  gewonnen  werden*). 

Wir  wollen  nun  zeigen^  wie  ungemein  fruchtbar  das  in  der 
vorangehenden  Methode  angewandte  Bezout^sche  Princip  der  Sub- 
stitution für  die  Theorie  der  höheren  Gleichungen  ist.  Es  lassen 
sich  mittels  desselben  eine  Menge  von  symmetrischen  Wurzelformen 
und  damit  zugleich  eine  Reihe  von  Substitutionsfunctionen  herleiten. 
Wir  gehen  dabei  aus  von  der  gewöhnlichen  Form  der  vollständigen 
Gleichung 

x^  +  ax^  -j-  hx  -\-  c  =  0 , 
während    wir    uns    vorbehalten,    die    Resultate    der   Forschungen 


*)  Vergl.  §  103  und  §  152. 


§  162.     Ueber  verschiedene  Wiirzelformen.  461 

der  neueren  Algebra    an    der  Cayley'schen    Form    der   kubischen 
Function  zu  demonstriren. 
Wir  setzen  nun 

X  —  Z,  Z,  —  Z^U  Z.  IV  —  z.^  V 


1  —  u  w  —  V 


wo  V  :  IV  zur  Verallgemeinerung  an  die  Stelle  von  ^i  gesetzt  ist. 
Erhebt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  zur  dritten  Potenz  und 
ordnet  nach  Potenzen  der  Unbekannten,  so  erhält  man 

1  —  u^  '  1  —  u^  1  —  w^ 

Durch  Vergleichung  der  homologen  Coefficienten  dieser  und 
der  ursprünglichen  kubischen  Gleichung  erhält  man  folgende  Be- 
stimmungsgleichungen für  ^1  und  z^'. 

,  _  3z,-]-a  _  3z,^^-b  _  z,'  +  c 
3z^-\-a        Sz^^'  —  b        z.J  +  c' 

Aus  jeder  dieser  Quotientengleichungen  erhält  man  die  Resol- 
vente II: 

{a'  -  36)^2  _|_  (^^^  _  9^)^  _j_  (^2  _  3^^-)  _  Q  _ 

Bildet  man  mittels  der  zweiten  nach  x  aufgelösten  Form  der 
Substituirten  die  Gleichung  in  n^  so  verschwinden  die  mittleren 
Glieder  und  man  erhält  noch 

z^^  -f  a^2^  -\-  bz^  ■\-  c' 

Mittels  einfacher  Verwandelungen  dieser  und  der  vorhergehenden 
Quotientengleichungen  ergeben  sich  nun  folgende  Ausdrücke  für  ?(, 
von  denen  vier  schon  von  Bretschneider  angegeben  worden  sind. 


3  z, 
3  z, 

3z, 
3  z, 

2-& 

Z.j, 

az, 
az^ 

'  +  bz. 

= 

b^ 
b: 

3cz,^ 
3CZ,- 

az. 

^  —  3cz, 

^1^  + 

az,' 

+  bz. 

+  c 

(^1  + 

ay 

{ab- 

-c) 

az.2 

'-3CZ, 

z,^  + 

az,' 

-{-^^S 

+  c 

(^2  + 

ar 

{ab  - 

-c) 

^3, 

3(^1) 

^3, 

3(^2) 

Diese    Ausdrücke    geben    eben   so    viele   verschiedene  symme- 
trische Ausdrücke   für  die  drei  Wurzeln  der  kubischen  Gleichun<y. 
Nimmt  man  den  ersten,  so  ist 


1 
3  /- 1 —  3 
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und 

ySz^  +  a  —  -j/3^2  +  ^ 


^2  "j/^  -^1  -{-  ci  —  z^  Jj^  yS  z^  -{-  a 

'2  3  3  ; 

ysz^  -\-  a  —  J^  ysz.,  +  a 


x,= 


_  h  y3 ^1  +  a  —  ^1  ^2  ysz^  -{-  a 

•^3  3  3  • 

■j/3  z^  -\-  a  —  J^y3  z^  -}-  a 

Wir  wollen  hier  noch  einmal  die  Bedingungen  der  Realität 
der  Wurzeln  aus  der  Beschaffenheit  der  Resolvente  herleiten.  Aus 
derselben  folgen  die  Relationen 

2(a^  —  3h)0,  +  (ah  —  9c)  =  +  j/S^, 
2(a'  -  U)z^  +  iah  -  9c)  =  -  l/3~Ä , 
und  hieraus 

_     1/3^3 

Ist  demnach  D«  =  0 ,  so  wird  z^  =  Zi  und  x  =  z,  d.  h. 
a&  —  9c 

Multiplicirt  man  die  oben  angegebene  Wurzelform  von  x^  im 
Dividenden  und  Divisor  mit  y  -w;  {ci^ —  3^)?   so   geht   sie   über  in 

3. 3, 

^2]/- ^  (2ö^' -  9a&  +  27c)  -  1 1/3:0;-^,]/- I  (2a^  -  9a&  +  27c)  +  1 1/3: 


1/  —  -  (2a3  — 9a&  +  27c)  —  |- 1/31)3  —  1/  — ^  (2«^  —  9 a&  +  27c)  + -|  ]/3i 

eine  Form  der  Wurzel,  welche  sich  ebenfalls  durch  ihre  Symmetrie 
auszeichnet.     Sie  nimmt  für  Dg  =  0  die  unbestimmte  Form    -  an. 

Für  die  Realität  der  Wurzeln  gelten  folgende  Sätze: 

a)  Ist  die  Discriminante  D^  positiv,  also 

1)3  =  1  (al  —  9c)2  -  f  («'  -  3^)  (^'  —  3ac)  >  0, 

so  sind  die  Wurzeln  der  Resolvente  IL  reell,  die  eine  Wurzel  der 
kubischen  Gleichung  reell,  die  beiden  andern  complex, 

b)  Ist   die   Discriminante   D^   gleich  Null,    so  hat  die  Resol- 
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vente  zwei  gleiche  Wurzeln ;  die  Wurzelu  der  kubischen  Gleichung 
sind  sämmtlich  reell  und  zwei  unter  ihnen  einander  gleich. 

c)  Ist  die  Discriminante  Dg  negativ,  so  -hat  die  Resolvente  zwei 
complexe  Wurzeln,  die  kubische  Gleichung  dagegen  drei  reelle 
Wurzeln  (casus  irredtictihiUs). 

Um  dies  noch  auf  andere  Art  als  früher  zu  beweisen,  setze 
man  die  beiden  Werthe  von  z  in  die  Function  ein  und  bezeichne 
die  Werthe  der  Function  oder  die  Fehler  der  Gleichung  beziehungs- 
weise mit  (p^  und  (p2 . 

Es  wurde  im  vorhergehenden  Paragraphen  gefunden 

•^1  3/—         3/—        }      ^-2  3/—  ^    3/—       > 

y^x  —  y^2  y  9i  —  Ji  y92 

3     O  o  * 

ycpt  —  J.2  yq)2 

Sind  ^1  und  ^2  ideell,  so  sind  es  auch  die  Werthe  von  cp^  =/"(^i) 
und  q).,  =  f(z,^  und  ebenso  von  x^ .  Die  beiden  andern  Werthe 
X2  und  ^3  dagegen  sind  complex,  wie  aus  ihren  Ausdrücken  un- 
mittelbar hervorgeht. 

Sind  ^1  und  ^2  complex,  also  etwa 

^1  ==  ^^  +  ^^"?     Z2=  w  —  vi  , 
so  wird 

g?j  =  3/ -f  Nij     g),  =  M—  Ni, 
Man  setze  nun 

M  +  Ni  =  R  (cos  d'  +  i  sin  ^)  ; 
dann  ist  nach  dem  Moivre'schen  Satze 

y^^i  =  R^  (^cos  y  ^  +  «■  sin  y  '^j ; 

y(p.y  =  R^  (cos  --  ^  —  i  sin  y  '^j , 
J,  yVi  =  ^^  (cos  I  [2jr  -f  ^]  -f  i  sin  y  [2;r  +  ^]) , 
J2  y^2  =  jR*  (cos  y  [27r  +  ^]  —  ^  sin  y  [2ji  +  ^j") , 
J^  1^91  =  ^^  (cos  y  [4;r  +  ^]  -f  i  sin  y  [4;r  +  ^]) , 
Ji  1^^,  =  i?^  (cos  y  [47t  -f  '^]  —  i  sin  y  [Atc  +  &]) . 
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Bezeichnen  wir  die  drei  Werthe  von  (M  +  Ni)  ^   mit 


7n^  +  %i  i ,     ^2  dz  ^2  ^}     %  i 


Uot 


3"? 


so  ist 

(w  —  V  i)  (m^  -\-  n^  i)  —  {w  -\-  v  i)  (m^  —  n^  i)        wn^  —  v  m^ 


(iv  —  V  i)  {m^  -j-  ^2  i)  —  {w  -\-  V  i)  {m^  —  n.^  i)  ic  n^  —  v  m^ 

(tv  —  ^^')  (^3  ^  n3^^)  —  (m;  -}-  ^^')  (wig  —  »^3^)  tow^  —  vm^ 

In  dem  zweiten  Falle  sind  also  alle  drei  Wurzeln  reell. 
Beispiel.     Aufzulösen:    x^  —  Qx^  +  11  rr —  6  =0. 
Die  Resolvente  ist 


und  ihre  Wurzeln 


^1  und  ^2  =  2  +  yV^^. 


Demgemäss  ist 


9 

Hieraus  ergibt  sich 

n^  =  9)1  :  9)2  =  "  1 
und 


|-^  =  >/-  1=  — yT=  -  1  oder  —  J,  oder  -  J, . 
Aus  dem  ersten  dieser  drei  Werthe  erhält  man 

^     ^1  ^2  '^1    ^1  "T"  ^2  9  . 

aus  dem  zweiten 
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lu  diesem  Beispiele  stösst  man  nicht  auf  die  bekannte  Schwierig- 
keit, welche  sonst  die  Wurzelausziehung  aus  complexen  Ausdrücken 
in  dem  irreductibeln  Falle  bietet.  Dies  kommt  daher,  dass  die 
Variante  2a^  —  9a6  +  27c  verschwindet,  oder  was  dasselbe  ist, 
dass  die  Reducente  (9)  I.  in  die  vorgelegte  Gleichung  eintritt. 

§  163.    Von  einigen  speciellen  Fällen  der  kubischen  Gleichung. 

Es  gibt  einige  Reducenten  der  kubischen  Gleichungen,  welche 
weder  auf  eine  lineare  noch  eine  quadratische  Resolvente  der  Vari- 
irten  führen,  also  entw^eder  keine  Resolvente  überhaupt,  oder  auch 
nur  eine  neue  kubische  Resolvente  ergeben,  so  dass  sie  keine  be- 
sondere Verwendung  für  Auflösungsmethoden  finden.  Sie  sind 
aber  nichtsdestoweuiger  in  ihrem  Auftreten  beachtenswerth.  Da- 
hin gehören  die  Reducenten  (9)  L,  (9)  IL,  (11)  und  (17),  nämlich 

L      (2a'-9ah    +27c=0,       (11)     a'c  —  h'  =  0, 
^-      IL    I  2&3  -  9«6c  +  27c-  =  0,       (17)     ah   -  c   =  0 . 

Wir  wollen  hier  einige  Theoreme  über  dieselben  beweisen. 

1.  Theorem:  Die  Reducente  (9)  I  oder  die  kubische 
Variante  verschwindet  jedesmal,  wenn  die  Wurzeln  der 
kubischen  Gleichung  eine  arithmetische  Progression 
bilden. 

Sind  0^1 ,  X2,  x^  die  drei  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung 
x^  -\-  ax-  -\-  hx  -\-  c  =  0 , 
so  ist  bekanntlich  nach  dem  Satze  von  Harriot 

X'    x^^l.      I~  '^•l  ~T"  ^^}^'   ~r    v^'l  ^-2  "1      ^1  '^3  "V    ^2  '^o)^  *^1  "^2  ^3  ^^^^        * 

Wenn  nun  2x^  =  ^2  +  ^s)  d-  1^-  ^i^  eine  der  Wurzeln  das 
arithmetische  Mittel  der  beiden  andern  ist,  so  geht  die  Gleichung 
über  in 

a^'  - 1 (^-j  +  ^3)  ^'  +  I  [fe  +  ^^3)'  +  2 ^2 ^3] ;^'  -  2~  ^'^ ^3  fe  +  ^3)  =  0  . 

Aus  der  Vergleichuug  dieser  mit  der  vorgelegten  Gleichung 
folgt 

^2  +  •^•3  "^  ~  J  ^  7     ^2  ^3  =  ^  ~  ^  ^"?     ^2  ^3  (^2  +  •'^3)  =  —  2c . 

Diese  drei  Gleichungen  bestehen  nur  neben  einander,  wenn 

2a^  —  9ah  +  27^=0. 
2.  Theorem:    Wenn  die  Reducente  (9)1  verschwindet 

Matthiessen,  Grundzüge  d.  ant.  u.  luod.  Algebra.  30 
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so  lässt  sich  die  vollständige  Gleichung  so  variiren,  dass 
das  zweite  und  das  vierte  Glied  zugleich  verschwinden. 

Es  soll  also  nachgewiesen  werden^  dass  in  dem  angenommenen 
Falle  die  kubische  Gleichung  sich  auf  die  Form 

x'^  -{-  px'  =  0 
reduciren  lässt.    Man  bilde  die  Variirte 

x'''  -\-  ax^  +  ßx'  -{-  y  =  0 
und  setze  2()C'  —  9a/3  +  27/  =  0.    Man  erhält  dann  keine  Resol- 
vente, sondern  die  Bedingung 

2a^  —  ^ah+  21c  =  0  . 
Daraus  folgt,  dass  man  durch  eine  lineare  Transformation  der 
Gleichung  diese  Reducente  nicht  erfüllen  kann,  wenn  sie  nicht 
schon  an  und  für  sich  stattfindet.  Da  man  s  nicht  auf  diesem 
Wege  bestimmen  kann,  so  gehe  man  von  der  Reducirten  aus  und 
setze 

(3^  +  o)x^  +  {z^  +  az^  +  6^  -f  c)  =  0, 
x^  +  (3^^  +  2as  +  l))x'  =  0 . 
Aus  beiden  Gleichungen  folgt 

und    wenn  man  auf  der  linken  Seite  die  Division   ausführt,    den 
Rest  2a^  —  9a&  +  27c  =  0  setzt, 

I  p  +  -|  a^  -  {-  {2a^  -  96)1  =  3^^  +  2az  +  h, 

oder 

Die  Wurzelwerthe  sind 

^1  und  ^2  =  —  y  a  +  —  y3(a^  —  3  6) . 
Substituirt  man  dies  in  eine  der  Partialgleichungen,  z.  B. 

x''  +  (30'  +  2az  +h)x==0, 
so  ist 


x^'  =  0,    X2   und  ^3'  =  ih  Y  Yy  ^^^  —  ^^)' 
Daraus  folgt 
Xj^  und  ^2  =  —  T  ^  i  "^V^i^^  —  ^^)y     x.^=—  ~  a. 
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3.  Theorem.     Wenn  die  kubische  Variante 

F3  =  2\(2«'-9ß/3  +  27y) 

einer  durch  eine  quadratische  Substitution 

x^  A-  vx  4 =  0 

'  '    z 

variirten  kubischen  Gleichung  verschwindet,  so  wird  auch 
die  kubische  Covariante  C3, sC^)  gleich  Null. 

Auf  dies  Tlieorem,  welches  sich  aus  den  in  §  143  (9)  I.  ange- 
stellten Betrachtungen  ergibt,  werden  wir  bei  der  Anwendung 
quadratischer  Transformationen  (§  172)  zurückkommen.  Wir  be- 
schränken uns  hier  auf  die  Bemerkung,  dass  die  Resolvente  nicht 
quadratisch,   sondern  wieder  kubisch  ist. 

4.  Theorem.     Die  kubische  Retrovariante 

(9)11.      2W  —  9al)c-{-21c^ 
verschwindet  jedesmal,  wenn  die  Wurzeln  der  Gleichung 
♦  ine  harmonische  Progression  bilden. 

Angenommen  also,  es  sei  x^  =  — n~~?  so  gebt  die  Gleichung 

/'"'  —  (x^  -{-  X2  -\-  x^x^  +  (^1^2  +  ^1^3  +  ^2^3)^  —  a?i  rr^  iCg  =  0 
ilber  in 

x^ 2  3^^«^    3/  x^  +  3x.,Xo.x V^  =  0 . 

^\>    +  ^3  "  Ä^2    -f  ^3 


Aus  der  Gleichsetzung  der  homologen  Coefficienten  folgt 


X^   -|-  x^ 

Diese  drei   Gleichungen  können  nur  nebeneinander  bestehen, 
wenn 

2h^  -  9ahc  +  21c^  =  0 
ist,  d.  h.  wenn  die  kubische  Retrovariante  verschwindet. 

5.  Theorem.    Die  Reducente  (11)   verschwindet,  wenn 
die   drei  Wurzeln  eine   geometrische  Progression  bilden. 

Angenommen  also,  es  sei  x^^  =y^V^;  so  ergeben  sich  folgende 
Relationen  für  die  drei  Wurzeln: 

^1  +  (^2  +  %)  =  —  «;       ^i(%  +  ^3)  +  ^1^  =  &,       ^1^  =  —  C. 

Setzt  man  ä;^  +  ^3  =  —  («  +  ^1)  in  die  zweite  Gleichung  ein, 
so  entsteht 

^1  ( —  «  —  ^1)  +  ^1'  =  —  ax^  =h, 
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und  aus  der  Verbindung  dieser  Gleichung  mit  der  dritten 

6.  Theorem.  Wenn  die  Reducente  (11)  verschwindet^ 
so  lüsst  sich  die  Gleichung  immer  auf  eine  reciproke 
Gleichung  reduciren. 

.  Es  sei  gegeben  , 

x"'  -f-  ax^  -\-  hx  -{-  c  =  0 . 
Man  bilde  die  Variirte  und  setze  cc^y  —  /3"  =  0 .     Man  erhält 
dann  die  kubische  Kesolvente 

(2a^  —  9ah  +  27c)/'  +  (a^  —  3d'h  +  21ac  -  9h^)0^ 

+  a{a'b  +  9ac  —  6  lf)s  +  (a^c  —  ¥)  =  0  . 

Der  erste  und  der  dritte  Coefficient  sind  Coefficienten  der  kubischen 
Covariante  und  es   folgt  aus   der  Gleichung,   dass    die   allgemeine 
Gleichung  nur  durch  Auflösung  einer  kubischen  Resolvente  auf  eine 
reciproke  gebracht  werden  kann. 
Um  die  Gleichung 

x^  +  ^^^  -\-hx  -{-  ¥  :  a'^  =  0 

aufzulösen,  setze  man  x  =      y ,  woraus  resultirt 

2/'^  +  y  y^  +  y  2/  +  1  =  0  . 
Die  W^urzelwerthe  sind 


__  _  y,  \   _  Va'  -  3Ö  +  ya'  +  h 


ya'  —  '6h  ±  ya'  -^  h 

Demgemäss  sind  die  Wurzel  werthe  der  vorgelegten  Gleichung 

__  _h_         xA   __   h_  ya'  —  3  ?>  q=  yaF^h 
^^  ~        «  '       ^3  j  ~~   a    ya^  —  3b  ±  ]/ä'M^  * 

7.  Theorem.  Die  Geminante  (xg  verschwindet  jedesmal, 
wenn  zwei  Wurzeln  gleich  und  von  entgegengesetzten 
Vorzeichen  sind. 

Angenommen  es  sei  X2  =  —  x^  oder  Xj^  -\-  x,>  =  0 ,  so  geht  die 
kubische  Gleichung 

^■^  +  ax^  -\-  hx  +  c 
=  rr^  —  {x^  +  X.,  +  Xo)x'  -\-  (x^X2  +  x^x.^  +  x.Xi)x  -—  x^x^x..  =  0 
über  in 

*  ry**^    /y     /y*^     _  I        /y»     /k*  /y /y^     /y*     /y^       j  1 

iX/  «X/o  tX'       ^        cX/|  tX'»>     •    tA/  tX/|  iX/o  tX/o     —    \J  • 
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Aus  der  Vergleichung  homologer  Coeffieienten  folgt 

Mithin  ist  al)  —  c  =  0 . 

8.  Theorem.    Wenn   die  Reducente  (17)  verschwindet 
so  lässt  sich  die  vollständige  Gleichung  so  variiren,  dass 
das  letzte  Glied  verschwindet. 

Bildet  man  die  Variirte  und  setzt  das  Absolutglied 

^  +  az'-  +  lz  +  c  =  0, 

so  erhält  man  wegen  c  =  ah 

s^  +  az^-\-lz  +  ah  =0, 
oder 

Daraus  folgt 

z^  =  —  a  ,     z.y  und  z.^  =  -h  Y —  h . 

Die  Reducirte  ist  demgemäss  im  ersten  Falle, 

x\—  2ax'  +  (a'  +  h).v  =  0 
also 

ic^'  =  0 ,     X2    und-  iCg'  =  a  +  ]/ —  h  5 

im  zweiten  Falle 

;^'3 _f_  (^ _j_ 3 yiry,) ^-2 _2{h  +  «  V^l) x  =o, 

also 

x^'  =  Oj     iCo  ==  +  -  V~  ^}     ^3'  =  — «  +  V—  ^ • 

§  164.    Methode  der  Auflösung  mittels  harmonischer  Proportion. 

Man  suche  zwei  Grössen  u  und  z  zu  bestimmen,  zu  denen  die 
Unbekannte  x  die  mittlere  harmonische  Proportionale  bildet,   also 

21  :  z  =  (u  —  x) :  (x  —  z) ,     oder     x  =    "  , '   • 

Substituirt  man  diesen  Ausdruck  für  x  in  die  Gleichung 

x^  +  ^^^  -\-  hx  -{-  c  =  0  j 

so  erhält  man  folgende  nach  Potenzen  von  u  geordnete  Gleichung 

(8^  +  4a^2  _[_  2hz  -\-c)u^+  {4az^  +  4hz^  +  3cz)tr 

+  (2hz''  +  ^cz')  n  +  cz'  =  0. 

Durch  Einführung  der  Reducente  (6)  er  —  3/3  =  0  erhält  mau  die 

Resolvente  11  in  der  modificirten  Form 

(a-  —  36)  z-  +  \-  {ab  -  9c)  z  +  ^  (h'  —  'dac)  =  0  . 
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Die  Gleichung  in  ti  wird  so  auf  den  Kubus  einer  zweitheiligen 
Grösse  reducirt,  wodurch  u  und  z  gefunden  werden-,  mittels  der 
Substituirten  also  auch  x. 

§  165.    Eine  andere  Methode  der  Anflösung  durch  ein 
harmonisches  Mittel. 

Man  suche  zwei  Grössen  u  und  s  zu  bestimmen,  von  der  Art, 
dass  die  eine  derselben  z.  B.  u  die  mittlere  harmonische  Propor- 
tionale zwischen  s  und  der  gesuchten  Wurzel  x  wird.    Es  sei  also 

X  :  0  =  (x  —  ti)  :{u  —  0) 


oder 

2xz 


=  11,      X  = 


X  -\-  z  '  2z  —  u 

Substituirt  man  den  V^erth  von  x  in  die  Gleichung 

x^  +  ax^  -{-  hx  -{-  c  =  0  f 
so.  resultirt  folgende  nach  Potenzen  von  tt  geordnete  Gleichung 
(0^  -  a^2  +  h0-  c)  iv"  +  {2as'  -  Us'  +  6c^)  u^ 

+  {21)z'  —  12cs')  u  +  8cz^  =  0, 
oder,  nach  z  geordnet, 

(u'  +  2atr  +  4hu  +  8c)  ^^  —  {au^  +  Uu^  +  12cu)  b' 

+  ilii'  +  Qcu')  0  —  cu^  =  O. 
Führt  man  die   Reducente  (6)  a^  —  3j8  =  0  in  die  erste  ein,    so 
findet  man,  dass  die  Bestimmung  der  Wurzel werthe  der  vorgelegten 
Gleichung   abhängig   von   der  Auflösung   der  quadratischen  Resol- 
vente II 

{a'  —  3h)  0^  -  (ab  —  9c)  0  +  {¥  —  3ac)  =  0 
und  einer  kubischen  Gleichung,   welche   sich  auf  den  Kubus  einer 
zweitheiligen  Grösse  bringen  lässt. 

§  166.    Methode  der  Auflösung  mittels  einer  disharmonischen 

Proportion. 

Es  sei 

'""   --,     oder     x  =  '-''  +  '^'- 


u  -\-  z  2u 

Substituirt   man    den  Werth    von  x   in  die  vollständige  kubische 
Gleichung  und  ordnet  die  Transformirte  nach  u,  so  resultirt 

(0^  +  2a0'  +  Ab0  +  Sc)  u^  +  (3^*  +  4.a0'  +  U0^)  u"" 

-f  (3^5-f  2a^)tt  +  -s«  =  0. 
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Durch  Einführung  der  Reducente  (6)  «-  —  3^  =  0,  erhält  man  die 
Resolvente 

{a'  -  U)  z'  +  2(a6  —  9c)  ^  +  4(?>2  —  Zat)  =  0, 
so  dass  die  weitere  Bestimmung  von  x  keine    weiteren  Schwierig- 
keiten darbietet. 

§  167.    Methode  die  kubische  Gleichung  durch  die  Bildung  der 
Gleichung  ihrer  Quadratwurzeln  aufzulösen. 

Wir  gehen  aus  von  der  Bemerkung,  dass  aus  der  Reducente  (6) 
.sich  noch  die  Reducente  (12)  a^  —  2a^ß  —  12ay  +  ß'  =  0  her- 
leiten lässt. 

Es  sei 

ii'  +  Äu'  +  Y^'^i  +  S  =  0, 

welche  Gleichung  sich  auf  den  Kubus  einer  zweitheiligen  Grösse 
rediiciren  und  deswegen  leicht  auflösen  lässt.  Es  ist  also  auch 
direct  lösbar  die  Gleichung  ihrer  Wurzelquadrate 

ti'  -  y  Ä'ii'^  +  1  (^*  _  18ÄB)u'  -  B'  =  0  , 

oder  kurz 

ii'^  +  au'-^  -j-  ß'u'  +  y   =0, 
Hieraus  folgt  offenbar 

(«'2  _  ßy  _  12«'^'  =  «'^  —  2a"' ß^  —  12a  /  -f  ^'^  =  0. 

Dies  führt  zu  der  folgenden  Auflösungsmethode  der  allgemeinen 
kubischen  Gleichung  x^  -\-  ax^  -\-  hx  -{-  c  =  0 . 

Man  bilde  mittels  der  Substitution  x  —  (x'  -{-  s)  =  0  die  Va- 
riirte  und  verfahre  umgekehrt,  indem  man  aus  der  Yariirten  die 
Gleichung  bestimmt,  deren  W^urzeln  die  Quadratwurzeln  von  x'  dar- 
stellen. Zu  diesem  Zwecke  führen  wir  die  Reducente  (12)  ein, 
woraus  sich  die  Resolvente  XI,  nämlich 

{a'  —  U)z'  +  ^{2a^-bah-9c)z  +  l^(a^-2a'h-12ac  +  l^)  =  0 
ergibt.    Es  bleibt  nun  Yx"  zu  bestimmen  aus 

^' ■  + 1/-~3«.^'  -  cix^'  +  y^  =  0, 

also  ist 


y^'  =  l/- 1 « +  iF'r]/y^3^^+  9  y—y . 
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Aus  dem  Obigen  geht  hervor,  dass  jede  kubische  Gleichung 
von  der  Form 

x^  +  ax-  -\-hx  A — — — —  =  0 

eine  Reducirte,  also  eine  direct  lösbare  Gleichung  ist. 
Es  ist  nämlich  die  Gleichung  ihrer  Quadratwurzeln 

X-  +  y —  ?)a  .X  —  ax"  A =  0, 

2)/-  3a 

welche  sich  auf  den  Kubus  einer  zweitheiligen  Grösse  reduciren  lässt. 


§  168.    Methode  der  Gleichung  der  quadrirten  Differenzen. 
Gegeben  sei 

fix)  =  x^  A-  ax^  -\-  hx  -\-  c  =  0 . 
Man  bilde  hiervon  die  derivirten  Functionen 

fix)  =  3^-  +  2a^  -f-  hj    f\^)  =  2(3ic  -\-  d)  ' 
und  eliminire  x  aus  fix)  ==  0  und 

'dx"  +  2ax  +  [2>  +  (3^  +  a)  2/  +  y^  =  0 . 

Es  wird  demnach  eine  quadratische  Function  der  Unbekannten 
substituirt.  Da  dies  aber  wieder  eine  vollständige  kubische  Gleichung 
geben  würde ,  so  muss  man  erst  die  Gleichung  der  Wurzel quadrate 
der  Variirten  bilden.  Man  setze  deshalb  {x  —  s^  —  u  =  0  und 
eliminire  %i  aus 

li'  -  («2  —  2ß)  u'  +  (i3^  -  2ay)  u  -  f  =^  0 
oder 

li^  +  <^i^*^  +  A^^  +  T^i  =  0, 
und 

dii}'  +  2a,u  +  [ft  +  (3w  +  a,)y  +  f]  =  0. 

Die  Finalgleichung  hat  die  Form 

f  +  Ay^  +  By^^  +  C=i). 
Schreibt  man  die  quadratische  Gleichung  in  folgender  Form 

^^  +  i  (3!/  +  2a,)  n  +  {-  iy'  +  a,y  +  A)  =  0  , 


so  erhält  man  mit  Anwendung  der  Methode  des  grössten  gemein- 
schaftlichen Theilers 

'f  -  2(«/  -  3ft)  f  +  K'-'  -  3ft)^  f  +  I>«,  3  =  0, 
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wo  Da,  3  die  Discriminante  der  kubischen  Gleichung  in  u  bezeichnet. 
Setzt  man  nun  a^  —  3/3i  =  0,  so  ergibt  sich  daraus  die  Resol- 
vente IX.: 

und  die  Gleichung  in  y  wird  rein  kubisch,  nämlich 

1 

27 


/+ ^(«1^-27^^  =  0 


Hieraus  folgt  zunächst 


1  3, 


und 

y,  und  y,  =  ±  }/- 1  K  V'K' -  27  n)  • 

Aus  den  Gleichungen  [<s^]  =  0  und  [h'^]  =  0  kann  alsdann  x 
berechnet  werden. 

Die  Gleichung  if  -\-  Ai/  -\-  Bif  +  C  =  0  hat  mehrere  be- 
nierkenswerthe  Eigenschaften.    Einmal  ist 


k-^^Vt 


r  -  .  -.     -.^ 


2^ 


m-... 


Sodann,  wenn  if  =  uv  und  u  -\-  v  =  l/«i^  —  3/3\  gesetzt  wird, 
findet  man 

n^  +  v' 
=  1/;^^:^  [(«i^-3ft)3-9l(a,^-3A)(^,^-3r.,^J+2i(«,^,-9;.0'^] 

=  >/«7^::3^,[(«,^-3ft)3_7Z),,3]  • 

Aus  der  Gleichung  in  y  folgt  noch,  dass  Dg  ^  0  eine  Reducente 
der  kubischen  Gleichungen  sein  muss,  weil  man  für  D„,  3  =  0  erhält 

weil  sich  also  sonst  durch  eine  lineare  Transformation  das  Absolut- 
glied fortschaffen  Hesse,  was  doch  ohne  die  Auflösung  einer  anderen 
kubischen  Resolvente  nicht  möglich  ist.  Aus  diesem  Grunde  muss 
die  Gleichung  Di,^  3  =  0  eine  vollständige  kubische  Gleichung  in  z 
geben. 
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§  169.   Die  Methode  der  gleichen  Wurzeln. 

Eine  kubische  Gleichung  "wird  eine  Reducirte,  wenn  sie  zwei 
gleiche  Wurzeln  hat.  Es  liegt  der  Gedanke  nahe,  eine  solche  Va- 
riation oder  Transformation  der  vorgelegten  Gleichung  aufzusuchen, 
dass  die  transformirte  Gleichung  zwei  gleiche  V^urzeln  erhält.  Man 
erkennt  leicht,  dass  dies  durch  eine  lineare  Transformation  nicht 
gelingen  kann,  wol  aber  durch  eine  quadratische  Variation. 

Man  bilde  die  Gleichung  der  W^urzelquadrate  der  Variirten, 
setze  also 

(x  —  zy  —  11  =  x^  —  2sx  +  {f  —  ti)  =  0 . 

Die  Transformirte  sei  * 

f(u)  =  li^  +  a^^u^  +  ß^u  +  7i  =  0, 

wo  «1  =  —  (a^  —  2ß) ,  ßi==  ß^^  —  2ay  j  y^  ==  —  y^  zu  setzen  ist. 
Die  Derivirte  ist 

f(u)  =  3u^  +  2a,u  +  ßi  =  0. 

Man  suche  nun  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  von  f(ii) 
und  f\u).    Derselbe  hat  die  Form 

2K  •-  3ß,)u  -  (W  -  15«,  A  +  27^0 

und  liefert  gleich  Null  gesetzt  den  Werth  der  gleichen  Wurzeln 
von  u  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Rest  der  Division  ver- 
schwindet.   Dieser  ist 

Dieser  Ausdruck  gleich  Null  gesetzt,  führt  wie  oben  bemerkt  auf 
eine  kubische  Resolvente  in  z ,  deren  Wurzeln  z-^,  z^,  s.^  die  arith- 
metischen Mittel  der  Wurzeln  x^y  x^,  x^  sind. 
Es  ist  nämlich 

u^  ==  ti^     oder     ]/%  =  +  V^ . 
Wählt  man  das  obere  Vorzeichen,  so  erhält  man  nur  die  Identität 

X-^  — —  g^  —  X^  Z-]^  ^ 

wählt  man  dagegen  das  untere  Vorzeichen,  so  erhält  man  nach- 
einander die  Variationen 
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Vu,  =  —  Vu2>     ^1  —  ^1  =  —  fe  —  ^i);     ^1  ==  Y  (^1  +  ^2)  y 

y«i  =  —  v%,  ^1  -  ^i>  =  —  fe  -  ^2);  ^2  =  Y (^1  +  ^3); 


'S  7 

In  der  That  ist  die  fragliche  Resolvente 


"O' 


Variirt  man  sie  mit  J,  also 

und  führt  die  Reducente  (8)  B^  —  oÄC=0  ein,  so  erhält  man 
die  Resolvente  IX.  in  f^  nämlich 

Mittels  dieser  lassen  sich  die  Wurzeln  der  Gleichung  in  z'  be- 
rechnen und  damit  auch  z.  Alsdann  sind  die  drei  Wurzehi  der 
vorgelegten  Gleichung 

^1  =  ^1  +  %  -  ^3 ; 

^3  =   —  ^1   +  %  +  ^3  • 

Man  übersieht  leicht,  dass  diese  Methode  mit  der  der  variirten 
Gleichung  der  Wurzelsummen  identisch  ist. 

§  170.    Methode  der  Substitution    quadratischer  Functionen  unter 

Anwendung  des  Eliminations Verfahrens  von  Euler,  Lacroix 

und  Poisson*). 

Gegeben  sei  die  vollständige  Gleichung 

f(x)  =  x^  +  ax-  +  6ic  +  c  ==  0 . 
Man  substituire  jetzt  die  quadratische  Function 
x^  -\-  vx  -\-  u  ^  ^  , 
Um  die  Finalgleichung  zu  erhalten,  setze  man  nach  einander 


*)  Lacroix,  Ele'm.  d'algebre  IL    §  10.    Paris  1799. 

Poisson,  Mem.  sur  l'elimination  dans  les  questions  algebriques;  cah.  II 

du  Journ.  polyt.    Paris  1802. 
Katter,  Die  Resultante  zweier  algebraischen  Gleichungen.    I.    Putbus 
1876.    Man  vergl.  oben  §  120. 
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die  beiden  Wurzeln  x^  und  X2  der  Substituirten  in  die  Haupt- 
gleichung ein  und  multiplicire  die  beiden  Polynome.  Die  Coeffi- 
cienten  des  Products  sind  symmetrische'  Functionen  der.  Unbekannten 
und  lassen  sich  vermittels  der  Coefficienten  ihrer  Gleichung  be- 
stimmen.   Es  sei 

X^   -f-  X2  ==  k:>1  ,        ^1      ~\      ^2     ""^^  ^2  )       ^1        \      ^2     ^"^^3  5 

dann  ist  wegen  X]^X2  =  u: 

f'M  /"fe)  =  «^'  +  <^i  +  a)u'  +  h{S2  +  aS,  +  h)u 

Nun  ist 

S^  ==  —  Vj    S2==v^  —  2u,    S^  =  —  v'^ -\- ^vu  j 
folglich 
ti^  —  [av  -  (a^  -  2h)  ]  u'  +  [hv'  —  (ah  -3c)v  +  Qj'  -  2ac)  ]  u 

—  c{v^  —  av^  -\-hv  —  c)  =  0 . 
Setzt  man  v  =^  —  2  z   und    führt  die  Reducente  (6)   a^  —  3/3  =  0 
ein,  so  erhält  man  die  Resolvente  IX.: 

(a^-U)z^  +  ^{2a^--lah  +  9c)z  +  \{a^  —  Aan  +  Qac  +  y')==0. 

Man  findet  so  v  und  u  und  mittels  dieser  Werthe  x  aus  der  sub- 
stituirten Function.  Dieselbe  liefert  also  im  Ganzen  sechs  Werthe 
für  X,  unter  denen  aber  nur  drei  wahre  Wurzeln,  die  andern  drei 
fremde  Lösungen  sind,  indem  von  den  beiden  Ausdrücken 

^  =  —  Y  t;  +  Y  ^/v^  —  Au 

immer  nur  der  eine  Gültigkeit  hat,  der  andere  aber  einer  verwandten 
Gleichung  angehört. 

Statt  die  Wurzeln  x^  und  X2  der  quadratischen  Gleichung  in 
die  kubische  f(x)  =  0  einzusetzen,  kann  man  auch  die  Wurzeln 
x^y  X2,  x^  der  Gleichung  f(x)  =  0  in  die  quadratische  x^-\-vx-\-u  =  0 
introduciren,  also  setzen 

^1     +  -^2     +  ^3     =  ^l   ==   —  «  , 

^1^  +  ^2"  +  '■^3"  =  ^^2  =--=  a^  '—  2h ,  u.  s.  w. 
Man  entwickele  darauf  das  Product 

(x^^  -\-  vXi^  +  n)  (xf  -j-  VX2  -\-  u)  (x^"^  -\-  vx^  -^  n)  =  0 
und  bilde  die  kubische  Gleichung  in  wund«;,  welche  mit  der  oben 
angegebenen  übereinstimmen  wird. 
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§  171.    Eine  andere  Eliminationsmetliode  mittels  symmetrisclier 
Functionen  der  Wurzeln. 

Aus  der  gegebenen  Gleichung  f(^x)  =  0  und  der  Substituirten 
x'-  -\-  vx  -\-  u  =  0  lässt  sich  die  Wurzelgrösse  x  noch  auf  eine  andere 
Art  eliminiren.  Betrachtet  man  v  als  constant  und  u  als  variabel, 
so  ist 

u  =  —  {yx  +  x^) ,     E(ii)  =  —  vZ{x)  —  2;(;r2) , 
ir'  =  v'x'  +  2vx^  +  x\     Ziii^  =  v''E{x^)  +  2vZ(x^)  +  Z{x^) , 
u^  =  —  {v^x^  -j-  3^2^*  +  3«;a;^  +  x^) , 

E{u^)  =  —  v^U^x')  -  3v'U{x*)  —  ^v2J{a^)  —  2:(x'). 
Hieraus  folgt 
Z(u)  =^av~  {a^  —  2h), 

Z{ii')  =  {a^-2h)v'^  —  2(a^  —  3ah  +  3c)r  +  (a'  —  4a-h  +  4ac  +  2h^), 
zli/)  =  (V  _  3ah  +  3c)v^  -  3(a^  —  4a-&  +  4ac  +  2I)')v' 
-\-  3(a^  —  ba^h  +  bah'-  -\-  ba^c  -r-  bhc)v 
—  [(a^  —  ?>ah  +  ?>cy  -  2(&3  -  3a&c  +  Sc-J] . 
Daraus  leite  man  die  Gleichung 

n^  -f-  an~  -\-  ßu  -\-  y  =  0 
ab,  und  zwar  die  Coefficienten   a,  ß,  y  mittels   der  Newton'scheu 
Formeln 

—  ß  =  Z(^ii) ,  a-  —  2ß  =  Z{ir) ,  -  i^a^  —  ^aß +  ^y)  =  Z{ii')  . 
Man  erhält  g^uf  diesem  Wege  dieselbe  Gleichung  in  u  und  v,  wie 
in  der  vorhergehenden  Methode.  Die  Substitution  einer  quadratischen 
Function  ist  eine  Erfindung  von  Tsc hirnhausen,  das  Eliminations- 
verfahren kann  jedoch  ein  sehr  verschiedenes  sein,  wie  aus  dem 
vorangehenden  und  dem  nachfolgenden  Paragraphen  ersichtlich  ist. 

§  172.  Reduction  der  vollständigen  kubischen  Gleichung  auf  eine 
rein  kubische  nach  Tsc hirnhausen  mittels  der  Eliminationsmethode 
von  Euler  und  Bezout,  verbessert  von  Sylvester  und  Hesse*). 

Um  die  Unbekannte  x  aus  den  beiden  Gleichungen 

fix)  =.  cc"  -{-  ax"  -\-hx-\-  c==() 

*)  Hesse,  Crelle's  Joum.    Bd.  27.    1844. 

Sylvester,  Phil.  Mag.  XVI.    1840. 

Tortolini,  Ann.  di  Mat.  Roma  1858. 

Katter,  Progr.  von  Putbus  1876. 
Man  vergl.  auch  oben  §  42  und  §  44.     Zeitschr.  füi*  Math.  u.  Phys.  IV. 
82.  1859,  und  Schlüssel  zu  Heis'  Aufgabensammlung.  II.  Bd.  §95b.  Nr. 31.  VII. 


478 


Vierter  Abschnitt.     Substitutionsmethoden.    IV. 


und 

F(x)  =  x^  -\-  vx  '\-  u  =  0 
zu  eliminiren  gab  Euler  im  Jahre  17G4   folgendes  Verfahren   an. 
Es  sei  x^  eine  gemeinschaftliche  Wurzel  der  beiden  Polynome  und 


x"" 


+  ax^  +  hx  -\-  c  =  {x  --  x^  {pc^  +  Ax  -\-  B) , 


x^  -\-  vx  -{-  u  =  (x  —  x^  (^  +  V) . 
Hieraus  folgt  ^ 

(x"  +  vx  +  ^i)  (x'  +  ÄX  +  JB)  =  (x+  V)  {x^  +  ax^  +  hx  +  c) . 

Durch  Ausführung  der  Multiplication  und  Gleichsetzung  der  homo- 
logen Coefficienten  der  Unbekannten  erhält  man  eine  Reihe  linearer 
Gleichungen,  deren  Bildungsgesetz  leicht  zu  übersehen  ist: 

—  V  —    A  +a  +  F=0, 

—  u-vA  —  B    +h  +  aV=0, 

—  uA  — vB +  c  +hV=0, 
-uB  +cF  =  0. 

Aus  diesen  vier  Gleichungen  lassen  sich  die  drei  Grössen  A,  B 
und   V  eliminiren,  so  dass  man  erhält 

[Vj  w,  a,  h,  c]  =  0. 
Diese  linearen  Bestimmungsgleichungen  sind  nun  von  Sylvester 
und  Hesse  zur  Bildung  einer  Determinante  benutzt.  Fügt  man 
noch  zur  ersten  und  vierten  Verticalreihe  die  Grössen  C  und  D  als 
Factoren  (gleich  der  Einheit)  hinzu  und  zur  Vervollständigung  der 
Gruppe  noch  die  fünfte  Reihe 

_0— OJ.  — OjB  +  D  +  OF=0, 
so  erhält  man  die  Determinante 


10  0  0  1 

V     1  0  1  a 

u    V  1  a  h 

0    u  V  h  c 

0    0  u  c  0 


0  1 

1  a 


0    0     1 


h 

c 

c 

0 

V 

u 

u 

0 

0 

0 

=  0. 


Um  diese  Determinantenform  der  Resultante  zu  erhalten,  multiplicirtj 
Hesse  die  beiden  Gleichungen 

f(x)  =  x^  -{-  ax^  +  &^  +  c  =  0  , 
Fix)  ==  X"  ~\-  vx  -\-  u  =  0  j 
der  Reihe  nach,  und  zwar  f(x)  mit  x^  x^j   F{x)  mit  x^  x^j  x^  und! 


§  172.     Methode  von  Sylvester  und  Hesse. 
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schreibt  sie  so  unter  einander,  dass  die  homologen  Glieder  unter- 
einander zu  stehen  kommen,  wie  folgt 

x^  +  aa^  -\-  hx'-  -\-  ex  =  0^ 
ay'  +  ax"^  +  ft^r^  +  cx^  ,  =  0, 

a^  +  vx^  -\-  ux  =  0  j 
x'^  +  vay^  -\-  ux^  =0? 

x^  -\-  V  x^  -{-  u  x'^  =  0 . 

In  diesen  Gleichungen  betrachtet  Hesse  die  verschiedenen  Po- 
rten zen  von  x  als  lineare  Unbekannte  und  erhält  durch  Auflösung 
der  so  entstandenen  linearen  Gleichungen  die  obige  Determinante. 
Da  mehrere  Glieder  gleich  Null  sind,  so  kann  man  die  Determi- 
nante abkürzen,  d.  h.  die  Anzahl  der  Gleichungen  und  der  linearen 
T'nbekannten  durch  Elimination  verringern*).    Setzt  man 

so   erhält   man    durch  Elimination   von  |^  und  |-  statt   16   nur  9 
Elemente 

f|4  +  (w  —  &  +  av)  I3  +  (au  —c)i,  =  0, 

n^^  +  {au  —  c)  I3  +  (bu—cv)k2  =  ö-  # 


Die  Determinante  ist 
1, 


u  —  h  -\-  av  j 
au  —  c  ^ 


u 
an  —  c 
hu  —  cv 


oder  auch 


1, 

a  —  V 

u. 


h  —  u 
au  —  c 


hu 


cv 


=  0 


und  die  Finalgleichung  nach  Potenzen  von  u  geordnet, 
tt^  —  [a(v  —  a)  +  2h]  u^  +  [h{v^  —  av  +  h)  +  c{3v  —  2a)]  u 
—  c(v^  —  av^  -\-  hv  —  c)  =  0 . 
Ordnet  man  nach  v^  so  erhält  man 

cv^  —  (hu  —  ac)  v^  +  [a(ti'  —  hu)  +  c(3u  +  h)]  v 
-  [u^  -  (a2  _  2h)  u'  +  (h''  -  2ac)  u  -  c^]  =  0. 
In  dieser  Gleichung  hat  das  Absolutglied  die  Form  der  Gleichung 
der  Wurzelquadrate  von  f(ti)  =  0 . 


*)  Methode  von  Bezout  §  45  oben. 
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Man  kann  nun  noch  eine  zweite  willkürliche  Grösse  in  die 
Gleichung  einführen,  indem  man  iv  —  ^  an  die  Stelle  von  ii  setzt, 
also  substituirt 

F{x)  =  x~  -{-  vx  -\-  lü  —  y  =  0 , 
Ordnet   man   die    neue   Transformirte    nach    Potenzen    von   y,    so 
erhält  man 

y^-  [3^(;— a(v-a)— 2?>1/+  [3«^'^-(2ai; -2a2  +  47>>'+&(v2-av+?>) 
+  c{?>v  -2a)]y- [w^—  (av-d'+2h)w'^+[h(v^-av+h)+c(ßv-2a)]tv 
—  c(v^  —  av^  -{-  hv  —  c)\  =  0 . 

Führt  man  nun  die  Reducente  (6)  a^  —  3^  =  0  in  die  it-  Gleichung 
ein,  so  erhält  man  die  Resolvente 

{a^  —  3b)v'  —  (2a'  -  Iah  +  9c)v  +  {a^  —  Aa^  +  Gac  +  h')=0, 

die  in  die  Resolvente  IX.  übergeht,  wenn  man  —  20  an  die  Stelle 
von  V  setzt.  Die  Gleichung  in  u  lässt  sich  dann  auf  den  Kubus 
einer  zweitheiligen  Grösse  reduciren.  Führt  man  die  Reducente  (6) 
in  die  ^;- Gleichung  ein,  so  "erhält  man  die  Resolvente 

^^    (h'  —  3ac)ii^  +  (ah  -  dc)cu  +  (a'  —  U)c'  =  0, 

welche  in  die  Resolvente  II.  übergeht,  wenn  z  an  die  Stelle  von 
c  :  u  gesetzt  wird. 

Die  Gleichung  in  y  aber  verwandelt  sich  in  eine  rein  kubische, 
wenn  man  die  Coefficienten  der  beiden  mittleren  Glieder  gleich  Null 
setzt;  also 

3iv  —  av  +  a^  —  26  =  0, 
3z4-  2av%c  +  W  +  2{a^  —  2l)iü  -  (ah  —  Sc)v  +  (?/  -  2ac)  ==  0. 

Eliminirt  man  tv ,  so  erhält  man  dieselbe  Resolvente  in  v,  wie 
vorhin;  eliminirt  man  v,  so  erhält  man 

{a'-3h)w'-ia'h  +  3ac--Ah')w  +  j{ah-aVj'-Qahc  +  4P)^0. 

Das  Absolutglied  dieser  Resolvente  ist  die  Reducente  (16). 

Bei  quadratischen  Substitutionen  ist  zu  beachten,  dass  jedes- 
mal nur  eine  der  beiden  Wurzeln  von  F{x)  =  0  Gültigkeit  hat,, 
weil  sonst  ja  mittels  der  quadratischen  Resolvente  in  v  die  Unbe-i 
kannte  x  direct  bestimmt  werden  könnte.   Denn  es  müsste  sein 

^1  =  —  (^1  +  ^2) ;     '''2  =  —  (i^i  +  ^3)     oder     —  (rz-g  +  ^3)  5 
mithin  die  Gleichung  in  v  vom  dritten  Grade  und 
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2a'^  —  Iah  -^  9c 
^1  +  ^2  =  -  ^1  +  ^  = a^ZZJb ' 

oder 

9    17         «*  —  4  a'^b  4-  6'ac  -f-  b- 

l  v,v,  =  x,'  +  h  = -r^^ 

An  der  v  -  Gleichung  lässt  sich  nun  noch  ein  in  §  163  aufgestelltes 
Theorem  beweisen.    Das  dritte  Theorem  lautet: 

Wenn  die  kubische  Variante  2a^  —  9 aß  +  27 ^^  einer  durch 
eine  quadratische  Substitution  x^  -\-  vx  -{-  c  :  z  ==  0  variirten  kubi- 
schen Gleichung  verschwindet,  so  wird  auch  die  kubische  Covariante 
03,3(0)  gleich  Null. 

Wenn  man  nämlich  in  die  'i;  -  Gleichung  die  Reducente  (9) 

2«^- 9«^ +  27^  =  0 
introducirt  und  c  :  ^  an  die  Stelle  von  u  setzt,  so  erhält  man 
C3  3(^)  =  (2a^  —  9ah  +  21e)z^  +  3{a^  +  9ac  —  66^)5^ 

—  3{ah-  +  9bc  -  6a'c)0  —  (2b'  —  9ahc  +  27c-)  =  0. 

§  173.   Methode  der  Substitution  zweier  linearer  Functionen  der 

Unbekannten. 

Die  Substitution  der  quadratischen  Function 
x^  -}-  vx  -\-  u  ==  0 
lässt  sich  offenbar  auf  diejenige  zweier  linearer  zurückführen.    Es 
seien   die  beiden  Wurzeln   der   quadratischen  Function  2  -\-  y  und 
z  —  y  j  also 

x^  -{-  vx  -\-  u  =  (x  —  0  —  y)  (x  —  z  -{-  y)  =  0 , 
so  gibt  dies  die  Substituirte 

x'  —  20X  +  (z^  -2/0  =  0. 

Die  Tschirnhausen-Euler'sche  Transformation   ergab  die  Gleichung 

n^  —  [a(v  —  a)  +  26]  1(2  +  \b(v^  —  av  +  &)  +  c(?>v  —  2a)]  u 

—  c(v'  ■—  av'^  -{-  hv  —  c)  =  0 . 

Setzt  man  — 20  an   die  Stelle  von  v ,  0^  —  y^  an  die  von  Uj  so 

erhält   man  die  Transformirte  für  die  beiden  linearen  Functionen 

^  —  (^  ±  2/)  ==  ö . 
Entwickelt  man  dieselbe  nach  Potenzen  von  y ,  so  erhält  man 
y'  -  [S0'+2a0  +  (a^—2b)]y^+[^0'  +  Aa0'  +  2a'0'  +  2(ah-3c)0 
+  (V  -  2ac)]2/'  —  [0'  +  a0^  +  b0  +  cf  =  0 . 

Matthiessen,  Grundzüge  d.  ant.  u.  mod.  Algebra.  31 
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Diese  Gleichung  lässt  sich  in  die  Differenz  zweier  Quadrate 

[f  -  (3«^  +  2a^  +  &)2/p  -  [(3^  +  a)j/^  +  {g^  +  a,^+hB  +  c)f^Q 

oder  in  das  Product 

[r  +  (3^  +  a)f  +  (3^^  +  2az  +  h)y  +  {^  +  az'^  +  6^  +  c)]x 
[1/3  —  (3^  +  a)y^  +  (35'2  +  2az  +  l)y  -  {z^  +  az''-{-lz-\-c)\  =  0 
verwandeln.  Setzt  man  jedes  der  Polynome  gleich  Null,  so  liefert 
mit  Anwendung  der  Reducente  (8)  /3^  —  ?>ay  =  0  das  eine  Poly- 
nom die  negativen  Wurzelwerthe  des  andern  und  man  hat 

^1=^  +  2/;  x^=^z  —  y. 
Da  z  zwei  W^erthe  und  y  deren  drei  hat,  so  würde  man  im 
Ganzen  zwölf  verschiedene  Wurzeln  erhalten.  Sie  genügen  nicht 
alle  der  gegebenen  Gleichung,  sondern  ein  Wurzelwerth  der  quadra- 
tischen Function  in  x.  Dagegen  sind  beide  Werthe  von  z  und 
sämmtliche  Wurzeln  einer  der  Gleichungen  in  y  gültig,  nämlich 
der  ersten  für  die  Substitution  x  ==  z  -\-  y  und  der  zweiten  für  die 
Substitution  x  =  z  —  y .  Unter  diesen  sechs  Wurzeln  sind  dann 
je  zwei  einander  gleich. 

§  174.    Methode  der  Substitution  einer  rein  quadratischen  Function. 
In  die  Gleichung  x^  +  ax^  -{-hx  -\-  c  =  0  setze  man  ein 
x'^  -{u  +  z)  =  0^ 
Man  eliminire  x  aus  beiden  Gleichungen,  was   am  einfachsten  da- 
durch geschieht,   dass  man  die  Gleichung  der  Wurzelquadrate  der 
vorgelegten  Gleichung  bildet  und  dann  x^  =  u  -\-  z  substituirt.    Die 
Resultante  ist 
n^  +  [3^  _  («2  __  21)  ]  1^2  ^  [-3^2  _  2(^2  _  2l)z  +  iV'  -  2ac)]  u 

+  [z^  -  (a^  -  2h)  z'  +  (V  -  2ac)z  -c']  =  0. 
Führt  man  die  Reducente  (8)    /3^  —  3«}^  =  0  ein,   so   erhält  man 
die  Resolvente 
(^4  _  4^2^  _j_  ß^^  „  ^2)^2  _  ^^2^2  _  2a^c  +  Aahc  —  2W  -  ^c^)z 

j^  {a'c^  _  4,aWc  -f  Qlc'  -f-  &*)  =  0. 
Die  Coefficienten  des  ersten  und  letzten  Gliedes  sind  die  Reducenten 
(13)  und  (15).    Die  Methode  liefert  sechs  Wurzeln,  von  denen  drei 
fremde  Auflösungen  sind. 
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§  175.    Methode  der  Auflösung  durch  Substitution  einer  rein 
kubischen  Function. 

Wir  gehen  aus  von  der  unvollständigen  Gleichung 
x^  -\-  px  -\-  q  =  0 
und  substituiren 

a^  —  {x  +0)  =  O. 
Subtrahirt  man  beide  Gleichungen  von  einander,  so  erhält  man 

px  +  (q  +  x  +z)  =  0 
oder 

q  -\-  x'  -}-  z 
P 
Setzt   man  diesen  Werth  von  x  in   die  vorgelegte  Gleichung  ein, 
und  ordnet  nach  Potenzen  der  Unbekannten,  so  resultirt 

u:"  +  3{0  +  q)x''  +  3  [(^  +  qy  +  \p^x'  +  [{z+qr-\-jflz]=0 
oder  kurz 

x^  +  ax'  +  ßx  +  y  =  0. 
Mittels  Einführung  der  Reducente  (8)    /3^  —  ^ay  =  0  erhält  man 
die  Resolvente 

^2  _   g^  _  i  (^3  +   6^2^   _  0\ 

also 

..und.,  =  |2[l±3]/l+|j]. 

Nach  der  Methode  von  Cookie  ist  nun 

,  ^  u 

yi.v  —  1 
unter  folgenden  Voraussetzungen: 

Daraus  folgt 

^,  =  (^  +  ^)  +  l-^ 

und 


-  =  -^,K|7i(^  +  ^) 
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Hieraus  findet  man  weiter 


(^  +  ^i)  +  p]/y(^+  q) 


^  +  ^  =  |^(l  +  ]/l  +  g). 


und 


X  ==  yx  +  z 


Setzt  man  im  Divisor  von  x'  den  Factor  yz-\-g_  heraus ,  so  wird 


X  == 


+  #  +  yP=^ 

3 
'  1 

3 


]/(^  +  qy-  Yy p"^'  +  ^y  +  K  I p" 

=  3, = 

y^+a 

Folglich  ist 

x'  -j-  0  =^  x^ 

und 


welches  die  Cardani'sche  Formel  ist. 

§  176.   Methode  der  Substitution  einer  zweiten  vollständigen 
kubischen  Function  der  Unbekannten. 

Es  sei 

f(x)  =  x^  -{-  ax^  -\- hx  -\-  c  =  0  j 
und 

F{x)  =  x^  +  vx^  -}-  ux  —  c  =  0, 

Addirt  man  die  beiden  Gleichungen,  so  erhält  man 
x'  +  ^(a  +  v)cc  +  -l(b  +  u)  =  0. 
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Subtraliirt  mau  dieselben  von  einander,  so  ergibt  sich  daraus 

x^  A — - —  X  A =  0 . 

'    a  —  V        '     a  —  V 

Durch   Elimination   von   x    aus    diesen    beiden    quadratischen 
Gleichungen  gelangt  man  zur  Finalgleichung  in  w: 

«3  —  {av  —  a'  +  h)u'  +  [h(v^  —  2av  +  a')  +  2c(^v  —  a)  +  h']u 
-[cv^—(h'-ac)v'+{ah'-a'c-Uc)v-{a'c—6ahc+h'+8c^)]==0. 

Bei  Einführung  der  Reducente  (6)    a^  —  3ß  =  0  erhält  man,  nach- 
dem man  v  -\-  a  =  —  4^  gesetzt  hat,  die  Resalvente  IX: 

Aus  den  beiden  quadratischen  Gleichungen  in  x  folgt  weiter 


x^  -2^x  +  ^{h  +  u)  =0 


und 


sowie  hieraus 


9     ,        0  —  u 


^    +  2(20  +  a)  ^'  +  20  +  «  ~  ^' 


_  2{h  A-  u)2  A-  a(ö  -f  1*)  4-  2c 

X  — 


\z''  A-  ^az  A-  (P  —  w) 
Da  die  Reducirte  in  u  auf  den  Kubus   einer   dreitheiligen  Grösse 
gebracht  werden  kann,  so  können  aus  zwei  Werthen  von  u  und  z 
die  Wurzeln  x^,  x^^  x^  berechnet  werden. 


§177.    Eine  andere  Methode  der  Substitution  einer  kubischen 

Function. 

Gegeben  sei  x^  +  ax^  +  ?^a;  +  c  =  0 .  Man  substituire 


3 

Entwickelt  man  die  Substituirte  nach  Potenzen  von  x^  also 

a;3  +  ax^  +  [j  a-  —  30,^.^x+(ß^a^-a0,0,,  —  z,2,[z,  +  z,]\==O, 

so  ergeben  sich  aus  der  Vergleichung  homologer  Coefficienten  dieser 
und  der  vorgelegten  Gleichung  folgende  zwei  Bestimmungsgleichungen 

für  z^  und  ^2- 


486  Vierter  Abschnitt.    Substitutionsmethoden.    IV. 

2  a^  —  9 ab  -\- '■27 c 


^1+^2 


S{a^  —  Sh)        r 


Demgemäss  sind  s^  und  z^  die  beiden  Wurzeln  der  Resolvente  X 

(a-  -  U)  s'  +  \  (2a3  -  9a&  +  276')  s  +  \-  (a'  -  Shf  =  0  , 
und  die  gesuchten  Wurzelwerthe 


1  ^., 


■'2 

^3  ==  -  y  «  -  -V;ir — -^~  =  "  T  ^  +  l^^i^^  W2y^i  +  ^11/^2) 

§  178.    Methode  von  Faure*). 

Dieselbe  besteht  in  der  Substitution  einer  der  Functionen  voi 
Bretschneider  (§  152),  nämlich 

\x  —  z^J  a  -\-  3^2 

Entwickelt  man  diesen  Ausdruck  nach  Potenzen  von  x  und  ver 
gleicht  die  homologen  Coefficienten  dieser  und  der  aufzulösende! 
Gleichung  f(x)  =  0 ,  so  kommt  man  auf  die  Resolvente  II : 

Aus  der  Substituirten  folgt  dann  leicht  die  bekannte  Wurzelforn 


^2  y  a  +  3^1.  —  ^1  yT  y « -f-  3^2 


3     3 7 


ya  +  3^1  —  y  1  y  a  +  3^2 

wo  an  die  Stelle  von  y  1  nach  der  Reihe  zu  setzen  ist  1 ,  J^  und  Jg 
In  Berücksichtigung  des  Umstandes,  dass 

(a  +  3^1)  (a  +  3^,)  =  a^-~3h 

ist,  wird 

1  1      y, /3/—  3/ 3/— 2   3, \ 

^  =  — ya  — y  1/«^—  36 (yi  ya+  3^1  +  yi  ya+  30A 


*)  Nouv.  ann.  math.    II.  Se'r.    III.  T.  p.  116.    1864. 
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Da  nun 

X,  -  z.,         K  a  +  3 .-, '      aj,  —  z.-,  ^  r    a  -f  3^2 ' 

3/ , 

^3  —  h  ^  j  -[/«+  3^^ 

ist,  so  ergeben  sich  hieraus  noeli  folgende  Relationen  für  die  drei 
gesuchten  Wurzeln,  oder  wenn  man  will  für  die  Fehler  der  Sub- 
stitutionen, 

=    J  ^     — =    J  ^     . 

§  170.    Methode  der  Substitution  verschiedener  anderer  kubischen 

Functionen. 

Die  Resultate  der  Discussion  in  §  162  führen  uns  zu  ver- 
schiedenen kubischen  Substitutionen,  wodurch  die  Wurzelwerthe 
auf  symmetrische  Formen  gebracht  werden. 

a)  Man  substituire  « 


\x  -  z,) 


0, 


z.^  +  c 
und  entwickele  nach  Potenzen  von  rr,  wie  folgt: 

Ist  die  vorgelegte  Gleichung 

x^  -{-  ax-  -\-  hx  -{-  c  =  0  j 
so  ist  die  Bedingung  der  Identität 

aW  -  -'/)  +  ^^M^^'  -  h')  -  M^i  -  ^.)  =  0. 

Weil  nun  im  Allgemeinen  2^   nicht  gleich  ^2  ist,  so  dividire 
man  diese  Gleichung  durch  ^^  —  ^2?  woraus  resultirt 

I.     a(z,  +  z,f  +  z.z.mz,  +  z.^  _  rt]  —  3c  =  0 . 
Ferner  folgt  aus  der  Gleichung  in  a; 

6(,^3  -  «/)  -  3«,^«,Y«i  -  «2)  +  3c(^/  -  ^,^)  =  0 , 
und  nachdem  man  durch  z^  —  z.,  dividirt  hat 

II.     h{z^  +  z,Y  —  z.z^i^z.z.,  +  h)  +  3c(z,  +  z,}  =  0 . 
Eliminirt  man  c  aus  I.  und  IL,  so  erhält  man 

m.    3^,^,  +  a{,,  +  g,)  +  i  =  0. 
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Multiplicirt  man  III.  mit  ^i  +  -^^  ^^^  subtrahirt  L,  so  erhält  man 

IV.     a0,0,  +  h{^,  +  s,)  +  dc  =  O. 
Aus  III.  und  IV.  folgen  dann  die  Beziehungen 


^1   +  ^2  = 


ab 


9c 


W 


Z,  Z.>  = 


h^  —  3ctc 
«2  —  3& 


Demnach    sind  s^   und  ^^   die  beiden  Wurzeln   der   quadratischen 
Eesolvente  IL: 

{a'  —  36)^2  +  {al  -  9c)^  +  {W  —  3ac)  =  0. 
Die  Wurzelform  ist  also 


X 


^yz.'  +  c-z.Vi  Yz,'  +  c 


b)  Schneller. kommt  man  zum  Ziele,  wenn  man  substituirt 


\x  —  sj         az,^-}-bz,~^' 


Entwickelt  man  diese  Substituirte  in  die  Gleichung 


'6a 


x'—W,    Y'' 


X- 


so  erhält  man  ohne  Weiteres 

I.    3^i^2  +  <^fe  +  %)  +  ^'  =  0, 


ci2,''s./  +  hzi2.,{z^-^z,) 
"       ct(z,-{-z,)-\-b~~ 


und 


IL    az^  0.,  +  h(0,  +  ^,)  +  36'  =  0 . 


c)  Bezeichnen  wir  die  gegebene  Gleichung  mit  f(x) 
substituiren 


0  und 


\x  -  z,J 


=  0, 


so  wird 


hf{h)~hf{h) 


x" 


,oZinz^)j-_z,lf{z,)         z,'f{z,)-z,'f{z,) 


Daraiis  folgt  zunächst  das  System 

(3,,   +  a)f{0,)  -  (30,   +a)f(0,)  =  O, 

iW  -  &)M)  -  {W  -  &)/-fe)  =  0, 

und  hieraus  die  beiden  Determinanten 


ozi 


=  0, 


35^2  +  «;   3^1  +  a 
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Entwickelt  man  dieselben,   so   resultirt  wiederum   die  Resol- 
vente II.  und 


^2  yZi^  -\-  az^^  -\-  bz^  -f  c  —  Si  yr  yz./  +  az^^^  -f  bz.y  -\-  c 
y/z,^  +  az,-'  +  hz,  +c  -  y^y/z,'  -^az./  -i-bz,  -f- c 
oder  kurz 


X,   = 


'jJK)-y\yf{z,^ 


§  180.    Methode   der  Factorenzerlegung   eines  binären   kubischen 
Polynoms  von  Heilermann*). 

Um  die  kubische  Function 

I.    f(x,  y)  =  as(^  +  Uxhj  +  ^cxy''  +  dy^ 
in  lineare  Factoren  zu  zerlegen,  also  die  kubische  Gleichung  Cay- 
ley'scher  Form 

aufzulösen,  substituirt  Heilermann 

IL     x  =  al-^ßYi,     y  =  yl  +  dri. 
Dies  gibt  die  Transformirte 
fix,  y)  =  [aa'  +  Ua'-y  +  ?>cay^  +  dy^]l^ 

+  3[(a«^  +  2hay  +  cy^)ß  +  [bc^  +  2cay  +  dy^)d]^'n 
+  3[(a^2  +  2&/3d  +  cd^O«  +  Q)ß^  +  2c/3(J  +  dö'')y-\lri' 
+  [a/3^  +  Uß^d  +  3c^62  +  dd^]rf  =  0. 

Setzt  man  die  beiden  mittleren  Glieder  gleich  Null,  so  ent- 
stehen daraus  für  die  unbestimmten  Grössen  a,  ß,  y,  d  die  beiden 
Bestimmungsgleichungen 

i(aa'  +  2hay  +  cy-')ß  +  {ha'  +  2cay  +  df)d  =  0, 
*    l(«/3'  +  2bßd  +  cd^)^  _(_  (^^2  _j_  2c/3d  +  dd')y  =  0. 
Aus   diesen   folgen  durch  Elimination  der  ersten  und  letzten 
Glieder  die  Gleichungen 

(aaß{aö-ßy)+h(ad  +  ßy){ad-ßy)  +  cyd{aö-ßy)  =  0, 
'  \haß(ad-ßy)  +  c(ad  +  ßr){ci^-ßy)  +  dyd{ad~ßy)  =  0', 


*)  Hei  1er mann,    Zerlegung    der   homogenen    quadratischen,    kubischen 
und  biquadratischen  Functionen  zweier  Veränderlichen.  §.  2.  Trier  1855. 
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Man  sieht  sogleich,  dass  die  Relation  ad  —  ßy  =  0 ,  welche 
den  beiden  letzten  Gleichungen  genügt,  nicht  die  Bedingungen 
enthält,  welche  die  Gleichungen  111.  ausdrücken*,  folglich  erhält 
man  durch  Division  mit  ad  —  ßy  aus  IV.  die  Gleichungen 

laaß  +  h(ad  +  ßy)  +  cyö  =  0, 
'  \haß  +  c(ad  +  ßy)  +  dyö=^0. 

Aus  diesen  ergibt  sich  weiter 

Uh^  —  ac)a'  +  (hc  -  ad)ay  +  {c'  -  hd)y'  =  0, 
•  \(h^  -  ac)ß'  +  Qjc  —  ad)ßö  +  {c'  -  hd)d'  =  0. 

Hiernach  sind  nun  a  :  y  und  ß  :  d  Wurzeln  der  quadratischen 
Resolvente 

VII.    Ä0'  +  2B0  +  C=O, 
wenn  zur  Abkürzung 

(62  _  ac)  =  A,     {hc  -  ad)  =  2B,     (c^  -ld)  =  G 

gesetzt  wird.  Es  müssen  aber  für  a  :  y  und  /3  :  d  die  verschiedenen 
Wurzelwerthe  0^^  und  ^2  der  Gleichung  VII.  genommen  werden, 
weil  nur  dadurch  den  Gleichungen  V.  genügt  wird.  Nach  §  121 
ist  also 


VIII. 


a 

Y  ~ 

g+b-^YdI 

ä  +  b  +  ^Vd, 

und 

ß 

a+J5  +  i-l/i>3 

ä+b-^Vd/ 

oder 

a 

Y  ~~ 

a  +  b-^^Vd, 

und 

ß  _ 
d 

c+B-^Vn, 
a  +  b-^^Yd/ 

wo  Dg  nach  unserer  Bezeichnung  die  Discriminante  der  kubischen 
Function  f(Xj  y)  bedeutet. 

Hierdurch  sind  die  Coefficienten  a,  ß,  y,  d  zwar  nicht  voll- 
ständig bestimmt,  aber  gerade  die  Verbindungen  derselben,  welche 
in  der  kubischen  Function  vorkommen.  Denn  setzt  man  die  durch 
Umkehrung  der  Gleichungen  IL  erhaltenen  Werthe 

t  _  ^^  —  ßy       ^  ^—Yoc  +ccy 

^         ccd  —  ßy'        '  ccd-ßy 

in  die  Function  ein,  so  erhält  man 
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IX.    flx,y)^(aa^+-6ba'y  +  3c<.f+df)(^^^^' 

+  (aß'  +  Uß'-6  +  Seßd-'  +  <W)  (^^:^fJ^y. 

In  dieser  Darstellung  enthält  Dividend  und  Divisor  eines  jeden 
Gliedes  drei  Dimensionen  von  a  und  y,  sowie  von  ß  und  Ö,  so 
dass  alle  darin  vorkommenden  Coefficienten  a,  /3,  y,  d  auf  die 
Quotienten  a  :  y  und  ß  :  d  zurückgeführt  werden  können.  Aus  dem- 
selben Grunde  ist  nun  auch  gestattet^  die  Gleichungen  VIII.  zu  er- 
setzen durch 

^    \a  =  V%^2B^^2C,    ß  =  VWs±2jB±2C, 

'  \y^y^^-\-2B±2A,     d  =  VDs^^2B^^2Ä. 

Bezeichnet  man  noch  mit  /(«,  y)  und  /"(/S,  d)  die  Werthe,  welche 
die  Function  f(x,  y)  annnimmt,  wenn  a  und  y  im  ersten,  ß  und  ö 
im  andern  Falle  statt  x  und  y  gesetzt  werden,  so  ist  durch 

n^,  y)  =  A«, .)  (fcg)  +  A/3,^)  {^^^) 

die  Function  f{x,  y)  dargestellt  als  Summe  zweier  Kuben  und  lässt 
sich  also  unmittelbar  in  drei  Factoren  zerlegen.    Es  ist  nämlich 

Durch  die  Gleichungen  X.  nehmen  die  oft  vorkommenden 
Verbindungen  der  Grössen  «,  ß,  y,  d  folgende  Werthe  an: 


XL 

X 


XII. 


aß  =  —  4C{Ä  +  2B+C),     yö=  ^4Ä{Ä  +  2B  +  C), 
ad=2{2B±VW,)  {ä-\-2B-{-  G),  ßy=2{2B'=\-VW^  {ä+2B+C)  , 
ad  +  ßy=^8B(A  +  2B  +  C),     ad—ßy=±4yj)',{Ä+2B+C). 
In  diesen  Ausdrücken  ist 

J),  =  {ad  —  bcf  -A(b'  —  ac)  (c^  -  bd) . 
Nachdem  nun  durch  die  Gleichungen  X.  und  XI.  die  Function 
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in  ihre   linearen  Factoren  zerlegt  ist,  müssen  noch  die  Fälle,   in 
welchen  die  allgemeine  Entwickelung  eine  wesentliche  Abänderung 
erleidet,  besonders  untersucht  werden. 
V^enn 

Ä  +  2B  +  C  =-  {b  +  cf  -  ia  +  h)  (c  +  d)  =  0 

wird,  so  nehmen  die  Wurzeln   der  Gleichung  VII.  nicht  die  unter 
VIII.  angegebene  Form  an,  sondern  es  ist  gemäss  §  121  (9) 

As^  +  2Bz  +  G={Az-G){z-  1); 
folglich 

—  =  -7   und    -V  =  1 ;         oder     —  =  1    und    -^  =  -r  • 
y  A  d  ^  y  8  A 

statt  der  Werthe  X.  ist  also  in  diesem  Falle  in  die  Zerlegung 
XL  zu  setzen 

xm.  /       "^^'    ^°=^'    ^  =  '^'     *  =  ^' 

[oder  a  =  l,       /3==(7,      y=l,        8  =  A, 

Noch   wichtiger  ist  der  Fall,    in  welchem    die  Discriminante 
der   Gleichung  VIL  oder  der  Function  f{x,  y)  verschwindet,  also 

XIV.     A  =  aH""  -  S&^c^  +  Aac^  +  4.Wd  -  Qahcd  =  0 
wird,  wenn  also  die  Gleichung  VIL,  durch  welche  a  :  y  und  ß  :  d 
bestimmt   werden,   zwei    gleiche    Wurzeln    hat.     Die    Werthe    der 
beiden  Quotienten  gehen  dadurch  über  in 


Y  d         ^  \AJ  A 


XV.  -  =  -^  =  4-r^r  =-^  =  -^ 


und  die  Bestimmungsgleichungen  III.  werden  einander  gleich,  in- 
dem sie  beide  die  Form 

XVL     f{a,  y)  =  aa'  +  Sha^y  +  Scay'  +  dy^  =  0 

annehmen.    Diese    Gleichung   enthält  nun    auch    die  Wurzel  XV. 
zweimal;  folglich  ist 

und  ebenso 

XVII.    fix, !/)  =  (2  *  +  5  v)  {Ax'  +  2Bxy  +  Cf) 
=  l^x+'^yyVÄx  +  VCyy. 
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Aus  der  Zerlegung  der  Function  f{x,  y)  ergibt  sich  nun  auch 
ohne  Weiteres  die  Auflösung  der  kubischen  Gleichung 
ax^  +  2>'bx^y  +  ^cxy-  +  äy^  =  0  . 
Nach  XL  ist  nämlich 


^  '    y       y\/fW7s)-s]/fWy) 

und  zwar  werden  hierdurch   alle  drei  Wurzeln  ^dargestellt,  wenn 

die  Grössen  yf{cc,  y)  und  Yfiß,  ö)  dreideutig  genommen  werden. 
Man  kann  dieser  Formel  zur  Auflösung  der  kubischen  Gleichungen 
noch  einige  andere  bemerkenswerthe  Formen  geben.     Es  ist  näm- 
lich zunächst 

f{aj  y)  =  {aa~  +  2hay  +  cy^)a  +  (ha^  +  2cay  +  dy^)yj 

und  wegen  der  ersten  Gleichung  in  III.  ist  weiter 

=  -  "^-^^  (ft„2  +  2cay  +  fZ/) 

=  "-^^  [(««  +  br)a  +  {bcc  +  cy)y\ 

=  _  "Ar^L  [(5^  +  cy)a  +  {ca  +  äy)y'\ . 

Nimmt  man  nun  noch  die  Gleichungen  V.,  nämlich 

(a«  +  67)/3  +  (6a  +  cy)d  =  0, 
und 

(&«  +  cy)ß  +  {ca  -{-  dy)  8  =  0, 

zu  Hülfe,   so   erhält  man  für  /'(«,  y)  und  in  ähnlicher  Weise  für 
f{ßy'd)  folgende  Ausdrücke: 

Durch  Einführung  dieser  Werthe  verwandelt  sich  die  Formel 
XVm.  in 


XX.     - 


^  pa{cß  +  dd)  -  y^ßica  +  dy) 


y  |/y(a^  +  1)8)  -  |/d(aa  +  hy) 
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Nun  ist  aber  weiter  nach  den  Formeln  XIL: 

a(cß-\-dd)==  —  2{Ä  +  2B  +  C){2cC—2dB^dVl),) 

=  -2(Ä-{-  2B  +  C)  {2c'  —  Ucd  +  ad'  =j=  d  VT^  ; 

ß{ca+  dy)  =  —  2(^1  +  2jB  +  C)  {2cC  —  2dB  ±dVDs) 

=  -2{Ä  +  2B  +  C)  (2c'^  —  Ucd  +  acF  ±  d  V%^  ; 

y{aß  +  hd)  =  —2(Ä  +  2B  +  C)  {2hÄ  —  2aB ±a'V'^^ 

=  -2{A+  2B  +  G)  {2¥  -  3ahc  +  aH  ±  aV^^  ; 

d{aa  +  hy)  =  -2{A-^2B  +  C)  [2h A  ~  2aB  ^^  aV3^ 

=  —2{A-\'2B  +  C)  {2h''  —  3ahc  +  ahl  +  a  Vd^)  . 

In  diesen  Ausdrücken  treten  die  Variante   V^  und  die  Retro- 
väriante  Fs,  3  auf,  und  in  Folge  dieser  Gleichungen  ist 

1  1 

XXI  {r,^,  +  dV]X)' -ir's.s-dV^)' 

■'    y      ,  '     L  i    ' 

Wenn  man  in  XVIII.  die   ersten  Ausdrücke  für  ficcy  y)  und 
f{ß,  ö)  einsetzt,  so  erhält  man: 


XXII.     --  = 


3 


oder 


X  h     , 

y  a  ~^  a 


,  («7+0(4+0''-H+*)H+^) 


Nun  ist 


folglich 
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X ^    _!_ 

y  a  fi.  1  1 


(«i+^y-(«7+^) 


h  +  Ä^{af+iy+A^{a{  +  hy 


Setzt  man   hierin  die  Werthe  von  u  :  y  und  ß  :  8  ein,  so  re- 

sultirt 

XXIII.  f=-i[^'+F'in+iay5:+-|7iF,-iayl].- 

E  Diese    Formel,     aus    welcher    die    Cardani'sche     hervorgeht, 

wenn  a=l,  &  =  0,  c=— ^,   d  =  q   gesetzt   wird,    steht    gegen 

ö 

die  unter  XVIII.,  XIX.  und  XXI.  angegebenen  dadurch  zurück, 
dass  sie  die  Coefficienten  a  und  (7,  h  und  c  nicht  symmetrisch 
enthält.  Ihr  entspricht  eine  andere,  welche  in  derselben  Weise 
aus  XXIII.  abgeleitet  werden  kann,  nämlich 


§  181.     Ueber  den  Zusammenhang  der  vorangehenden  Methode  mit 
der  von  Bretschneider  erfundenen*). 

Die  Methode  von  Heilermann  hängt  im  Princip  mit  der 
zuerst  von  Bretschneider  angegebenen  Methode  zusammen.  Das 
Princip  der  Substitution  rührt  ursprünglich  von  Bezout  her,  welches 
darin  besteht,  dass  man  setzt 

X  =  -z —    oder    x  «= —  , 

und  hierauf  lässt  sich  auch  die  Substitution  der  beiden  Functionen 

X  =  a^  +  ßrj,      y  =  y^-\-drj 
reduciren.    Um  den  Zusammenhang  dieser  Methoden  ins  Klare  zu 
stellen,  transformiren  wir  die  Deductionen  des  vorangehenden  Para- 
graphen in  den  wesentlichsten  Puncten  auf  die  einfachere  Form 
f{x)  =  x^  -{-  ax^  -{-hx  -^  c  =  0 . 


0  Man  vergl.  §  103,  §  152,  §  161  und  §  162. 
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Die  beiden  Substitutionen  lassen  sich  vereinigen  zu 


^  - 

y^  +  ^Tj 

Vi 
Sr, 

+  1 

Setzt  man 

weiter 

.-u,     f^ 

Ci 

=  ^2, 

SO 

resultirt 

X  = 

"'-'^"   und 

X  - 

-  ^1 

=  W. 

1    W  ÄJ  02 

Substituirt    man    diesen    Ausdruck    für   x  in   /Tjr),    so    erhält 
man  die  nach  Potenzen  von  tt  geordnete  Gleichung 

+  [(ßz^^  +  2a0,  +  h)0,  +  {a0,'  +  2h0,  +  3c)]u-f{0,). 

Setzt  man  die  Coefficienten  der  beiden  mittleren  Glieder  gleich 
Null,   so   erhält  man  für  0^   und    ^2    ^i^  Bestimmungsgleichungen 
(3^/  +  2a0,  +  b)0,  +  {a0,^  +  2h0,  +  3c)  =  0, 
(3^/  +  2a0,  +  &>2  +  («^1'  +  2&^i  +  3c)  =  0 . 

Eliminirt  man  die  ersten  und  letzten  Glieder,  so   ergibt  sicli 

a0^0^{0,  -  0^)  +  h(0i  +  ^2) (^1  -  ^2)  +  3cfe  —  ^2)  =  0, 
und 

3^1  ^2  (^1  -  ^2)  +  ö^  (^1  +  ^2)  fe  —  ^2)  +  ^(^1  -  ^2)  =  0 . 

Dividirt  man  diese   Gleichungen   durch  0^  —  02,   so  reduciren 
sie  sich  auf  die  Resolventen  von  Bretschneider,  nämlich 

a0,0^  +  H^i  +  ^2)  +  3c  =  0, 

S0,02+a{0,  +  0,)  +  h=^O, 

so  dass  0^  und  ^2  <^i6  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

{a^  ~  3&)/  +  (ah  -  9c)0  +  (b^  -  3ac)  =  0 
sein  müssen.    Indem  Heilermann  diese  kurz  mit 

Ä0^  +  B0  +  C=O 
bezeichnet,  bildet  er  daraus  die  bekannte  V\^urzelform,  die  wir  in 
§  104  discutirt  haben,  nämlich 

,  2C-\-  B  +y3D, 

0.  und  0..  = ' ^— _'L_^ 

worin 
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D^  =  1  (ah  -  ^cY  -  I  {a'  -  3h)(h'  -  3«c), 

also  die  Discriminante  von  f(x)  bedeutet. 
Die  reducirte  kubische  Function  ist  nun 

Da  ferner 

ist^  so  geht  die  Function  f{x)  über  in 

Dieselbe  ist  dargestellt    als   die   Differenz  zweier  Kuben  und 
lässt  sich  deshalb  in  drei  lineare  Factoren  zerlegen,  nämlich 

L-2  ~1  -^2  ''l 

Hieraus  ergibt    sich   nun    ohne   Weiteres    die    Auflösung  der 
iubischen  Gleichung 

f(x)  =  x"^  ~\-  ax^  -\-  hx  -\-  c  =  0 . 
l^  ist 

3/^ r  3 


yt\^^)-h  yi  yn^,) 


\^f{h)  -  >/i  yy(^2) 


Dieses  ist  die  zuerst  von  Heilermann  angegebene  Wurzel- 
orm;  wir  haben  sie  bereits  in  §  161  durch  die  Methode  der  falschen 
ubstitution  hergeleitet. 

Im  Folgenden  leitet  Heilermann  noch  eine  andere  neue 
V^urzelform  der  kubischen  Gleichungen  ab.    Es  ist 

fiz,)  =  I  (3^/  +  2az,  +  b)i,  +  I  («^/  +  2hz,  +  3c) , 
nd  wegen  der  ersten  Bestimmungsgleichung  für  s^  und  z^ 

I  (3^/  +  2az,  +  h)z,  + 1  iag-"  +  2hz,  +  3c)  =  0, 
)lglich 
(%)  =  ^fe  -  ^,)(3r,='+ 2a„^,+  6)=  -  "^  («^^^  +  26^,  +  3c) , 

Mattliioasen,  Grundzüge  d.  ant.  u,  mnd.  Algebra.  32 
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oder 

^fe)  -  Y  (-^  -  ^i)  K3^2  +  «)^i  +  («^2  +  ^J] 


"'^-^'^[(a^,  +  Z>)0,  +  (H  +  3c)] 


Zieht  man  noch  die  früheren  Bestimmungsgleichungen 

as^z,  +  h{0,  +  .?.,)  +  3^  =  0  , 
3.^,^2 +«^(^i  +  ^.)  +  ?>    =0 
zu  Hülfe,  indem  man  ihnen  die  Form 

gibt,  so  erhält  man  für  /"(-^g)  ^^^  entsprechend  auch  für  /'(^i)  die 
folgenden  Ausdrücke 

fe)_,,,^.,)-(.,+:.)--".-^(i.^+i'.) 

Durch   Einführung   dieser  Werthe   gelangt  man  zu  der  neuei^ 
Wurzelform  I 


3,-3 


0?  = 


Yz, {bz,-\-sc)- y  lyz.ibz,  +3c) 


3 


ysz.  +  a-yiYsz,  H- 

■      Durch  Einsetzung  der   Werthe  von   ^^  und   z^  leitet  Heileri 
mann  hieraus  weiter  ab  die  exacte  Wurzelform 

y'_l(2a^_9a&+27c)-|l/3Ä  -  |/ -  |  (2«=' -  9«fe  +  27c) +|y 

und  dies  ist  die  verallgemeinerte  Cardani'sche  Formel  in  symmetri 
schem  Gewände. 

Setzt  man  nun  in  die  allgemeine  Wurzelform 

3  / 3  . 


X 
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die  ersten  Werthe  von  fiz^  und  f{z.^  ein,  so  erhält  man  die  erste 
Wurzelform  von  Bretschneider,  nämlich 

3/ 


•Daraus  ergibt  sich  durch  eine  einfache  Transformation 

1  (3£rt  +  g)  >^3^,  +  a  -  (3^^  +  «)  W'^^x  +  «) 

^  —  —  I^'  i  3.  3/- 

y3z.,-j-a-y3z,  +a 

und  unter  Berücksichtigung  des  Umstandes,  dass 

{?>0,  +  ö)(3^%  +  ff)  ==  «2  _  3  j 

ist,  findet  man 


I      '^— ~3^~3^^  —^^3;  3. 

1/(3^,  +  «)  -y(3^r, +«) 

^       Setzt  man  noch  die  Werthe  von  z^  und  z^  ein,  so  erhält  man 
die  verallgemeinerte  Cardani^sche  Formel 

x==-\\a-  y-^(2a'  -  9ah  +  27c)  -  f  ^^A 
)der  auch 

+  ]/'-  I  (26'  -  9a6c  +  27 c^  +  -Vsä]  • 

Es  ist  nicht  zu  läugnen,  dass  durch  die  Arbeit  von  Heil  ermann 
Qehrere  neue  Gesichtspuncte  für  die  Auflösung  der  kubischen 
i'ormen  gewonnen  sind,  welche  uns  eine  Aussicht  auf  andere 
Vurzelformen  eröffnen. 

Nach  unsern  Deductionen   in  §  162  finden  wir  nunmehr  fol- 

I~  ende  Ausdrücke  für  die  Functionen  f(z^)  und  fiz.^) : 
32* 
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—  0,^^,'^  V3  ^ -'  ^  ''^^ ;       ^1  h  (^1  +  ^2)  \3    '       V 

Aus  diesen  sieben  Formen  lassen  sich  offenbar  so  viele  ver- 
schiedene Wurzelformen  der  kubischen  Gleichung  f{x)  =  0  her- 
leiten, als  die  Anzahl  der  Variationen  von  sieben  Elementen  mit 
Wiederholungen  beträgt,  nämlich  49. 

Variationen  mit  V^iederholungen  derselben  Form  sind 

3   . 3,—  3/ *) 

^^  y^^3  J^az,'  -\-b2,  +  c-  z,y  lYz.,'  -{-az,^-{-bz,  +c       ^ 
OC  =  ^  ^  — :        3/—  3/ 

Yz,^  +  az,^  +  5^1  +  c  - y  1  yz,'  +  «^2'  +  &^2  4-  c 

3/ = 3/— 3/ 

5^3^,  -{-a  —  z,yiysz,  -i-a 
y3z,-^a-VlV3z,-\-a 

3,-— 3/—  3/ 

i/3^,2-  &-y  1 1/3^2' -^ 

3 3.-  3/-^ 

3 3.-3/ 

y^,«  +  c-y  ly  ^2'  +  ^ 
—  ^o  y^X^^f^+^A^  -  ^1  y  1  y  ^2  (^  ^2  +  ?^) 

•v^"^  («07+  &)  -  y  1  y  -^2  («^2 + &) 
_  ^jjTc&^T+jc)  -  0,  y  1  y^2'(^^2  +  3c) 
>/v(&^i^^^)  -  >^"i  y^2'(&^2 + 3c) 

__  Z,  l/z,  (aj^^-_3_c)_-^i_y  ij^ai^fi" JIL?f )  . 
Vz\'(az,'^ -'s^)  -  y  1  y22 («^2 '  -  3 c) 
*)lian^vergl.  Spitz,  Zur  Aufl.  der  kubischen  Gleichungen.  Grün.  Avch 
XXXII.  S.  435,  1859;  ferner  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  XV.  S.  45.  1870;  un(^ 
Schlüssel  zu  Heis'  Aufgaben samml.  Bd.  IL  §  95b.  Nr.  31.  II.  1878. 
**)     Die  algebraischen  Methoden  etc.  S.  25.  Leipzig  186G. 


,—  3  ,-- **) 
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Setzt  mau  zwei  verschiedene  Ausdrücke  für  f{ß^  und  f{2^  in 
die  allgemeine  Wurzelform 

•^  3  < 3  ,—  3, 

Vf{z,)-V  \Vf{z,) 

in  Dividenden  und  Divisor  ein,  so  erhält  man  die  Variationen  ohne 
Wiederholungen,  wobei  die  Anzahl  der  Formen  sich  noch  dadurch 
vermehren  lässt,  dass  man  die  Ausdrücke  einer  der  beiden  Functionen 
f{2^  oder  f{z.^  in  Dividenden  und  Divisor  mit  einander  vertauscht. 
Wir  setzen  einige  dieser  gemischten  symmetrischen  Wurzel- 
formen her: 

3, ■ —  3/  -  3 


_  n/r^LT      ^.y3^,  -^a-z,  V  1~  y  3  z,  + 

—  K^i  -r  ^2  •      3, — 3>-  3- =r 

ysz,^  —h-yi  ysz.i  -h 


3,-3 


3  /—  3, 


l/^^aC^-^i  +  3c)  —  y  1  y^,  (6^",  +  3c)    ^ 

yss^  -\-  a  —  yiysz.,  -i-  a 


1      ,  y  ^,^(«2^^  ^-  3c)  -  y  1  y  ^,  -^(g^,--^-  3c) 

Q       Q      Q      q      

i/^1  +  z,       ysz,  -^a-yiysz.-^a 


yz,\az^'  —  3c)-yi  yz.^jaz, ''-3c) 

o    q     Q     

Vsz^^-b  -  y  1  Vsz^^  -  h 

'^T,      z.,  iaz^-  '^c-\-j,VT  Ysz./  - 

Vaz.,^  —  3c  +  y  3.^1^  —  bz^ 
u.  s.  w.    u.  s.  w 


Vi 


Man  ersieht  aus  diesen  wenigen  Beispielen,  dass  sich  kaum 
eine  grössere  Mannigfaltigkeit  der  Wurzelformen  denken  lässt,  als 
wie  sie  uns  bei  der  Auflösung  der  kubischen  Gleichungen  dar- 
geboten werden. 


Diese  Wm'zelform  ist  eine  von  Heil  ermann  angegebene. 
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§  182.    Analytisch -geometrische  Discussion  des  Bezout'schen 
Princips  von  Spitz.*) 

Es  seien 

die  Gleicliungen  zweier  Kegelschnitte,  so  reducirt  sich  die  Auffindung 
ihrer  vier  Durchschnittspuncte  auf  die  Auflösung  einer  kubischen 
Gleichung.  Da  es  aber  gestattet  sein  wird,  zwei  beliebige  Kegel- 
schnitte der  Schaar 

zu  wählen,  welche  jene  vier  Durchschnittspuncte  gemeinschaftlich 
haben,  so  liegt  die  Frage  nahe,  ob  sich  dieselben  nicht  so  be- 
stimmen lassen,  dass  jene  kubische  Gleichung  in  x  eine  rein 
kubische  werde. 

Die  den  zwei  Kegelschnitten  F  =  0  und  f  =  0  entsprechende 
Gleichung  in  x  sei 

x^  -\-  ax^  -\-  bx  +  c  =  0  , 
wo  a,  &,  c  bestimmbare  Functionen   der   Constanteu  jener    beiden 
Kegelschnitte  sind. 

Es  seien  nun 

F+ z,f=0  vindi  F-\- s.,f=0 
die  Gleichungen  zweier  anderer  Kegelschnitte   der  Schaar  und  die 
Werthe  von  x,  welche  eben  diesen  Kegelschnitten  zukommen,  durch 
M  bezeichnet,  so  ist  zunächst  ii  so  zu  bestimmen,  dass 

das  System  zweier  Geraden  darstellt.  Diese  Gleichung  lässt  sich 
auch  schreiben 

'     1  +  ^^ 
und  da 

F-\-xJ=0 

das  System  zweier  Geraden  ist,  so  muss  offenbar 

sein.     Demnach  wird  die   Gleichung  in  u  erhalten,  wenn  man  in 


*)  GruD.  Arch.  XXXII.  485.  1859. 


§  183.    Methode  von  Blerzy.  503 

die  Gleichung  [x^]  =  0  den  vorstehenden  Werth  von  x  einführt, 
die  Brüche  fortschafft  und  nach  u  ordnet.  Dies  gibt  die  Resol- 
vente II: 

(rt^  -  U)2''  +  (ah  -  9c) z  +  (7r'  -  3«c-)  =  0  , 
wenn  die  Gleichung  in  u  sich  reduciren  soll  auf 
iki^  —    *      ' ^      ' ^    ' , 

Spitz    fügt   folgendes   Zahlenbeispiel    hinzu.     Aufzulösen    die 
Gleichung 

rr^  —  3:r-  +  6:r  —  8  =  0  . 
Man  findet  daraus  die  Resolvente 

^2  —  6^  +  4  =  0;     <^i  und  ^.  =  3  +  y^  . 
Ferner  ist 

^    _40-f  201/5  ^      ' 

woraus  sich  der  Wurzelwerth  x^  =  2  ergibt 

§  183.    Methode  der  Introduction  der  Invarianten  in  die  Wurzel- 
form  der  kubischen  Gleichung  von  Blerzy*). 

Gegeben  sei  die  Gleichung 

Die  Gleichung  wird  zunächst  in    eine  andere  verwandelt,  in 
welcher  das  zweite  Glied  fehlt.     Nach  der  Formel  in  §  17  ist 

a—^f{x)  =  (ax  +  ?0"  +  (2)  («^  -  ^')(«^  +  ^)"~' 

+  (3)  ^^'^^  ~  ^^^^  +  22>')(«^  +  ^)"-' 

\d'hd  +  ^ahH—%h^){ax^})f-^ 


■^Q^' 


+ 

Gemäss   den  für  die   Varianten  und  Invarianten  eingeführten 
Bezeichnungen  ist  (§  53) 
ac  —  /y-  =  —  r^  ==  J^  2 , 

aH  -  3ahc  +  2b'  =  V,  =  Va'D,  -  4.JI  2  ==  Vafj^,^  -  AJl^ , 
a^e  —  Aorhd  +  Qa¥c  -  36^  =  —  F^  =  «^4, 2  —  3  J|.  2 . 

*)  Blerzy,  Invariants.     Nouv.  Ann.  de  Mathem.  XVIIT.  p,  429.  1859. 
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Es  ist  demnach 

a-{ax^  +  ?>hx^  -\-  ?»cx  -\-  d) 


=={ax  +  hf-\-  3/2,2  (ax  +  h)  ±ya'J3,^  —  4J|,,  . 

Das  doppelte  Vorzeichen  des  Radicals  ist  ohne  Bedeutung,  da 
es  in  der  Wurzelform  zum  Quadrat  erhoben  wird. 

Es  ist  nun  nach  der  Auflösungsmethode  von  Vieta 

if  -^py  -\-  q  =  0  , 
und 

In  dem  vergelegten  Falle  ist  deshalb  die  Resolvente 

folglich  ist  * 

-|V-]/a^/3,-4/|^,+  «l/^ 
ax  -\-  h  =  V ^ 


,     l7--|/^^V3,4--  4^1,2    -«]/'^8,4 


Geht  man  aus  von  der  Methode  von  Lagrange,  die  Car- 
dani'sche  Formel  zu  verallgemeinern  (§  144),  und  ersetzt  die 
Gleichung 

,/  +  ly  +  Qy  +  i^  =  0 

durch  das  System 

y==l{- P  +  ^1  +  ^2): 

^6  _|_  (2P3  _  dPQ  +  21J{)^  +  (P^  —  3(Jf  =  0 , 
so  erhält  man  analog  für  die  vorgelegte  Gleichung 

ax^  +  3bx'^  -{-  Sex  -]-  d  =  0 
die  Resolvente 


a's'  ±  2iya'Js,i  -  4/1,2  •  a^^'  —  27V^\,  =  0, 
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und 


27  ~  2 

Man  gelangt  auf  diesem  Wege  also  zu  derselben  Wurzelform. 

§  184.    Methode  von  Tortolini"-^). 
Die  vorgelegte  Gleichung  sei 

ax^  +,  3hx-  +  3cx  +  d  =  0  . 
Man  substituire 

tvx'-  +  vx  +  ?(  —  ?/  =  0  . 
Man  ,kann  nun  mit  Anwendung  der  Methode  des  grössten  ge- 
meinschaftlichen Theilers  aus  diesen  beiden  Gleichungen  eine  neue 
kubische   Gleichung  in  y  bilden,   welche  durch  eine  passende  Be- 
stimmung   der    drei  unbestimmten   Coefficienten  Wy  v  und   u  auf- 
lösbar wird.    Dadurch  wird  auch  x  aus  der  quadratischen  Gleichung 
(oder  aus  dem  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler)  bestimmbar. 
Sind  irgend  zwei  Gleichungen  von  der  Form 
Ax'  +  Bx'  +Cx  +  B  =0, 
A'x^  +  B'x-  +  C'x  +  D'  =  0 , 
gegeben,  so  ist  die  Resultante 

L^  +  3im  —  {HN  +  2 KL)  U  +  {K'H  —  31 XH  +  L'N)  =  0  , 
worin 

Ü==Ä'D-ÄD\    H=A'B  —  AB' ,    K=BB-BB% 
L  =  A'C  -AC ,     3I=B'C  -BC,    N=C'B  -CB\ 

Für    die  beiden  gegebenen   Gleichungen  ist  A  =  a  ,   A'  =  0 
und   U  =  —  aB'  =  a{y  —  ?/) ;  folglich 

a^iy  _  i{f  _j_  ^lahv  —  (ßh'  —  2ac)w]{y  -  uf 

+  3[acv^  —  (Uc  ~  ad)vw  +  (Sc^  —  2M)ivm^j  —  u) 
-h  d^av^  —  Uv^w  +  ?>cviv-  —  dw^]  =  0, 

und  wenn  man  nach  Potenzen  von  y  ordnet, 

WO  F,   Q  und  B  beziehungsweise  Functionen  ersten,   zweiten  und 
dritten  Grades  von  iv ,  v  und  u  sind. 

Nimmt  man   dm  P  =  Q  =  0 ,   so   hat  man  zwei  Gleichungen 

*")  Ann.  di  matem.  I.  p.  310.   Roma  1858.     Man  vergl.  auch  §  172  oben. 
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Addirt  man  dieselben,  so  entsteht 

Subtrahirt  man  und  setzt  J.^=  G^^,  so  resultirt  wieder  die  zweite 
Gleichung. 

Es  sind  nun  ^^  und  z^  die  Wurzeln  der  Resolvente 

{ac  —  &'^)  z^  +  {ad  —  hc)  z  +  (hd  —  c^)  =  0  , 
oder  kurz 

v,z'  +  2i\0+r,_.s  =  o. 

Dieselbe  lässt  sich  auch  in  Determinantenform  so  schreiben: 


+    az  -{-  h,     hg  -\-  c 
hz  -\-  c  j     cz  -\-  d 
Die  Wurzelwerthe  von  z  lassen   sich  nun  darstellen   in  folgender 
Symmetrie : 


=  0. 
+ 


-Vy^-y',,^TVu,^yv,.v'^^^ 


V'y2-vu±yu,+yv,.v',^, 

Da  nun  auch  die  Wurzelform 

^  _  z,w^-zrv  _  z,  Vf{z,)  -  z,  Vfjz,) 

Vf{h)-yf{h) 

symmetrisch  ist,   so   wird  durch  die  Substitution  der  Werthe  von 
Zi  und  Z2  die  Symmetrie  auch  nicht  gestört. 

Wir  haben  hier  diese  Symmetrien  ausführlicher  entwickelt, 
da  einige  Auflösungsmethoden  der  biquadratischen  Gleichungen 
ebenfalls  interessante  Homologien  darbieten. 

§  186.    Methode  der  Introduction  der  kubischen  Co  Variante.  —  Die 
allgemeine  Wurzelform. 

Wir  haben  in  §  155  eine  Methode  entwickelt,  welche  dadurch 
merkwürdig  ist,  dass  die  beiden  Covarianten  der  kubischen  Function 
f{z)  als  Coefficienten  der  transformirten  Gleichung  auftreten.  Wir 
wollen  dieselbe  hier  auch  noch  auf  die  Cayley'sche  Form  des 
Polynoms  f{x)  übertragen. 

Gegeben  sei  also 

f{x)  =  ax""  +  Ux'  +  3cx  +  ^?  =  0. 

Man  substituire 

{az  -\-h)u—  C'^{z) 


ax  = 


u-\-\-f{^) 
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oder 

1  r(^).u-6(7^2(^) 

ax  =  -~ . 

wo  f(z)  und/*"(^)  die  beiden  Derivirten  von /'(^) ,  O's,  2  (-2^)  die  erste 
Derivirte  der  quadratischen  Covariaute  von  f{z)  bezeichnet,  5  aber 
eine  ganz  willkürliche  Grösse  ist. 

Entwickelt  man   die    transformirte   Gleichung   nach  Potenzen 
von  II  j  so  erhält  man 

wo 

Cs.sC^i  =  (ac  -  h')2'-  +  {ad  -  hc)B  +  {hd  —  C-), 
C3,3(^)  =  {2b'  -  ^ahc  +  aH)z'  +  ^{Wc  +  ahd  —  2ac^)z^ 
—  3(6c-  +  acd  —  2h-'d)z  -  {2c'  —  ?jhcd  +  ad~) 

zu   setzen  ist.    Die  Gleichung  in  u  kann   nach  der  Cardani'schen 

Formel  aufgelöst  werden;  sie  gibt 

«  =  l/|  C\ ,  (>)  +  |-  Vcl  3  (^)  +  4Cl ,  (7) 

+  yi  C,. 3 („')  -  \-  Vcl,{£)  +  4Cl,{z) . 
Nun  ist 

folglich 

o o  " 

n = y  I C3. 3  (V)  +  {^  f(z)  v%  +  ]/|c3.3(^)-|  m  Vb,  . 

Setzt  man  diesen  Werth  in  die  Substituirte  ein,  so  erhält  man  die 
allgemeine  Wurzelform,  in  welcher  z  willkürlich  bleibt. 
Nimmt  man  in  einem  speciellen  Falle  an 

O3, 2  (^)  =  0 ,     (Resolvente  II  y) 
so  wird 

C3, 2  («)  =  VbI,   «  ==  yT  ■  y^s  (z)  =  vT }/ /-c^)  yjy;, 

folglich 


ax 


{az  +  «>)  y  1  Vm  Va  -  y^ 


■/i  v^A^j/Ä  +  lrc^) 


8.-3. 


Vit,  K  ^m?^  +  '>^,  2  m 
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Addirt  man  dieselben,  so  entsteht 

Subtrahirt  man  und  setzt  ÄH  =  G^ ,  so  resultirt  wieder  die  zweite 
Gleichung. 

Es  sind  nun  s!^  und  0^  ^i®  Wurzeln  der  Resolvente 

(ac  —  W)  z'  +  {ad  —  hc)  z -\-  {hd  —  c")  =  0  , 
oder  kurz 

V,z'  +  2L\z+r,^s  =  0. 

Dieselbe  lässt  sich  auch  in  Determinantenform  so  schreiben: 
-{-\  az  -{-  h,     hz  -\-  c 
^  hz  -\-  c  ,     cz  -\-  d 
Die  Wurzelwerthe  von  z  lassen   sich  nun  darstellen   in  folgender 
Symmetrie : 


=  0. 
+ 


ihV^ 


Da  nun  auch  die  Wurzelform 

3   3    

_  z,w  —  srf^  _  z,  Vf{z,)  -  z^  Vfiz,) 

symmetrisch  ist,   so   wird   durch  die  Substitution  der  Werthe  von 
z^  und  ;^2  di^  Symmetrie  auch  nicht  gestört. 

Wir  haben  hier  diese  Symmetrien  ausführlicher  entwickelt, 
da  einige  Auflösungsmethoden  der  biquadratischen  Gleichungen 
ebenfalls  interessante  Homologien  darbieten. 

§  186.    Methode  der  Introduction  der  kubischen  Co  Variante.  —  Die 
allgemeine  Wurzelform. 

Wir  haben  in  §  155  eine  Methode  entwickelt,  welche  dadurch 
merkwürdig  ist,  dass  die  beiden  Covarianten  der  kubischen  Function 
f(z)  als  Coefficienten  der  transformirten  Gleichung  auftreten.  Wir 
wollen  dieselbe  hier  auch  noch  auf  die  Cayley'sche  Form  des 
Polynoms  fix)  übertragen. 

Gegeben  sei  also 

f{x)  =  ax'  +  dhx'  +  3cx-\-  d  =  0. 

Man  substituire 

{az  -\-b)u  —  C'      (^) 


ax  = 


u  +  ~riz) 
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oder 

ax  =  —  - 

wo  f{z)  undif'iß)  die  beiden  Derivirten  von /'(5'),  O's, 2(^)  die  erste 
Derivirte  der  quadratischen  Covariante  von  f{z)  bezeichnet,  B  aber 
eine  ganz  willkürliche  Grösse  ist. 

Entwickelt  man  die    transformirte   Gleichung   nach  Potenzen 
von  Uy  so  erhält  man 

wo 

O3.  .{z)  =  (ac  -  h')2-  +  {ad  -  hc)z  +  (hd  —  c-), 
Cs,sU)  ==  (21)^  -  ^ahc  +  aH)z^  +  ^{h^c  +  ahd  —  2ae')z^ 
—  3(fec-  +  acd  —  21j'd)z  —  (2c^  —  ?jhcd  +  ad-) 

zu   setzen  ist.    Die  Gleichung  in  u  kann   nach  der  Cardani'schen 

Formel  aufgelöst  werden;  sie  gibt 

«  =  |/~  a, :,  (Z)  +  4-  l^Cl,  3  {Z)  +  4Cl  2(i) 
+  y  I  C,,  3  (/)  -   y  >^C^,3(^)  +  4C3%(^)  . 

Nuu  ist 
folglich 


«  =  j/l  0,,  3  (_-)  +  -^-  f{z)  Vd,  +  ]/|c3,3(-')-|-  /-c^)  Vd,  . 

Setzt  man  diesen  Werth  in  die  Substituirte  ein,  so  erhält  man  die 
allgemeine  Wurzelform,  in  welcher  z  willkürlich  bleibt. 
Nimmt  man  in  einem  speciellen  Falle  an 

O3, 2  (^)  =  0 ,     (Resolvente  II  y) 
so  wird 

ci ,  {£) = YW„  t. = yT  ■  Vc^z  (^)  =  K  ym  y%, 

folglicli 

ti  Jü    o 


ViymVD,  +  ^riz) 


>>  Q  3    1 

VThYiymVn;  +  j..m 
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wo  an  die  Stelle  von  z  einer  der  beiden  Wurzelwerthe  der  Resolvente 
einzusetzen  ist. 

§  187.    Methode  mittels  Integration  der  Differenzialgleicliung  der 

Function  f{x). 

Charakteristisch  für  diese  Methode  ist  der  Umstand,  dass  in  ihr 
keine  Resolvente  zur  Anwendung  kommt.  In  §  142,  IV.  haben  wir 
zwischen  der  Function 

fix)  ==  ax^  -[-  ?)hx^  -^-^cx  -\-  d 
und  ihrer  Derivirten 

f(x)  =  '^{ax'-\-2})x-\-c) 
folgende  Relation  aufgestellt: 

27  {a'Pix)  -  2  VJ{x)  +  Ä)  =  «/'(«)  -  9  n/-^(^) . 
Ist  f(x)  =  0 ,  so  wird 

ap(x)  —  9  F^r  (^)  =  27^3 , 
oder  wenn  man  der  vorgelegten  Gleichung  die  Form 

gibt,  so  erhält  man 


dx 
und 


^^       -  ?>{ax^  +  2&it;  +  c)  =  -  fix), 


\aiax^  +  2&;r  +  c)  -  3(6^  —  ac)'\  i^'A   =9D^. 

Zieht. man  auf  beiden  Seiten  die  Quadratwurzel  aus,  so  erhält  man 
durch  Transposition 

dx  dd 


ya{ax''  +  Ux  +  c)  —  3(&'-ä  —  ac)  3  y D., 

Von  dieser  Gleichung  ist  dann  das  Integral  zu  suchen. 

Setzt  man  für  die  Discriminante  ihren  Werth  ein,  also 

r  dx ^  _  r dx 

J   ya{ax^-\-2bx-{-c)—3{b^—ac)  ~~      J   3  ya''d^+2{2b^—3ahc)d+c\4ac^Sb'') 
SO  erhält  man 

^   log  nat  [2a'x  +  2 ah  +  2a  Ya^ax^  +  2hx  +  c)  —  S^U'  —  ac)] 


=  —  :^  lo<>;  nat 

3  a       " 


'2{a'd  -  ^ahc  +  2J>')  +  2a  Yb^  +  C, 


§  187.     Methode  der  Integration.  .  511 

Die  Constante  C  wird  bestimmt  durch  die  Erwägung^  dass  x 
und  d  zugleich  verschwinden  müssen.    Deshalb  ist  auch 

1  log  nat  \2ah  +  2a  ")/4äc~— TP] 
^~  ?7a  W^at  \W  —  Qahc  +  2ac  Y^ac  —  'dh'^l  +  C , 
folglich  nach  Weglassung  der  Logarithmensymbole 


ax  -]-h  -\-  Yttjax^'  ^- 2bx  -f  c)  —  S{b'  —  ac) 
b  +  y^ac  —  362 

l/2b'^  —  Sähe  +  ac  |/4ac  -  Sb'^ 

2b^  —  3«&c  +  a'^cl  +  l/«'I>3  ' 
oder 


ax  +  h  +  -y/a{ax?  +  2&rr  +  c)  —  3(&2  -  ac) 

''^   (2&=^  —  3abc  4-  a^cZ)  -f  Ya'Dl 
Multiplicirt  man  unter  der  Kubikwurzel  Dividend  und  Divisor  mit 

(2h'  -  3abc  +  a'd)  -  Vo^  , 
so  erhält  man 


ax  +  h  +  ya{ax^  +  2hx  +  c)  —  3(h^  -  ac) 

3 _____ 

=  ]/—  4(26^  -  3a6c  +  a^fO  +  4.Va^JD^. 

Bezeichnet  man  die  rechte  Seite  der  Kürze  wegen  mit  ti  y  1 
und  transponirt,  so  ergibt  sich 


ax  -\-  h  =  u  y  1   —  ya{ax-  -\-  2hx  -\-  c)  —  3(6^  —  ac) . 

Man    erhebe  jetzt   beiderseits  zum   Quadrat;    dies   gibt  nach  Auf- 
hebung gleicher  Glieder 


3,-2 


4(6-  -  ac)  =  tt'yi    -  2uyi  ya{ax^  +  2hx  +  c)  -  ^{¥  —  ac) 
und  wegen  der  Relation 


ya{ax'  -f  2hx  +  c)  —  3(fe'^  —  ac)  =  ?f  y  1  —  {ax  +  h), 

4(6^  -  ac)  =  2u}/l(ax  +  h)  -  u'  y^l' , 
oder 

ax+h  =  --ny\  +2yi    — 3--. 
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Setzt  man  für  u  wieder  seinen  früheren  Werth  ein,  so  erhält  man 


X  =  — 


§  188.    Methode  von  Cayley  und  Clebsch*). 

Die  hier  folgende  Auflösung  der  Gleichungen  dritten  Grades 
ist  zuerst  in  den  wesentlichsten  Punkten  von  Cayley  gegeben 
worden.  Es  wird  sich  aber  empfehlen,  zunächst  der  Darstellung 
von  C leb  seh  zu  folgen  und  in  seine  Formeln  die  von  uns  ange- 
nommenen Bezeichnungen  einzuführen.  Clebsch  geht  aus  von  der 
Form 


2(^Q'+  }iir) 


Nach  der  von  uns  in  §  143,  7.  eingeführten  Bezeichnungsweise  ist 

wo  Cs,  2  die  quadratische  Covariante  von  f(x)  oder  /',  O3, 3  die 
kubische  und  D3  die  Discriminante  bedeutet.  Die  rechte  Seite 
kann  in  zwei  Factoren  zerlegt  werden,  also  ist 

01,2  =  --  ^fVs:,  +  Cs, 3]  [-  fVjD,  +  6-3, 3"  • 

Auf  der  linken  Seite  steht  der  Kubus  einer  Form  zweiten  Grades, 
rechts  das  Product  zweier  kubischer  Formen.  Im  Allgemeinen  haben 
die  beiden  letzten  keinen  Factor  gemein;  daher  muss  jeder  der 
kubischen  Ausdrücke  rechts  an  und  für  sich  ein  vollständiger  Kubus 
sein,  d.  h.  man  muss  zwei  lineare  Factore  ^^  rj  so  bestimmen  kön- 
nen, dass 


wird.  Die  Functionen  |  und  tj  sind  hierdurch  bis  auf  die  Kubik- 
wurzeln der  Einheit  völlig  bestimmt.  V\^enn  eine  kubische  Form 
gegeben  ist,  von  der  bekannt  ist,  dass  sie  der  Kubus  einer  linearen 
Function  ist,  also 


*)  Cayley,  Fifth  memoir  upon  Quantics.     Phil.  Trans,  vol.  148.  1858. 
Clebsch,  Auflösung  der  kubischen  Gleichungen.     In  seiner:   Theorie 
der  binären  algebraischen  Formen.    §  38.     Leipzig,  1872. 
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ax^  +  ^ßx-y  +  ?>yxtf  +  öy^  =  (a^x  +  a,yf , 
so  findet  man  die  Coefficienten  der  linearen  Function^  indem  man 
beiderseits  die  Coefficienten  einander  gleich  setzt: 

«2^  =  ^  • 

Man  erhält  a^  durch  die  Kubikwurzel  aus  a,  dann  a.,  rational  durch 
diese  und  ß  ausgedrückt;  die  übrigen  Gleichungen  müssen  dann 
von  selbst  erfüllt  sein. 

Hat  man  die  beiden  linearen  Functionen  ^ ,  i]  aus  ihren 
Gleichungen  bestimmt,  so  folgt,  indem  man  Alles  durch  diese 
ausdrückt, 

Bei  der  Darstellung  von  C3, 2  ist  eine  Kubikwurzel  zu  ziehen  und 
daher  könnte  eine  dritte  Wurzel  der  Einheit  rechts  als  Factor  hin- 
zugefügt werden;  indessen  kann  man  sie  ersparen,  indem  man  die 
bei  der  Bestimmung  von  rj  auftretende  Kubikwurzel  gehörig  be- 
stimmt denkt.  Die  bei  ^  auftretende  ist  dann  noch  immer  beliebig, 
aber  sonst  ohne  Einfluss. 

Die  voranstehenden  drei  Gleichungen  in  |  und  r]  geben  nun 
sofort  die  Auflösunoj  der  kubischen  Gleichuno- 

f=^(a^h,c,d){x,yf  =  0, 

vorausgesetzt,  dass  die  Discriminante  von  Null  verschieden  ist. 
Denn  diese  Gleichung  kann  dann  ersetzt  werden  durch  die  Gleichung 

0  =  fVD,  =  (r  -  n')  =  «  -  ';)  (I  -  JiV)  il  -  J-2V)- 

Die  drei  Wurzelwerthe  von  f  =  0  findet  man  aus  den  drei  linearen 
Gleichungen 

I-    v-o, 

t-J.2>l=0, 

und  f  ist  durch  die  folgende  Identität  in  seine  drei  linearpn  Fac- 
toreu  zerlegt: 

Mattbiesseti,  Grundziige  d.  ant.  u.  mod.  Algebra.  33 
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^_1/^ 


-/-Va 


r]7^ 


fVK 


y^ 


T      ■  /        '3,  3    ~    '    •'   ^«^ 
^2 


r 


Man  sieht^  dass  die  Auflösung  der  kubischen  Gleichung  sich 
wesentlich  auf  die  Aufsuchung  der  linearen  Factoren  |  und  i]  der 
quadratischen  Form  (73,2  stützt,  oder  auf  die  Zerlegung  von  C^^ ,, 
in  seine  kubischen  Factoren,  d.  h.  auf  die  Auflösung  der  Gleichung 

Sind  die  Coefficienten  von  f  reell  und  D^  positiv,  so  sind  |  und  7] 
reell,  also  von  den  drei  linearen  Factoren  von  f  einer  reell,  die 
andern  wegen  J^  und  Jg  conjugirt  complex.  Wenn  dagegen  D.^ 
negativ  ist,  so  werden  J  und  rj  selbst  conjugirt  complex,  etwa 

i==P  +  aV^^^^     ^=jo  — g]/-  1, 

und  die  linearen  Factoren  von  f  V  D^  werden  also  die  Factoren  von 

(p + 2  y=^>  -  (p  -  2  y=^)' = 2  y^T  (3i,^2  -  2^) , 

d.  h.  abgesehen  von  dem  Factor  l/ —  1  gleich  q,  g'  +  p  V 3  , 
—  g  +  jp  ]/3 ,  folglich  reell.  Bei  reellen  Coefficienten  hat  deshalb, 
wie  wiederholt  bemerkt  worden  ist,  die  kubische  Gleichung  drei 
reelle  Wurzeln  bei  negativer  Discriminante,  nur  eine  bei  positiver. 

§  189.    Anwendung  der  typischen  Darstellungen  auf  die  Auflösung 
kubischer  Gleichungen*). 

Wenn  man  ausgeht  von  den  Substitutionen 

s-:[-(l).,.,+»(gX.,]; 

so  haben  diese  die  Eigenschaft,  die  Function  von  ihrem  zweiten  Term 
zu  befreien. 


*)  Glebsch,  Theorie  der   bin.  algebr.  Formen  §  87.     Man   vergl.    auch 
§  123  und  §  186  oben. 
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Gegeben  sei 

i  SO  ist 


Es  ist  dann 

fix,  y)  .  fHA,  ^.)  =  r  +  3C3,  .(ßu^-^W  +  C\  3  («„«,)  n' 

In  §  186  sind  wir  bereits  demselben  Ausdruck  begegnet. 
Diese  Gleichung  wird  für  f(x,  y)  =  0  : 

r  +  3C3,  2(^1,  Z,)  Irf  +  Cs,  sC^u  Z,W  =  0, 
und  kann  durch  die  Cardani^sche  Formel  gelöst  werden. 
Man  erhält  dann 

■  L  =  \/X.A+'n'-.B, 

und  durch  Einsetzen  in  die  Gleichung 

A'  +  B'  =  -C\,{ß„,.^, 
AB  =-C^,,{e„z,). 

Daher  sind  A^  und  B^  die  Wurzeln  der  Gleichung 

rf  +  C,,B{^n  ^2)V  -  Cl,{2,,  ^,)  =  0, 
^und  es  wird  sein 

^^' =  -  Y  a.  3  +  1 1^+40^, 

^Es  ist  nun  aber 
folglich  die  beiden  Relationen 

^'-\{-'C,.,  +  f{z„z;)V^^, 


nebst  der  Bedinojunof 


33  = 
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welche  die  V\^alil   der  Kubikwurzel  von  B^'  an   die  von  Ä^  knüpft^ 
gegeben;  sodann  aber  findet  man 

woraus  endlich  der  Wurzel werth  —  gefunden  wird. 

Diese  Lösung  gibt  eine  unendliche  Anzahl  gleichberechtigter 
Auflösungen,  welche  nur  durch  die  Wahl  des  willkürlichen  Para- 
meters —  von  einander  verschieden  sind. 

Eine  specielle  Darstellung  der  Auflösung  erhält  man,  indem 
man  für  die  0  eines  der  Werthepaare  ^^  und  J^  setzt,  für  welche 
C3, 2(^1?  ^2)  verschwindet.  Die  Gleichung  in  J  und  7]  verwandelt  sich 
dann  in  eine  rein  kubische  und  man  hat  daher 

Die  Lösung  der  kubischen  Gleichung  nimmt  dann  die  beiden 
Formen  an: 

1  ""  (^) .. , .,  "^  '  fcO .. . ».         f/T-  f/rr-T-— -. 

y JTy^^^ = -  y  1  y  t3,  ,{^„  0,) , 


."©.,.+'(©. 


T — "ü-i.-""" — yi/o.«,«. 

Diese  allgemeine  Wurzelform,  wie  die  in  §  186  abgeleiteten, 
bilden  ein  merkwürdiges  Analogon  zu  der  allgemeinen  Wurzelform 
der  quadratischen  Gleichungen,  welche  in  §  104  und  §  123  ge- 
geben worden  ist,  und  welche  ebenfalls  zwei  willkürliche  Grössen 
einschliesst.  Löst  man  die  erste  der  beiden  specialisirten  Gleichungen 
nach  X  :  y  auf,  so  resultirt 

wo  ^1  und  ^2  bestimmt  werden  durch 

Cs,,(0„  0,)  =  (ac  -  h')0,'  +  (ad  -  hc)0,0,  +  (hd  -  c')0,'  =  0 . 
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§  190.   Die   Auflösung   der   kubischen  Gleichungen   und   die   Aus- 
drücke, welche  dabei  auftreten,  von  Eisenstein*). 

Für  die  Auflösung  der  Gleichungen  vom  dritten  Grade  muss 
man  zwei  neue  Functionen  (p(X)  und  ^(A)  einführen,  welche  re- 
spective  durch  cp^  =  0  und  t'^  =  0  bestimmt  werden.  Die  Function 
(p(/.)  hat  für  jedes  X  zwei  Werthe  4:  ^(X),  während  die  andere 
i^(A)  drei  Werthe  annimmt,  die  sich  durch  einen  derselben  auf 
folgende  Weise  ausdrücken  lassen: 

wo  Jan  die  Stelle  von  —  [ —  1  -j-  (f  {—  3)]  gesetzt  ist. 
Bezeichnet  man  der  Kürze  halber 

n,  =  ahP  -  Sh'c'  +  4ac^  +  4:d¥  -  6ahcd, 
so  sind  die  Wurzel  werthe  der  allgemeinen  kubischen  Gleichung 
ax^  +  3hx'  +  3cx  +  d  =  0  : 
1 


X  = 


wo 


«  =  I  [-    ^3  +  «<p  (53,)]  ,        ^  =  y  [-    r,  -  a<p  (A)] 

ist   und    die    zusammengehörigen    Werthe    der    beiden   Functionen 
il'icc)  und  f(ß)  vollkommen  bestimmt  werden  durch  die  Gleichung 
^(a)  t^(/3)  =  F.  =  ¥  —  ac . 
Die  Aufgabe  nun,  eine  allgemeine  kubische  Gleichung  aufzu- 
lösen, ist  identisch  mit  derjenigen,  die  homogene  Function 

0  =  ax^  +  3hx-y  +  dcxy-  +  df 
in  ihre  drei  linearen   Factoren  zu   zerlegen.     Diese   Spaltung  kann 
man  auf  zweifache  Weise  ausführen,  je  nachdem  man  nämlich  in 
in  der  Gleichung 

0  =  0 


')  Grelle 's  Joum.  Bd.  XXVU.    S.  81  u.  319.    1844. 
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entweder  x  oder  y  als  die  Hauptunbekannte  ansieht.  Im  ersten 
Falle  findet  man,  dass  o? ^  in  das  Product  dreier  Factoren  zer- 
fällt, von  denen  jeder  die  Form 


ax-\- 


o 3 ~| 


y 


hat,  und  wo   die  W^erthe   der  Kubikwurzeln   so   zu  nehmen    sind, 
dass  ihr  Product  gleich 


F^  =  h^  —  ac 


wird.    Im   zweiten  Falle   erhält   man   die  Zerlegung  von  d^  .  O  in 
das  Product  dreier  linearer  Factoren  von  der  Form 


dy^ 


_c+')/'|  Fb+^f^VÄ  +  ]/'!  r,,^-\dyB^x, 


wo  das  Product  der  Kubikwurzeln  gleich 

sein  muss. 

Die  Ausdrücke,  welche  stets  bei  den  Discussionen  der  kubischen 
Formen  auftreten,  sind  gewisse  Functionen  der  Coefficienten  a,  h,  c,  d 
und  zwar  folgende 

A=  V2  =  h^  —  aCj 
B  =^  W2  =  J)c  —  ad, 
C=^V2,,  =  c'  -hd, 
a,  =^  F3  =  2h''  -  3ahc  +  crd, 
h^=  W^  =  h^c  +  ahd  —  2ac^, 
q  =  IF3  =  Ic^  +  acd  -  2hhl, 
d^  ===  F'3, 3  =  2c^  -  Ucd  +  ad', 
B  ==  Bs  =  {ad  —  hcf  —  4{ac  -  h')  {hd  -  c') . 
Die  drei  Formen 

0  ==  ax^  +  Sbx^y  +  3cxy'  +  dy'^ , 
0^  ==  —  a^x'  —  Z\x^y  +  ?)C^xy^  +  d^y^  =  —  €3,3 , 
F^Äx'  +  Bxy  +  Cy'  =  —  Cs,2, 
hängen  auf  das  Innigste  mit  einander  zusammen.    Wenn  man  näm- 
lich auf  alle  drei  die  linearen  Substitutionen 

X  =  Ix  +  ^y  , 

y  =  yx'  -\-Qy, 

alsQ 

_Qx-iiy  ^  ^Xy-vx 

Xq  —  (iv^  ^  Xq  —  (iv 
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anwendet  und  den  Nenner  (Modul)  Xq  —  ^v  gleich  der  Einheit 
annimmt^  so  nimmt  man  das  merkwürdige  Verhalten  wahr,  dass 
zwischen  den  Coefficienten  der  drei  neuen  Formen  ^\  O^  und 
F'  in  x' ,  y'  genau  dieselben  Relationen  stattfinden,  wie  zwischen 
denen  von  Q,  ^^  und  JP*). 

Der  Ausdruck  Dg,  welchen  man  Determinante  (Discriminante) 
von  O  nennen  kann,  ist  zugleich  Determinante  von  F.  Die  Deter- 
minante von  C^i  ist  dann  D.3^**).  Bemerkens werth  sind  die  folgen- 
den identischen  Gleichungen: 

4  K,^  =  F3^  -  a'B,,     4  V',S  =  V'^S  -  cl'B, , 

r?,.s  =  (fv,-cdw,  +  c'r2,3, 

cV..-h  W,  +  «72.3  =  dV,  -  c  TT,  +  6F'2,3  =  0, 
vl  =  2bV,-aW,, 
W,=^cV^-  a  F2,  s==2cV,-b  W.,  =  b  W\  -  2a  F;,  3; 

TTg  =  -  r/  F,  +  &  F'2, 3  =  ~  2 r? F2  +  c  W,  =  -cW,+2b  F^, 3 , 
r3.3  =  -fnF,  +  2cF'2,3. 

§191.    üeber  eine  merkwürdige  Analogie  zwischen  den  Wurzel- 
foonen  der  quadratischen  und  kubischen  Gleichungen. 

Ausser  den  bekannten  Wurzelformen 

y       "//'rö  -  V- 1  F/'(^2) 

und 

—  3 


existiren  noch  zwei  andere  der  quadratischen  und  kubischen  Gleichung, 
welche  eine  auffallende  Homologie  offenbaren. 

Wenn  man  in  §  150  ausgeht  von  der  Function 


{ci,bjCjd)  {xj'ijf  =  0 


so  erhält  man 


*)  Man  vergl.  Ueber  die  Covarianten.    §  55  oben. 
**)  Man  vergl.  §  53  oben. 


52U  Vierter  Absclmitt.     Substitutionsmethoden.    IV. 


unter  der  Bedingung 

{ac  —  l^Y  +  (^^  —  ^^)^'  +  (^^  —  c^)  =  0 . 
In  §  104  gingen  wir  aus  von  der  Form 


und  erhielten 

X 

y  ~~ 

{a,h,c^{x,iy^O 

hs-{-c-\-z]/l-]/~J^^^ 

az  +  h-yi  y-j2,2' 

wo  0  eine  willkürliche  Grösse  bezeichnet. 

Die  Wurzelform  der  kubischen  Gleichung  lässt  sich  auch  aus- 
drücken durch 

3 


unter  der  Bedingung 


{ac  —  6'0^i^  +  {ad  —  6c)^'i0,  +  {hd  —  c')^./  =  0,. 


Wurzel  nach  einer  Seite,  so  erhält  man 


Bildet   man    die   Productengleichung   und    schafft    die    Kubik- 
ich  einer  Seite,  so  erhält  ] 


1 

Demnach  haben  die  Substitutionen 


kI^^'^(I/^X,/^^ 


^  6 


_''(^^X..+KSXJ' 


die   Eigenschaft,  die  Function   von  den  beiden  mittleren  Gliedern 
zu  befreien,  für  den  Fall,  dass 

ist.    Es  ist  nämlich,  wenn 


_|_  X    IT       h 

7]  '      y  ^        ^    ^a 


gesetzt  wird, 
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f{s)ii^  +  3(73,2(^)m'  +  o{az  +  h)C,,.{^)u 
:-    +  [a{2V'  —  3ahc  +a'd)z'  +  3{¥  —  aWc  -  a^c^  +  a'hä)^' 

+  U{h-c  +  ahd  -  2ac')z  +  (hhl  -  ac')]  =  0; 
und  für  C3, 2  (^)  =  0 , 

i^(<2')  =  0  ist,  wie  §  163,  Theor.  6  gezeigt  worden'  die  kubische 
Resolvente,  welche  der  Reducente  (11)  ay^  —  ß'^d  =  0  entspricht. 
Löst  man  die  Gleichung  [|,  yjf  =  0  auf,  so  erhält  man 

folglich  ist  unter  derselben  Voraussetzung 

i/(..)  =  _  /,,,(„.  +  V)f{z)  =  -  J,.  ,  jCa,.  +  [-3-/'(^)]'}  .        . 

Mit  Berücksichtigung  der  Deductionen  in  §  189  lässt  sich 
also  die  Wurzel  der  kubischen  Gleichung 

/^ 

auf  folgende  drei  Arten  schreiben: 


KKL,-^'^^^^^^ 


3    »  P  1/  /  "i^  Y   ~     ¥    ~  S,  a\~l>~'2/ 


y 


X 


y  1  fd't 


6 


:)  :  /"(^i  ,  ^-i) 


§  192.    Methode  von  Cayley*). 
Bei  der  Analyse  der  „Cubics^^  kommen  folgende  Ausdrücke  in 


Betracht : 


*)  Cayley,  A  fifth  Memoir  upon  Quantics.    Phil.  Trans,  vol.  148.  p.  441 

London  1858. 
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f{^,  y)  ■• 


'3,3 


Y^aä  —  hc), 

a^d—dahc+2h^  ' 
-(ahcl  —  2ac^+h'c) 
-{acd  —  2}r(l  +  h(.^) 
—  (ad'-Ucd  +  2c') 


hd 


y\ 


(^,yfy 


I),,  =  a'd'  -  Qahcd  +  4ac^  +  U'd  -  3h'c'. 
Die  erste  Function  ist  die  Cubic,   die  zweite  die  quadratische 
Co  Variante   oder  die  Hesse^sche  Function,   die   dritte   die  kubische 
Co  Variante,   die  vierte  die  Discriminante.    Es  findet  zwischen  diesen 
Functionen  die  Beziehung 

statt.    Die  Hesse^sche  Function  lässt  sich  unter  der  Form 

(ax  +  'by){cx  +  dy)  —  (hx  -\-  cyY 
darstellen:  ausserdem  aber  auch  als  Determinante,  nämlich 


Cfi.  9    = 


yx 
h 


Die  kubische  Covariante  lässt  sich  schreiben  unter  der  Form 

6\ ,  =  —  [2(ac  —  W)x  +  {ad  -  hc)y](hx'  +  2cxy  +  dy') 
+  [{ad  —  hc)x  +  2{hd  —  c')y]{ax'  +  2J)xy  +  cy'), 
d.  i.  als  die  Jacobi'sche  Function  von  der  Cubic  und  der  Hesse'schen; 
ferner  unter  dej:  Form 

IKS).  -I(S).  i(f).  -&)%')'■ 

d.  i.  als  Evectante  der  Discriminante, 

Die  Discriminante  negativ  genommen,  lässt  sich  darstellen 
4{ac  -  h')  {hd  —  c')  -  {ad  -  lc)\ 
d.  i.   als   Discriminante  der  quadratischen   Covariante.    Ferner  er- 
hält man 

{a, h,  G,  d)  {hx^  +  2cxy  +  dy%  —  ax'  —  2hxy  —  cy'f  ==  —  /'.  C-s,  3 

Diese  Gleichung  drückt  aus,  dass  eine  Transmutante  der  Cubic 
gleich  dem  Producte  aus  der  Cubic  und  der  kubischen  Covariante  ist. 


16 


27  D, 
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Die  Gleichung 

drückt  aus,  dass  die  zweite  Evectante  der  Discriminante  gleich 
dem  Quadrate  der  Cubie  ist.    Endlich  die  Gleichung 

;  \ca'')'         [cachj'         [daccj'         [dacd) 

/  d'D  \     /c^nx  /  c'D  \      (y^\  I 

\dhda)'    \dh'')'  \chcc)'      \dbdd)\ 

(  c'D  \        (  c'B  \         /  c'D  \         /  c^D  \  \ 
\dcda)'     \dcch)'      \dc^)'      \cccd)\ 

\Jdd^)'     \cddh)'      \cdde)'      \ddy       ,  + 

drückt  aus,  dass  die  Determinante  gebildet  aus  den  zweiten  parti- 
ellen Ditferenzialquotienten  der  Discriminante,  das  Quadrat  der 
Discriminante  ergibt. 

Von  Interesse  sind  noch  die  Covarianten  der  zusammengesetzten 
Form  af —  /SCs, 3.    Es  sind  die  folgenden  Ausdrücke: 

quadratische  Covariante : 

6V .(«/-  ßC,  3)  =  (1,  0,  -  ^K«,  ßf  C ,  =  {a'  -  ß-'D^C^, , ; 
kubische  Covariante: 
C-6.,{af-ßC,,^) 

^  (0 , 1 A ,  0,  -  Jöf)  (cc,  ßjf-  (1, 0,  - 1  ^  ^  0)  («,  ßj  a,  3 

=^{a'-ß-'B,){-aC,.,  +  ßDj); 
Discriminante : 

In    den   speciellen   Fällen,   wo   «  =  0,   ß  =  1  ist,   gehen   die 
Formen  über  in 

C3,  2  (C3,  S)  =   — .  Dg  .  C3, 2 , 

C3, 3  (C3, 3)  =  —  D3  '  fj 
Wir  gehen  jetzt  an  die  Auflösung  der  Cubic  in  ihre  linearen 
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Factoren.  Dies  kann  am  einfachsten  bewerkstelligt  werden  mittels 
der  Gleichung 

Dieselbe  zeigt,  dass  jeder  der  Ausdrücke 

\((\,-^fVB,),     |(c3.a-/-"/5a) 

ein  vollständiger  Kubus  sein  muss,  und  dass  folglich  die  Kubik- 
wurzel aus  einem  jeden  dieser  Ausdrücke  eine  lineare  Function 
von  X  und  ij  sein  wird.     Der  Ausdruck 

ist  demnach  eine  lineare  Function  von  x  und  y  und  er  verschwindet 
für  /*  ==  0  5  er  ist  also  ein  linearer  Factor  der  Cubic. 

Stellt  man  die  Cubic  nun  durch  ihre  Wurzeln  dar,,  also 

f{x,y)  =  a(x  —  x^y)(x  —  x.^y){x  —  x^ij) , 

so  kann  man  schreiben 

Diese  Behauptung  lässt  sich  beweisen  mittels  der  Ausdrücke, 
welche  die  Covarianten  annehmen,  wenn  man  die  Wurzelwerthe 
^n  ^2  7  ^3  einführt. 

Man  kann  der  Cubic  eine  sogenannte  kanonische  Form 
geben,  d.  h.  eine  symmetrische  Form,  in  der  sie  auf  die  geringste 
Anzahl  von  Gliedern  reducirt  erscheint. 

Da  die  Ausdrücke 

l  (ft.s  +  /Vd;)    und  i  fe,3  -  f}%) 
vollständige  Kuben  sind,  so  kann  man  setzen 

,  ~{cs,s+fyw,)  =  yw,.x', 

folglich 

f==x'  +  y\ 
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iC,,,=  -'V%.xy. 
Setzen  wir  der  Kürze  wegen 

II  =  {x^  —  x.^  {x  —  x^y)  y 
v  =  {x^  —  x^)  ix  —  x,,y), 
f  ■   w  =  (x2—  x^)  (x  —  x,y) , 

so  ist 
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und 


^3,3  =    — 


^  (t(-  +  v^  +  w^)  =  y  (vw  +  tVU  +  UV)  , 
1^  (f  —  iv){w  —  iOO<  —  ^')  , 


Ds  =  —  ^  (^1  —  a?2)'  (^2   -   ^3)^  fe   —  ^1)^  • 


27 


Auf   diese   Weise    sind   die   Covarianten    auf   die    einfachsten 
Ausdrücke  reducirt.     Indessen   kann    dies   auch   auf   folgende   Art 


geschehen : 


[^•^l'^2"^3       ■^2'^3         •^S'^l^       ^^^2         "^2  "^6      "^3  ^^l      '^l"''^2J  y  j      y^jy) 

/y   "/y   "    I     /v»   ^/y   ^     I     /v   ^/y»   -^         >'^   ^/y»   /y»    /y»   /y   "ry   /y»  /y   /y*   ■"  / 

1      2      1^     2      3      I       3      1  1  '*'2    ^        »t/itX/o  »vo        tV-itOo'^o 

=  —  y  [(^i+^1^2+^2^3)^  +  fe^3+^1^3^l+^2^1^2)2/] 


=  —  |;r2:(;ri  —  x,^{x^  —  x^f{x  —  x,jj)\x  —  x^y) 


=  —  a^[{2x^  —  X.2,  —  x^x  +  (2^2% 


x^x.^y'] 


X  [(2a;2  —  i^3  —  ^i)^  +  (2  ^3^1  —  ^1^2  —  ^2^3)2/] 
X  [(2x^  —  iCi  —  X2)x  +  {2x^X2  —  ^^2%  "~  ^3^1)2/]  • 
Es  ist  zu  bemerken,  dass 

welche  Gleichung  in  Verbindung  mit  den  vorhergehenden  Aus- 
drücken von  (73,2  und  03,3  in  denselben  Grössen  und  der  Gleichung 
w  +  V  -\-  iv  =  0  die  Gleichung  verificirt,  welche  die  drei  Covarianten 
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fj  ^3,2;  C^,%  mit  einander  verbindet.    In  der  That  gilt  die  identische 
Gleichung 

{v  —  ivf(iv  —  ny{%i  —  ^7)'^  =r.  —  4(^f  -(-  t,  -|-  ivfuvw 
+  (w  +  V  +  ivf{viü  -\-  tvu  -\-  uvf  -f-  18(«  +  ^^  +  ^v)  X 

{vw  +  t(;w  +  iiv)uvtv  —  4:{viü  -\-  tvu  -\-  uv)^  —  21u^v^w^ . 
Es  ist  nun 

21a~^C3,3  =  —  {v  —  tv)(w  ~  ii)(u  —  v)  j 
21a-^fY%  =  3(Ji  —  J^)uvw  ; 
daraus  folgt 

-  27 a-^ .  l  ((73,3 -  fV^)  -  [(^1  +  J,x,  +  J,^3).^ 

-  27  a-3 .  i  (03,3  +  fV%)  =  [{x,  +  J,x,  +  J,x,)x 

+  fe^s  +  Jioc^x^  +  J2X^x^)yf . 
Somit  ist  bewiesen,  dass  man  einen  linearen  Factor  ausdrücken 
kann  durch  die  Gleichung 

f  {  (ft,3  +  fV%)    -   fl  fe,3  -  f}%) 

=  —  ja{J,  -  J,){x,  -  x,){x  -  ^i2/)  . 

Die  vorangehenden  Formeln  zeigen,  dass  jeder  Factor  der  kubi- 
schen Covariante  den  drei  Factoren  der  kubischen  Function  f  har- 
monisch zugeordnet  ist;  und  ferner,  dass  die  Factoren  der  Cubic 
und  der  kubischen  Covariante  zusammen  eine  Involution  bilden, 
welche  als  Zugeordnete  die  Factoren  der  quadratischen  Covariante 
besitzen*).  In  der  That,  die  Harmonikale  von  x  —  x^y  in  Bezug 
auf  (x  —  X2y)  {x  —  x^y)  ist 

yZx      x^       x^jx  -\-  \ZXi^x^       x^x^       x-j^x^jy , 
welches  ein  Factor  der  kubischen  Covariante  ist. 

Das  Product  des  Paares  harmonischer  Factoren  ist 
(2x^  —  X2  —  x^x^^  2(^2^3  —  x^^)xy  —  x^{2x2X^  —  x^x^  —  x^x.^y' 

Multiplicirt  man  dasselbe  mit  x.^  —  x^  und  nimmt  die  Summe 
der  analogen  Ausdrücke,  so  verschwindet  entweder  diese  Summe, 
oder  auch  es  bilden  die  drei  Paare  eine  Involution.  Dass  die  quadrati- 
sche Covariante  die  Zugeordneten  der  Involution  liefere,  lässt  sich 


*)  Man  vergl.  die  in  §  143,  8  aufgestellten  Theoreme  und  Beweise. 
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leicht  folgendermassen  erweisen.     Die  letzte  quadratische  Function 
kann  man  auch  schreiben 

~r  L     ox^x^x.^  -f-  x^ {x^X2  -f-  x<2^x.^  -\-  x.^x^iy  , 
welcher  Ausdruck  sich  verwandeln  lässt  in 

oder  mit  Vernachlässigung  des  Factors  3a~^ , 

I  ^^ 

r  (6  +  ax^ ,     c  —  hx^ ,    d  -{-  cxj)  {x,  yY , 

welcher  Ausdruck  in  harmonischer  Beziehung  zu  der  quadratischen 
Covariante 

»1  ^^ 

(ac  —  h^ ,      -  {ad  —  hc)  ,     hd  —  c-)  (x^  yf . 

steht.     Dasselbe   gilt  von   den   beiden  übrigen  Factoreu;   sie  sind 
Harmonikaien  mit  der  Hesse'schen  Function  C3.2. 

Wenn  zwei  Wurzeln  einander  gleich  sind^  so  ist 

ft,2  =  -  ^  (^1  -  (v,y{x  —  x.yf  , 


9 

-^(x,  -x,y(x  —  x,yy, 


2)3  =  0. 

Wenn  alle  drei  Wurzeln  einander  gleich  sind,  so  wird 

f=a{x  —  Xiyf, 

03,2  =  0,    03,3  =  0,    Ä  =  0. 

Zur   Erläuterung  der  Methode  von   Gayley   fügen   wir  noch 
ein  numerisches  Beispiel  hinzu. 

Zahlenbeispiel.     Es  sei  der  lineare  Factor  von 

zu  bestimmen.     Man  hat  D.^  ==  1600  und 

(73,3  =  llOrc^  -  90x'y  -  630 xy'  —  610 y^ . 
Daraus  folgt 


*)  Salmon,  Vorlesungen  über  die  Algebra  der  linearen  Transformation. 
Deutsch  von  Fiedler.   §  166  u.  196. 

Le9ons  d'algebre  superieure.  Traduits  par  Bazin.  §  156.  Paris  1868. 


528  Vierter  Abschnitt.     Substitutionsmethoden.     IV. 

I  (Ca.a  -  fVW,)  =  -  25(,*  +  SyY' ; 

demgemäss  ist 

^5iSx  +  y)+']/25ix  +  3y) 
ein  linearer  Factor. 

Um  f  auf  die  kanonische  Form 

zu  reduciren^  hat  man  mit  Berücksichtigung  der  obigen  Ausdrücke 

b(ßx  +  ijf  =  AOX\ 
2b{x  +  3yy  =  A0Y', 
folglich 

f  =  l(3x  +  yy+^ix  +  Syf. 

Hieraus  ergeben  sich  ebenfalls  die  Wurzeln  von  f=  0  in  Form 
der  linearen  Gleichung 

(3^  +  2/)  +  >/l .  >/5  (^  +  32/)  =  0  . 

§  193.    Andere  Methoden,  eine  binäre  kubische  Function  auf  die 
kanonische  Form  zu  reduciren. 

Die  Reduction  der  Form  (a,  h,c,  d)  (x^  yY  auf  die  kanonische  Form 
f=X^  +  P 
unterliegt  keinen  besonderen  Schwierigkeiten;  denn  die  letztere  ist 
äquivalent  mit 

{ax  +  ßyf  +  {a,x  +  ß,yr 

und  enthält  implicite  vier  Constanten^  ist  also  eben  so  allgemein 
wie  die  erstere.  Entwickelt  man  die  Form  X^  -f~  ^^  nach  Potenzen 
von  X,  y,  und  setzt  die  Coefficienten  homologer  Glieder  einander 
gleich,  so  erhält  man  die  Bestimmungsgleichungen 

a"^  -\-  a^^  =  a ,     a^ß  -\-  a^^ß^  =  h  , 

aß^'  +  a,ß,'  =  c,     ß^  +  ß^^  =  d. 

Es  sei  nun 

1  -^         . 

{ax  +  ßy) {a,x  +  ß^y)  =  {Ä„      ^  Ä, ,      Ä,)  {x,  yf  , 
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also 

A^^aa,,     Ä^==aß,  +  a,ß ,     A^  =  ßß,', 
alsdauu  gelten  folgende  Gleichungen: 

ac-h'  =  A,{aß,-ccjy, 
ad  —  hc  =  A^iaß^  —  a^ß)- , 
hd  ~  c^  =  A^ocßi  -  «1^)'. 
Hieraus  folgt 


ad  ~  hc        ylj  ^, 


ac—h^         A 


+  ^  =  ^.  +  «., 


a.      •     a 


bd  —  c^  _  A,  _ß,ß  _     - 
ac  —  b^         A.,  a,a         "- "^ 


o  o 

Es  sind  also  -  und  —  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

{ac  —  h')z~  —  {ad  —  1)0)2  +  {hd  —  c-)  =  0 , 
und  ß  =  az^  ,     ß^  =  a^z.,.     Substituiren  wir  diese  Werthe  in  die 
linearen  Substitutionen  ax  +  ßy  und  a^x  +  ß^ij ,  so  wird 

X  =  a{x-]-  z^ij)  ,     Y ^  ci,{x -\- z-^y)  , 
und  weiter 

a^  -\-  a^^  =  a  , 


folglich 


Hierdurch   sind  die  Functionen  X  und  T  bestimmt.     Wenden 
wir  diese  Deductionen  auf  dasselbe  Zahlenbeispiel  an;  also 

4x'  +  9x'  +  18^^+  17  =  0, 
so  ist  ?/  =  1  und  die  Hülfsgieichung  (Resolvente) 

^2  _.3  1^+1=0;      z,=3,     z,  =  ^. 
Demgemäss  ist 

und  die  kanonische  Form 

Mattbiessen,  Grundziige  d.  ant.  u.  mod.  Algebra.  34 
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Man  kann  nun  auch  die  Wurzel  der  vorgelegten  Gleichung  in 
Ausdrücken  von  ^^   und  z^  wiedergeben:  es  ist 


z^  Vaz^^  ~  d  -{-Y 1  .  z^yc 


Yaz.J  -  d  +  yiyaz,' -  d 

Man  erhält  aus  dieser  allgemeinen  Wurzelform  die  Werthe 
der  einzelnen  Wurzeln  x^yX^^oo^,  wenn  man  nacheinander  1,  J^,  J^ 

an  die  Stelle  von  y  1  treten  lässt. 

Salmon  beweist  das  Theorem,  dass  eine  binäre  kubische  Form 
immer  auf  die  Summe  von  zwei  kubischen  Ausdrücken 
Z^+  Y^  oder  AX^  +  BY^ 

reducirbar  sei  auf  folgende  Art  (1.  c.  §  166). 
Durch  die  linearen  Transformationen 

x  =  a,X  +  ß,Y,    y  =  a,X  +  ß,Y 
wird 

ax^  +  Shx^y  +  ?>cxy^  +  dy^ 
==  AX'  +  3JBX'Y  +  3CXY'  +  DY\ 
Nach   der  Definition  einer  Covariante   und  für  die  Hesse'sche 
speciell  ist 

(ac  —  W)x^  -f"  {ad  —  hc)xy  +  (hd  —  c^)y^ 
=  (AC  -  B')X'  +  (AD  —  BC)XY+  (BD  —  C)  Y' . 

Wenn  nun  JB  und  C  in  der  Transformirten  verschwinden,  so 
nimmt  diese  Covariante  die  einfachste  Form 

ADXY 
an  und  man  erkennt  leicht,  dass  für  X  und   Y  die  beiden  linearen 
Factoren  zu   wählen  sein  werden,  in   welche   die  Covariante   sich 
zerlegen  lässt.     Nach  dem  Früheren  ist  nämlich 

^3,2  =  —  -9-tt^[K  +  ^i^2  +  ^2^3)^  +  (^2^3+^1^3^1  +  ^2^1^2)^] 
X  [K  +  ^2^2  +  ^1^3)^  +  fe^3  +  ^2%^1  +  ^1^1^2)2/]- 

Diese  Factoren  werden  also  durch  Auflösung  einer  quadrati- 
schen Gleichung  gefunden.  Vergleicht  man  dann  die  vorgelegte 
kubische  Form  mit 

AX'  +  DY% 
so   erhält  man   A  und   D   durch   Vergleichung    homologer    Coeffi- 
cienten.     Ist  nämlich 
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so  ist 

Ä(y,x  +  d.yf  +  I){r,x  +  8,yr 
=  ax^  +  ^hx^-y  +  ^cxy'^  +  drf  . 
Die  Bestiramungsgleichungen  sind  alsdann 

y,'A  +  y/D  =  a  ,    d^^A  +  d/D  =  d , 

woraus  folgt 

^  _  __  y^d-^8la 

Zahlenbeispiel.     Es  soll  die  Form  Ax^  +  9x^  +  18^  +  17 

oder  (4^  3^  6^  17)  [x,  1)^  auf  die  kanonische  Form 

AX^  +  BY' 

gebracht  werden. 

Die  quadratische  Covariante  ist 

15^2  +  50^  +  15  =  b{x  +  3) (3a;  +  1) . 
Die  Bestimmungsgleichungen  für  A  und  D  sind  demnach 
A  +  21 D  =  4  ,     21 A  +  B  =17  ; 
B'.A=  1:5. 
Die  kanonische  Form  ist  demgemäss 

'      5(«  +  3)' +  (3x  +  1)% 
und  die  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung 

4^3  _^  9^2^  18rr'+  17  =  0 
bestimmt  durch  die  lineare  Gleichung 

(3^+l)+>^-|/5(:»  +  3)  =  0, 

3/— 

WO  an  die  Stelle  von  y  1  nacheinander 

ZU  setzen  ist. 

Salmon  macht  weiter  die  Bemerkung^  dass  nicht  jede  kubische 
Form  durch  reelle  Transformation  in  die  kanonische  Form  über- 
geführt werden  könne^  welche  einen  reellen  Factor  und  zwei  com- 
plexe  Factoren  habe  und  also  nicht  mit  einer  kubischen  Form 
von  drei  reellen  Factoren  identisch  sein  könne. 

34* 
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Die  Discriminante  der  quadratischen  Covariante^  nämlich 

{ac  —  V) (hd  -  c^)-\ {ad  -  hcf  =-^D,, 

ist  nur  durch  das  Vorzeichen  und  einen  constanten  Factor  von  der  der 
kubischen  Form  selbst  verschieden.  Ist  die  letztere  positiv,  so  hat 
die  Covariante  zwei  reelle  Factoren  und  die  kubische  Form  nur 
einen  reellen  und  zwei  complexe  Factoren;  ist  sie  negativ,  so  hat 
die  Covariante  complexe  und  die  kubische  Form  lauter  reelle 
Factoren.  Wenn  die  Discriminante  verschwindet ,*So  haben  beide 
zwei  gleiche  Factoren  und  es  lässt  sich  leicht  nachweisen,  dass  die 
Hesse'sche  Form  von  X^  Y  gleich  X^  ist.  Es  ergibt  sich  übrigens 
aus  der  Bildung  der  quadratischen  Covariante  für  x'^cp  leicht,  dass 
ein  quadratischer  Factor  einer  binären  Form  auch  ein  quadratischer 
Factor  ihrer  Hesse'schen  Covariante  ist. 

,  Endlich  ist  zu  beachten,  dass  eine  kubische  binäre  Form  mit  einem 
quadratischen  Factor  nicht  auf  die  obige  kanonische  Form  reducir- 
bar  ist.  Man  muss  für  den  Fall  eine  andere  wählen,  z.  B.  die 
Form  X'  Y. 

§  194.    Methode  der  Auflösung  einer  kubischen  Gleichung  mittels 
einer  Transformation  zweiter  Ordnung*). 

Die  folgende  Methode  gründet  sich  auf  die  Bemerkung,  dass 
die  Summe  der  beiden  linearen  Factoren  der  quadratischen  Co- 
variante der  Gleichung 

{a,  h,  c,  d)  {Xj  Vf  =  0 
einen  linearen  Factor  der  kubischen  Covariante  gibt.    Nach  Cayley 
ist  nämlich 

— O3 ,  2=9^.  ^=1  [  (^1  +  ^1^2  +  ^2  ^3)  i  +  (^2  ^3  +  Ji  ^3^1  +  ^2^1  ^2)  n^ 

X3  [(^1  +  ^2^2  +  ^1^3)5  +  (%^3  +-^2  ^3^1  +  ^A  '^■^n^ 


und 


—  ^ft.3  =  |[(2^,  —x,  —  ^3)1  +  {2x.,x.^-~x^x,  —^1^2)^] 
X-^[(2^2  — ■  0^3  —  x^l  +  (2x.^x^  —  x^x^  —  ."^2^3)^] 
X  -'  {{2x.^  —  x^  —-  x.^l  +  {2x^x.^  —  x^x^  —  ^3^1)^] 


*)  Man  vergl.  Cayley,  Note  sur  la  transformation  de  Tsc  hirnhaus  an. 
Crelle's  Journ.  LVIII.  S.  259.  1861;  sowie  §  189. 
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Bezeichnet   man   die  beiden  Factoren  von  €3,2  mit  <p  und  i^», 
die  drei  Factoren  von  ^  C3 . 3  mit  ^,  Wy  S,  so  findet  man 

J^cp  -]-  J^t  =  S  • 
Ist  nun  einer  der  Factoren  cp  und  ^  gleich  Null,  d.  h.  die  Co- 
variante  C3. 2  =  0  (Resolvente),   so  erhält  man  für  den  Fall^  dass 
i^  verschwindet, 


cp'^0.  w.:E:  =  -~c,r. 


27 


und 


1  3  .—  3  ,-- — 


1  ^3 

Man   gelangt  nun   auf  folgende  Kxi  zu   einer  Transformation 
zweiter  Ordnung.     Setzt  man  x^  allgemein  gleich  x,  so  ist 

i  y  =  ^  +  t==  («^  +  ^^l  —  (^  +  ^)  ^ 

I  =  {ao:  -\-  1)1  +  {ax^  +  Ux  +  2c)  t?  . 

F  Um  X  aus  dieser  Substitution  und  der  vorgelegten  Gleichung 

zu  eliminiren,  setze  man  der  Reihe  nach 
I  ij  =  {ax-\-'b)i  + {ax- -\-Ux  +  2c)ri,, 

i  yx  =  {ax^  +  'bx)l  —  {ex  -{-  d)Yi , 

I  yx^=  -  (2bx^  +  Sex  +  d)^  —  (ex'  +  dx)rj . 

I  Hieraus    ergibt   sich  folgendes   System    von   Gleichungen,   ge- 

'  ordnet  nach  Potenzen  von  x: 
0  =  (?>?  +  2ey]  -y)  +  x(a^  +  Ur^)       +  x'iai^  / 
0=         -dri  +x{b^  —  eri-y)+x\a^), 

0=         —  dl  +  x{—  3c5  —  dri)  +  x\—  2hl  -  crj  —  y)  . 

Die  Transformirte  in  y  ist  demnach 
y  —  hl  —  2c7j ,        —  al  —  ohrj  ^  —  arj  \ 

dr],     y  —  hl  +  crj,  —al\=0, 

dl,  Sel  +  drj,     y  +  2hl  +  cri  \ 

und  nach  Potenzen  von  y  geordnet: 

y^+3y(ae-h',    \{ad-he),     hd  -  e')  (l,  rjf 

ad^  —  Sähe  +  2W  , 
ahd  —  2ae^  +  h^c  , 

—  aed  +  2hhl—  he\ 

-  a(T'  +  Shcd—2c\ 


+ 


%  rff 


0 
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Verschwindet  nun  die  Covariante  C3  2,  so  ist    -    eine  Wurzel 
derselben,  und  mau  hat 


Andererseits  ist 

__{ax-{-  ;>)i^  -f  2(&^  +  c)^r}  +  {ex  +  d)ri' 
rix  —  ^  ' 

folglich 

{ax-\-h)^'  +  ^{hx^c)h,ri+  {ex  +  d)  tj'        3  ■-  3.^—^^-^ 

wodurch   die  vollständige  Auflösung   der  kubischen  Gleichung  ge- 
geben ist, 

§  195.    üeber  die  Gleichung  der  quadrirten  Differenzen  der  Wurzeln 
einer  kubischen  Gleichung  von  Cayley*). 

Die  Methode  der  Herstellung  der  Gleichung  der  quadrirten 
Differenzen  der  W^urzeln  einer  kubischen  Gleichung  bietet  eine 
Eigenthümlichkeit  dar,  welche  nicht  bei  den  Gleichungen  höherer 
Ordnung  auftritt,  die  nämlich,  dass  wir  zuerst  die  Gleichung  der 
Differenzen  der  in  cyclischer  Folge  geordneten  Wurzeln  bilden  und 
daraus   die   Gleichung  der   quadrirten  Differenzen  ableiten  können. 

Gegeben  sei  die  Gleichung 

{a,  h,  c,  d)  {x, ly  =  a{x  —  x^{x  —  x.^  {x  —  x^  . 
Die  Function 

FVn  -  {^2  —  ^3)] 

gleich  Null  gesetzt,  liefert  für  die  Wurzel  iq   der   Gleichung    der 
Wurzeldififerenzen  in  cyclischer  Reihenfolge  die  Werthe 

und    hat    nur   zwei    Werthe    für    irgend    eine    Verwechselung    der 
Wurzeln,  nämlich 

F[ri  —  (x^  —  ^3)]     und    F[ri  —  {x.^  —  x.,)]. 
"Der  zweite  Werth  wird  gefunden  aus  dem  ersten  durch  einen 
Zeichenwechsel    des    ganzen    Ausdruckes    oder    auch    durch    einen 


*)  Quarterly  Journal  of  Mathematics.  Vol.  III.  p.  307.  London  1860. 
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Zeichenwechsel    der    Glieder   der    geraden    Potenzen    von    rj.     Wir 
können  demnach  schreiben 

wo  P  und  Q  symmetrische  Functionen  der  Wurzeln  sind  und 

b     (-^i;  ^2;  ^3)  ""^  (^1  ^2)\^2  "^3)  (^3  ^'iJ 

eine  Function,  deren  Quadrat  eine  symmetrische  Function  der  Wurzeln 
ist,  sich  also  durch  die  Coefficienten  a^  h,  c,  d  ausdrücken  lässt. 
Wir  finden  nun 

Q=l,      tH«:i,  ^-2,  ^-s)  =  ^  y-  27  A, . 
Folglich  ist 

F[n  -  (X,  -  X,)]  =^[a'l'  +  9(ac  -  h')ri-V- 21D,'] 
,  und  entsprechend 

!       F[,j  +  {X,  -  x.^]  =  ^  [ahf  +  9(«c  -  6^).,  +  V-  21 B,     ■ 
Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  einander,  so  erhält  mau 

FW  -  fe  -  %)'j =^  [(«^r  +  y(«c  -  ^yfrf  +  27  B,] . 

Die  Gleichung  der  quadrirten  Differenzen  ist  demnach 

(a^ri'  +  9  (ac  —  h^)fri^  +  21 D^  =  0  , 

^  oder  nach  Potenzen  von  )]  entwickelt, 

a^n'  +  \^a^J.2.2t  +  81J|.2>?'  +  27^3  =  0  . 

Da  Jj  und  Jg    die  zwei  complexen  Kubikwurzeln  der  Einheit 
bezeichnen,  so  ist  (J^  —  J^)-  =  —  3,  und  schreiben  wir  in 

F[yi  —  (x.2  —  x^)'] 

nun  '--Y — ^— r\  statt  w,  so  nimmt  die  Gleichung  die  folgende  ein- 

fächere  Form  an: 


F 


—  - a{J^  —  J2) {^-1  —  ^3)     =-  rf  —  oJi^^n  —  a Yl)^  . 
Ist  die  gegebene  Function   U  binär,  also 
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und    (73,2   die    Hesse'sche  Covariante,    so    ist  jene    Gleichung    ein 
specieller  Fall  (nämlich  für  x  =  1  ^     ?/  =  0)  von  der  Gleichung 

Diese  Gleichung  erhält  man  auch  aus  der  Gleichung 


=  -^  a{J,  —  J,)fe  —  ^3)  (^  -  «2/)  ; 


3 

WO  (73,3  die  kubische  Co  Variante  ist*). 
Schreibt  man  nämlich  einstweilen 


,=|/x-|/r, 


so  findet  man 


^3  =  x-  r-  3>/^^?; 
^zT=|?|[c/3,3-?7^Ä], 

ist,  und  wegen  der  am  angeführten   Orte  von  Cayley  gegebenen 
Relation 


oder 


wo 


U'D,- 

-ci, 

3  ==  4C3,2 

übergeht  in 

n 

Y=- 

—  ^,2  . 

Ausserdem 

ist 

X  - 

r= 

uVd,, 

so  dass  man  erhält 

eine  Gleichung,  welcher  Genüge  geschieht  durch 

rj  =  l-a(J,  —  J,){x.,  —  x^){x  -  x,y). 

Da  die   andern  beiden  Wurzeln  von  derselben  Form  sind,   so 
ist  die  kubische  Function  in  tj  gleich 


*)  Cayley,  Fifth  Memoir  on  Quantics,  Phil.  Trans.  T.  148,  p.  443.  1858. 
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fU  -~ <Ji  —  ^2)fe  -  ^3) (^  —  ^1  y)\ , 

wodurch  das  Theorem  bewiesen  ist. 

Wir   fügen    noch    einige   Bemerkungen   über  die   Differenzen- 
gleichung hinzu.     Aus  der  Gleichung  der  quadrirten  Differenzen 

{a^rf  +  9/2.2«»?  —  SaV— 3^3)  {a\^  +  c^J,^._aYi+?,aV-^D^)  =  0 

geht  hervor,  dass  die  Wurzeln  derselben  nur  dann  sämmtlich  reell 
sind,  wenn  die  Discriminante  D^  negativ  ist. 
Nach  der  Cardani'schen  Formel  ist 

und  wegen 


Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  also  sämmtlich  reell,  w^enn 


V— 31)3  reell,  d.  h.  Dg  negativ  ist.  Ist  aber  D3  positiv,  so  kann 
mau  den  Factor  ]/ —  1  heraussetzen  und  die  allgemeine  Wurzel- 
form wird 

^  =  >/^3  [i/I  K  ±  Y  «  Va  +  I  n 
welche  eine  rein  imaginäre  und  zwei  complexe  Wurzeln  hat. 
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§  196.    Ueber  eine  merkwürdige  kubische  Gleichung,  deren  Wurzeln 
sämmtlicli  reell  sind*). 
Theorem.     Die  kubische  Gleichung 
a  —  A  ,         h  j  g 

g,  f,  c—X 

hat  lauter  reelle  Wurzeln. 

Um  dies  zu  beweisen,  zeige  man,  dass  die  vorgelegte  Gleichung 
{a  ~  l){h  -  X){c  -  A)  —  (a  -  A)f  —  (h  ~  A)/ 
-  (c  —  l)h^  +  2fgh  =  0 
zu  begrenzenden  Gleichungen  der  Wurzeln**)  die  drei  quadratischen 
Gleichungen  hat,  welche  entstehen,  wenn  zwei  der  Grössen  f,  g,  h 
verschwinden. 

Seien  a  und  ß  die  Wurzeln  der  Gleichung 
{X  ~a)(X  —  h)  —  Ji'  =  0  , 
welche  entsteht,  wenn  /'  ==  ^  =  0  gesetzt  wird.    Die  Wurzeln  sind 

a  und  /3  =  |(a  +  6)  ±  ^ l/(^— 6)'' +  4/«^ 

a  ist  grösser  als  a  und  h,  ß  kleiner.  Wenn  man  nun  für  X 
in  der  vorgelegten  Gleichung  die  Werthe  +  ^^^j  ^?  ih  —  ^^  ein- 
setzt, so  ergeben  sich  nacheinander  die  Resultate 

+,  -  [fV^r^t  +  (j  Y<^^^f ,     +  [fV^^  +  g  Vb~-^Y ,  - 
Es  liegen  also  gemäss  §  7  drei  reelle  Wurzeln  der  vorgelegten 
Gleichung  zwischen  diesen  Grenzwerthen  der  Function ;  die  eine  ist 
>  a,  die  zweite  liegt  zwischen  a  und  /3,  die  dritte  ist  <  ß. 

§  197.    Formeln  von  Young,  zwei  Wurzeln  einer  kubischen 
Gleichung  auszudrücken,  wenn  die  dritte  gegeben  ist***). 
Young  gibt  die  folgenden  Formeln  für  zwei  Wurzeln  ^g  ^^^^ 
^;j  der  kubischen  Gleichung 

x^  -{-  px  -\-  q  ==  0  j 


*)  Hymers,  Theorie  of  algebraical  equations.  p.  66.    Cambridge  1840. 
M an sion,  Elements dela  theorie  des  determinants.  Bruxelles  et  Mons  1875. 
Gerono,  N.  ann.  math.  XXXI.  p.  305.  1872. 

G.  Bauer,  Journ.  f.  die  reine  und  angewandte  Mathem.  71.  Bd.  S.  40. 
S.  Günther,  Lehrbuch  der  Determinanten.  S.  152.     Erlangen  1877. 
**)  Hymers,  A  treatise   on  the  theory  of  algebraical  equations.  §  52. 
***)  Young,  The  analysis  and  Solution  of  cubic  and  biquadratic  equations. 
London  1842.     Man  vergleiche  auch  Lobatto,  Note   sur  les  racines  d'une 
equation  du  troisieme  degre.  Journ.  Math.  IX.  p.  177.  Paris  1844. 
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wenn  die  dritte  x^  bekannt  ist: 


X,  und  x,==-^x,  +lgfl±||>/irT  . 

Diese  Formeln  lassen  sich  folgendermassen  herleiten: 
Nach  der  Cardani'schen  Formel  ist 

^enn  gesetzt  wird 

3, ■ -___—--- 

Die  beiden  andern  Wurzeln  sind 

X,  und  x,  =  -^[x,±  {y  -  z)  ]/^=^]  . 

Um   ij  —  z  z\x  erhalten  als   Function  von  x^,  p  und  q,  bilde 
man  die  Gleichungen 


if  --Z^^y(f  +  ^^p\     y^-Z^=-q^     jj.=  -.^p. 


Weiter  ist 


folglich  auch 


und 


ylzL^  =  ^'  +  ^'    I    9,.. . 
y-z  y-i-z   -r^y^i 


y^'+^p 


27^  2pj.\  -i-  '6q 


y  ~  z 


y  —  z 


3^,]/3^+^iJ^ 


2px,  +  3(Z 
Demnach  ist  der  gresuchte  Werth  von 


X,  und  X,  =  -l^.+lW  +  4p-^^^ 

^  2      1  — -  2    (2p  a7j  -f  3  2)  "^ 

Diese    Formel    lässt    sich    nun    verallgemeinern    für    die   voll- 
ständige Gleichung 

x^  +  ax^  +  6^'  +  c  =  0  . 
Es  sei  X  -\-  ^  a  =  x' ,  folglich 
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x^  -  y  (a^  ^  36)^'  +  ^  (2a^  -  9ah  +  27c)  =  0  . 

Setzt  man  die  Coefficienten  dieser  transformirten  Gleichung  an 
die  Stelle  von  p  und  q,  so  erhält  man 

x./  und  x.^'  =  —  —  ^/  4      y—    ^ 


2      1    ~^2{2px^'-\-3q) 

und  wenn  man  an  die  Stelle  von  x'  wieder  x^  einführt, 

X,  und  x,==~-^[x,  +  ja  ±^^^3^=;^^^^^^     . 

§  198.    Die  Gleichung  der  quadrirten  Differenzen  und  die  Be- 
dingungen der  Realität  der  Wurzeln  nach  Lagrange*). 
Geht  man  aus  von  der  Form 

(a,  h,  Cy  ä)  (x,iy  =  0  , 
so  ist  die  Gleichung  der  quadrirten  Differenzen : 

a'z^  +  18^^2,2^'  +  81J|,2^'  +  2753  =  0  . 
Wenn  alle  drei  Wurzeln  reell  sein  sollen,  so  muss  die  Gleichung 
lauter  Zeichenwechsel  haben,  also  sein: 

(1)     ^2,2  =  ac  -  &2  <  0  , 
und 

Sg  ==  (l)c  —  adf  -  A{¥  -  ac){c^  —  hd)<0, 
oder,  was  dasselbe  ist, 

(2)  o^B^  =  {2W  —  ?>al)c  +  a'df  +  4:{ac  —  h'y  <  0  . 

Wenn  eine  dieser  Bedingungen  fehlt,  so  hat  die  Gleichung  zwei 

complexe  Wurzeln.     Man  sieht  übrigens  leicht  aus  der  Form  der 

zweiten  Gleichung,  dass  die  Bedingung  (2)  nicht  erfüllt  werden  kann, 

wenn  die  erste  nicht  besteht.    Es  genügt  demnach  allein  die  zweite. 

V.     Von  der  Auflösung  der  biquadratischen  Gleichungen. 
§  199.    Methode  von  Ludovico  Ferrari**). 

Gegeben  sei  die  unvollständige  Gleichung 
x^  +  px"^  -}-  qx  -\-  r  =  0  . 
Das  Princip  der  Methode  von  Ferrari  beruht  in  der  Umformung 


*)  Lagrange,  Traite  de  la  resolution  des  equations  numeriques.  Art.  111. 
Paris  1808. 

**)  Cardani,  Artis  raagnae  sive  de  regulis  algebraicis  liber  unus. 
Papiae  1545.  Cap.  XXXIX.  Regula  II. 

Bombelli,  L'algebra  parte  maggiore  dell'  aritmetica.    Bologna  1572. 
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dieses    Polynoms    in    zwei   Quadrate.     Zu    dem  Ende  transformire 
man  die  Gleichung  in 

x^  +  2px^  -{-  p^  =  px-  —  qx  —  r  -\-  p^ , 
oder 

(x-  +  pY  ==  P^^  —  qx  -{-  ir  —  r  . 
Um   auch   die  rechte  Seite  in  das   Quadrat    eines  Binoms  zu 
verwandeln,   fügt    Ferrari    zu    der    Seite    des   Quadrates    auf  der 
linken  Seite  eine  neue  Unbekannte  y  hinzu,  wodurch  die  Gleichung 
übergeht  in 

(«-  +  P  +  yf  =  {p-\-  2y)x^  ^(ix+{f-rJr^py  +  2/-)  • 
Nun   wird  ?/  so   bestimmt,   dass   die  rechte  Seite  ein  Quadrat 
bildet.     Dies  ist  aber  der  Fall,  wenn 

4(p  -I-  22/)Or  -  r  +  2py  +  tf)  =  r 
gemacht  wird.     Die   Bestimmung  von  y  ist  so  abhängig  gemacht 
von  der  Auflösung  einer  kubischen  Resolvente. 

Setzt  man  zur  Vereinfachung  y  -\-  p  =  z ,  so  erhält  man 

oder  entwickelt  die  Resolvente  XII: 

^^  —  Y  -2'^'  "~  '*^  +  I  (^■^^'  ~  ^')  =  ^  • 
Ist  hieraus  eine  Wurzel  Zy  berechnet  (die  Gleichung  hat  min- 
destens  eine  reelle   Wurzel),   so  findet  man  die  Wurzel  der  vor- 
gelegten Gleichung  aus  der  quadratischen 


x'  -\-  z  =  X  ]/2^  —  r  —  — 


2  y^z  -  r 

Die  Vorschrift,  welche  Cardano  zur  Auflösung  der  von 
Giovanno  Colla  vorgelegten  Aufgabe:  „Die  Zahl  10  in  drei  Theile 
zu  theilen,  welche  eine  geometrische  Progression  bilden  und  von 
welchen  das  Product  aus  dem  ersten  in  den  zweiten  6  ausmache" 
gibt,  lautet  im  39.  Kap.  seiner  Algebra  folgendermassen : 

Quaestio  V. 
Exemplum :     —     —     —     —     —     —     —     —     —     — 

Poneo   igitur  mediam   I.   propositionem ,   prima   erit et 

tertia  erit  --  cubi,  quare  haec  aequantur  10*).    Ducendo  omnia 


*)  Das  mittlere  Glied  der  Progression  sei  .t,  dann  ist 

G  1      3  ^ 

—  ',  X  =  X  :  ~   x'^ 
X  6 
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in  6.  positioneS;  habebimus  60.  positiones  aequales  1.  quad.  quadrato 
^.  6.  quadratis  §.  36.  adde  ex  quinta  regula^  6.  quadrata  utrique 
parti^  habebis  1.  quad.  quadratum^.  12.  quadratis^.  36.  aequalia  6. 
quadratis  p  60.  positionibus^  nam  si  aequalibus  aequalia  addantur, 
tota  fient  aequalia,  habent  autem  1.  quad.  quadratum  p  12.  qua- 
dratis p.  36  radicem  et 

1.  qd.  quad.  p.  6.  quad.  p.  36.  aequalia  60.  pos. 
6.  quad.  6.  quad. 

1.  quad.  quad.  p.  12.  quad.  p.  36.  aequalia  6.  quad.  p.  60.  pos. 


2.  pos.  1.  quad.  p.  12.  pos. 

est,  1.  quadratum  j3-  6.  quam  si  haberent  6.  quadrata  p.  60.  posi- 
tionibus  jam  haberemus  negocium,  sed  non  habent,  addendi  igi- 
tur  sunt  tot  quadrati  et  numerus  idem  ex  utraque  parte,  ut  in 
priore  relinquatur  trinomium  habens  radicem,  in  altero  autem  fiat, 


sit  igitur  numerus  quadratorum  1.  positio,  et  quia  ut  vides  infigura 
tertiae  regulae  cl  &  mlc  (Fig.  2Q),  fiunt  ex  duplo  gc  in  ah,  et 
gc  est  1.  positio,  ponam  numerum  quadratorum  addendorum 
semper  2.  positiones,  id  est  duplum  gc,  et  quia  numerus  adden- 


und 


A  +  ,+  |,:.  =  10 


x^  -f.  6^2  _j_  36  =  60^-. 
Addirt  man  beiderseits  6a;,  so  wird 

(a;2  _f-  6)2  =  6a;-' +60^;. 
Damit  aiicli  die  andere  Seite  ein  Quadrat  werde,  addire  man  beiderseits 
22/  {x^  +  6)  +  y'  =  2ya;2  +  {,f  +  121/) , 
woraus  sich  ergibt 

(^2  _|_  6  +  yY  =  (22/  +  (S)x^  +  60.T  +  {y'  +  12y)  . 
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dus  ad  36.  est  Innty  et  ideo  quadratum  gc  cum  eo  quod  fit  ex 
gc  duplicato  in  hc,  seu  ex  gc  in  duplum  ch,  et  est  12.  numerus 
quadratorum  priorum,  ducam  igitur  1.  positionem,  dimidium  numeri 
quadratorum  additorum,  semper  in  numerum  quadratorum  prio- 
rum^  et  in  se,  et  fient  1.  quadratum  p.  12.  positionibus  addenda 
ex  alia  parte,  et  etiam  2.  positiones  pro  numero  quadratonim 
habemus  igitur  iterum  ex  communi  animi  sententia,  quantitates 
infra  scriptas,  invicem  aequales,  et  utraque  babent  radicem, 
prima  ex  regula  tertia,  sed  secunda  quantitas  ex  supposito,  igi- 
tur ducta  prima 
1.  quad.  qd.  p.  2.  pos.  p.  12.  qd.  M.  p.  quad,  p.  12.  pos.  additi 
numeri  p.  36.  aequalia.  2.  pos./;.  6.  quadrato,  p.  60.  pos.  p.  1. 
quad.  p.  12.  pos.  numeri  additi*). 
parte  trinomii  in  tertiam,  fit  quadratum  dimidiae  partis  seeundae 
trinomii*),  quia  igitur  ex  dimidio  seeundae  in  se^  fiunt  900.  qua- 
drata,  et  ex  prima  in  tertiam^,  fiunt  2.  cubi  p.  30.  quadratis 
p.  72.  positionibus  quadratorum ,  similiter  erit  deprimendo  per  qua- 
drata,  quia  aequalia  per  aequalia  divisa,  producunt  aequalia,  ut  2. 
cu.  p.  30.  quadratis^.  72.  positionibus  aequantur  900.  quare  1. 
cubus  p.  15.   quadratis  p.  36.  positionibus  aequantur  450. 

Historische  Bemerkungen.  Die  algebraische  Auflösung  der 
biquadratischen  Gleichungen  folgte  bald  der  Entdeckung  Ferro 's  und 
Tartaglia's.  Die  geometrische  Constructiou  ihrer  Wurzeln  war  ohne 
Zweifel  schon  vorher  den  arabischen  Geometern  in  einigen  speciellen 
Fällen  gelungen.  Dies  geht  hervor  aus  einer  Angabe  im  Al-fihrist 
(beendigt  vonAbulfarag  988),  in  welchem  unter  den  Werken  Abul 
Wafa's  (f  998)  mitgetheilt  wird  ein  Buch  „Methode  die  Seite  des 
Kubus  und  des  Biquadrats,  sowie  des  aus  diesen  Potenzen  zusammen- 
gesetzten iiusdrucks  zu  finden"***).    Diese  Schrift,  welche  leider  ver- 


*)  qu.  ^.  bedeutet  quadratum  radicis ,  nämlich  x- ;  positio  numeri  additi 
ist  hier  y  und  der  vorstehende  Ausdruck  ist 
X'  +  (2^v  +  12)ü.^2  +  »/^  +  12^  +  36  =  (2^  +  6),^'-  +  Cdx  +  {if  +  12»/). 

**)  Die  rechte  Seite  wird  ein  Quadrat,  wenn 

(22/  +  6)  {f  +  12?/)  =  30-^ 
ist,  wenn  also  der  Gleichung 

durch  einen  bestimmten  Werth  von  y  Genüge  geschieht ;  derselbe  ist  nahezu 
gleich  4. 

***)  Woepcke,    Recherches  sur  Thistoire    des  sciences  raathematiques 
chez  les  Orientaux.  p.  37.  Paris  1855. 
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leren  gegangen  ist,  hatte  offenbar  die  geometrische  Construction  der 
Gleichungen  x^  =  p,  X^  =  q  und  x"^  -\-  px^  =  q  zum  Gegenstande. 
Woepcke  zeigt,  dass  die  letzte  der  drei  Aufgaben  sich  mittels  der 
Durchschnitte  der  Hyperbel  y^  -\-  axy  -\-  h  =  0  und  der  Parabel 
^2  —  y  =  0  lösen  lasse.  In  seiner  Algebra  von  Omar  Alkhayyami*) 
theilt  Woepcke  ferner  sub  Add.  D.  die  geometrische  Construction 
der  Wurzeln  der  Gleichung  a;*  —  20 r^  +  2000a;  —  1900  =  0  (allgemein: 
x^  —  2ax^  -\-  2a^x  —  (a*  —  h"^)  =  0)  mit,  welche  in  einem  anonymen 
arabischen  Manuscripte  enthalten  ist.  Hierin  wird  die  Aufgabe  gelöst  durch 
die  Hyperbel  y(a  —  x)  =  h^  und  den  Kreis  x''''  +  y'^  =  a^.  Auffallend 
ist,  dass  der  eminente  Geometer  Omar  sich  nicht  auch  dieser  Pro- 
bleme bemächtigte.  Der  Grund  scheint  indess  in  dem  Umstände  zu 
liegen,  dass  die  Alten  den  Gliedern  der  höhern  Gleichungen  eine  rein 
geometrische  Bedeutung  zu  unterlegen  gewohnt  waren,  indem  sie  die- 
selben auch  immer  geometrisch  zu  construiren  oder  die  Auflösungs- 
methoden geometrisch  zu  reduciren  bemüht  waren.  Omar  selbst 
spricht  sich  in  seiner  Einleitung  S.  7  und  8  hierüber  ziemlich  bestimmt 
aus.  Seinen  rein  geometrischen  Anschauungen  von  den  algebraischen 
Grössen  gegenüber  war  das  Biquadrat  ein  Unding.  Bei  Cardano 
bildet  die  Potenz  der  Binome  und  Trinome  die  Basis  seiner  Analytik, 
und  da  dieselben  immer  erst  geometrisch  demonstrirt  werden,  so  ist 
der  Gang  seiner  Entwickelungen  überall  äusserst  schwerfällig.  Diese 
Schwierigkeiten,  welche  noch  durch  den  Mangel  einer  bequemen  syn- 
kopirten  Bezeichnung  der  verschiedenen  Grössen  und  ihrer  Verbindungen 
gesteigert  werden,  sind  aber  von  Cardano  durch  seinen  bewunderns- 
würdigen Scharfsinn  und  durch  seine  Fertigkeit  im  Rechnen  überwun- 
den. Obgleich  er  sich  schon  wiederholt  mit  der  Auflösung  specieller 
biquadratischer  Gleichungen  beschäftigt  hatte,  indem  er  sie  auf  die 
Form  zweier  Quadrate  zu  bringen  suchte,  so  gelang  es  ihm  doch  nicht, 
eine  allgemeine  Auflösung  dafür  zu  erfinden.  Auch  war  sein  Verfahren 
nicht  neu,  sondern  bereits  den  Indern  bekannt.  Einen  neuen  Anstoss, 
durch  welchen  die  Algebra  der  Gleichungen  zu  neuen  Fortschritten  geführt 
wurde,  gab  Giovanno  Colla,  auch  „Zuanne  de  Tonini  da  Coi" 
genannt,  der,  wiewol  Mathematiker  von  Fach,  doch  nur  dadurch  zu 
glänzen  suchte,  dass  er  seinen  Fachgenossen  schwierige  Probleme  vor- 
legte, die  er  selbst  nicht  zu  lösen  vermochte.  So  legte  er  i.  J.  1540  den 
Gelehrten  folgende  Aufgabe  vor:  „die  Zahl  10  in  drei  Theile  zu  theilen, 
welche  in  geometrischer  Progression  stehen  und  deren  erster  Theil 
mit  dem  zweiten  multiplicirt,  6  ergibt^'.  Cardano  schreibt:  ExempUmi^ 
Fac  ex  10.  tres  partes  in  continua  proportione  ,  ex  quarum  dnctu  primae 
in  secunäam^  producentur  6.  Hanc  proponehat  Joannes  Colla,  et  diee- 
hat  solvi  non  posse^  ego  verö  dicebam,  eam  posse  solvi,  modum  tarnen 
ignoraham,  donec  Ferrarius  eum  invenit.  Und  in  Regula  IL  Cap.  XX^XIX: 
„Alia  est  regula  nohilior  praecedente,   et  est  Ludovici  de  Ferrariis,   qui 


*)  L'algebre  d'Omar  Alkhayyami,  publ.,  trad.  et  accomp.  d'extraits  de 
niamiscrits  inedits.    Paris.  1851. 
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eam  me  rogante  inveniV''  Dieser  talentrolle  Schüler  Cardan's  (geb.  1522, 
gest.  1565)  war  später  Prof.  der  Mathematik  in  Mailand  und  an  der 
Universität  in  Bologna.  Er  betheüigte  sich  auch  an  den  Streitigkeiten, 
welche  zwischen  Cardano  und  Tartaglia  ausgebrochen  waren*). 
Es  gelang  ihm,  die  Methode  Cardano's  mit  einem  neuen  Gedanken 
zu  verbinden.  Er  bildete  aus  der  biquadratischen  Gleichung  zunächst 
zwei  Seiten,  in  welchem  die  eine  das  Quadi-at  eines  Binoms  bildete; 
sodann  fügte  er  zu  beiden  Seiten  eine  Hülfsgrösse  hinzu  dergestalt, 
dass  die  erst«  noch  ein  Quadrat  blieb,  und  zugleich  die  andere  zu  einem 
solchen  ergänzt  wurde.  Diese  Methode  ist  später  (1745)  durch  Simp- 
son zum  Zwecke  der  Auflösung  vollständiger  biquadratischer  Gleichun- 
gen verallgemeinert  worden.  Cartesius  in  Lejden  erfand  1637  die 
Methode,  eine  biquadratische  Gleichung,  in  welcher  das  zweite  Glied 
fehlt,  in  zwei  quadratische  Factoren  zu  zerlegen.  Er  veröffentlichte 
seine  Methode  in  seiner  Geometrie,  jedoch  ohne  Beweis.  Van  Schoo- 
ten,  Hudde  und  Beaune  haben  sie  dann  in  ihren  Commentaren  be- 
wiesen. Einen  neuen  Aufschwung  nahm  dann  die  algebraische  Ana- 
lysis  im  18.  Jahrhundei-t  durch  die  Arbeiten  von  Euler,  Bezout, 
Lagrange,  Yandermonde,  Mallet  und  Hulbe.  Die  beiden  letzt- 
genannten Algebristen  eröflEneten  in  der  Behandlung  der  Gleichungen 
einen  neuen  Gesichtspnnct  durch  ihr  Verfahren,  die  Unbekannte  zu 
varüren  und  die  Coefficienten  der  variirten  Gleichimg  gewissen  Be- 
dingungen zu  unterwerfen,  wodurch  diese  auf  einfacher  lösbare  Gleichimgen 
reducirt  werden.  Unter  diesen  Methoden  verdient  als  die  vorzüglichste 
hervorgehoben  zu  werden,  eine  biquadratische  Gleichung  in  eine  andere 
desselben  Grades  zu  transformiren ,  deren  Wurzeln  eine  geometrische  Pro- 
portion bilden,  oder  welche  sich  in  eine  reciproke  Gleichung  verwandeln 
lässt.  Diese  Methode,  welche  Mallet,  Prof.  der  Mathematik  in  üpsala, 
1780  veröffentlichte,  ist  zu  oft  wiederholten  Malen  nacherfanden  worden, 
und  zwar  von  Hulbe  1794,  von  Björling  1852,  von  Schlömilch  1861, 
von  Unferdinger  1864,  von  Pokornj  1865,  von  Alexandre  1866. 
Mit  einer  zweiten  Erfindung  Mallets,  die  vollständige  kubische  Gleichung 
in  den  Kubus  einer  zweitheiligen  Grösse  zu  transformiren,  ist  es  ähn- 
lich zugegangen.  Sie  ist  nacherfunden  von  Hulbe  1794,  von  Co  ekle 
1841,  von  Bretschneider  1844,  von  Arndt  1865,  von  Alexandre 
1866.  Bei  einem  Theile  der  Analjsis,  welcher  von  jeher  das  allseitige 
Interesse  der  Mathematiker  in  dem  Grade  fesselte,  wie  die  Algebra 
der  Gleichimgen  es  vermocht  hat,  dürfte  diese  Erscheinung  nicht  all- 
zusehr unsere  Verwundenmg  erregen.  Es  ist  verzeihlich,  wenn  der 
Geschichtsschreiber '  Hanke  1  sich  in  seiner  Entrüstung  über  Car- 
dano so  ereifert  und  in  seinem  Mitgefühl  für  den  unglücklichen  Tar- 
taglia sagt:  „Der  Mann,  dem  wir  den  grössten  Fortschritt  in  diesem 
Jahrhundert  verdanken,  wurde  vergessen,  seine  Methode  als  die  von 
Hudde  bezeichnet  und  nach  dem  treulosen  Cardano  die  dem  Tar- 
taglia   entwendete    Formel    benannt.    —  —   —  Cardano    hatte   die 


*)  Man  sehe  Libri,  Hist.  math.  IIL  180;    Grün.  Arch.  LH.  S.  143. 

Matthiessen,  Grandzüge  d.  ant.  u.  mod.  Algebra.  35 
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Freude,  Ferrari's  Entdeckung  in  seiner  Ars  magna  1545  veröffent- 
lichen zu  können.  Aber  die  Nachwelt,  ein  ungerechter  Richter,  be- 
nannte diese  Auflösung  nach  Bombelli*),  der  an  sie  genau  ebenso- 
wenig Anrecht  besitzt,  als  Cardano  an  die  sogenannte  Cardani'sche 
Formel.  —  —  —  Dies  ist  das  Verfahren,  durch  welches  Vieta  bei 
seinen  Zeitgenossen  sich  den  höchsten  Ruhm  erwarb,  welches  von  aus- 
gezeichneten Analytikern,  Harriot,  Oughtred  u.  A.  ausführlich  be- 
handelt wurde,  heute  aber  —  als  wenn  die  Nachwelt  immer  Unrecht 
üben  wollte  —  das  Newton'sche  Approximationsverfahren  genannt  wird." 
Freilich  ist  es  die  Aufgabe  des  Historikers,  das  schuldig  oder  unschuldig 
begangene  Unrecht  vor  den  Richterstuhl  der  Geschichte  zu  rufen  und 
nach  bestem  Wissen  und  Willen  ein  gerechtes  Urtheil  zu  fällen.  Aber 
auch  dieser  Richter  kann  irren,  er  begeht  hier  selbst  ein  Unrecht, 
denn  die  Approximationsmethode  von  Newton  ist  nicht  Eigenthum 
des  Vieta,  sondern  des  Chinesen  Tsin  Kiu  Tschau  (f  um  1300). 
Auch  nach  dem  räthselhaften  Lande  der  Mitte  haben  wir  unser  Augen- 
merk in  der  Geschichte  der  arithmetischen  Wissenschaften  zu  richten; 
und  leider  auch  diesem  lässt  der  geniale  Historiker  nicht  immer  Ge- 
rechtigkeit wiederfahren.  Er  sagt  S.  407  seiner  Geschichte  der  Mathe- 
matik im  Alterthum  und  Mittelalter  (Leipzig  1874):  —  —  „Wenn  es 
eines  Beweises  bedürfte,  dass  zwischen  indischer  und  chinesischer 
Mathematik  der  engste  Zusammenhang  besteht,  so  ist  es  die  Regel 
Tä-jän^  die  schon  im  3.  Jahrh.  im  Suän-Kmg  des  Sun-tsö  vorkommt. 
—  —  Diese  Regel  Tä-jän  ist  aber  nichts  anderes,  als  die  indische 
KtdtuJca^  —  — ".  Hankel  hat  dasselbe  Unglück ,  wie  der  ungerechte 
Richter  „Nachwelt".  Offenbar  hat  Hankel  die  2'ä-jän  Uegel  gar  nicht 
gekannt,  sonst  wäre  das -Kapitel  über  Mathematik  der  Chinesen  wo] 
weniger  dürftig  ausgefallen**). 

Seit  den  letzten  25  Jahren  ist  die  höhere  Algebra  in  eine  neue 
Phase  eingetreten  durch  die  Neugestaltung,  welche  sie  unter  den  Hän- 
den vonCayley,  Sylvester,  Salmon,Brioschi,Hermite,  Aronhold, 
Hesse,  Clebsch  und  Gordan  erfahren  hat.  Ohne  die  Kenntniss  der  bei 
der  Untersuchung  der  binären  algebraischen  Formen  in  Betracht  kommen- 
den Formensysteme,  der  Invarianten  und  der  Covarianten,  ist  kein 
tieferes  Eindringen  in  die  Theorie  der  Gleichungen  bis  zu  dem  gegen- 
wärtigen Standpuncte  dieser  Disciplin  mehr  möglich. 


*)  Dies  ist,  soviel  bekannt,' nur  von  Euler  geschehen. 

**)  Die  Regel  Tä-jän  hat,  wie  ich  nachgewiesen  habe,  durchaus  nichts 
gemein  mit  der  Kettenbruchmethode  (KuUuJca)  des  Aryabatthiya,  sondern  ist 
identisch  mit  der  Congruenzmethode  von  Gauss.  Vergl.  Vorlesungen  über 
Zahlentheorie  von  Dirichlet,  herausgegeben  von  Dedekind.  §  25,  und 
Gauss,  Diquisitiones  arithmeticae.    §.  32—36;  femer: 

Matthiessen,  Zur  Algebra  der  Chinesen,  Ztschft,  f.  Math,  und  Phys. 
XIX.  S.  270.  1874. 

Vergleichung  der  indischen  Cuttuca-   und  der  chinesischen  Tayen- 

Regel,  unbestimmte  Gleichungen  und  Congruenzen  ersten  Grades  aufzulösen. 
Sitzungsberichte  der  math.  -  naturwiss.  Section  in  den  Verhandlungen  der 
Philol.-Vers.  in  Rostock  1875. 
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§  200.*  Methode  von  Vieta*).    (Capitidum  de  dimactica  paraplerosi). 

Vieta   gibt   unter    andern    biquadratischen    Formen    die   Auf- 
lösung der  Gleichung 

x^  -\-  2gx-  +  hx  ==c. 

Vieta  sagt:  Problema  IIT.  Aequalitatem  quadrato-quadrati 
adfecti  tarn  sub  latere  quam  qaadrato:  per  medium  cubicae  ra- 
dicem  habentis  planam,  ad  quadraticam  deprimere. 

Proponatur  Ä  quad.  quadratum  +  G  piano  in  Ä  quad.  2  -\-  B 
solido  in  Ä,  aequari  Z  plano-plano.  Oportet  facere  quod  impera- 
tum  est. 

Sane   si   quadratum   effingatur   abs  Ä  quad.  -|-  G  piano  +  ^ 

quad.  — :  erit  illud  A  quad.  quad.  +  ^  plano-plano   +  G  piano 

in  Ä  quad.  2.  -\-  E  quad.  quad.  —  -{-  E  quad.   in  Ä  quad.  +  G 

plan,  in  E  quadratum**). 

Quoniam  igitur  ex  iis  quae  proposita  sunt,  adhibita  mathesi, 
A  quad.  quad.  -)-  G  piano  in  J.  quad.  2,  aequatur  Z  piano  piano 
—  B  solido  in  J.***). 

Utrique  igitur  aequationis  parti  addatur  id  quod  deficit  ab 
effecto  a  statuta  radice  plana  quadrato,  ergo  hac  aequalium 
aequalibus  additione,  rursus  pars  parti  aequalis  eritf). 


*)  Vieta,  De  emendatione  aeqiiationum.  Cap.  VI.  piobl.  III. 
**)  Der  Sinn  ist  folgender:  Es  sei  E^  =y  eine  Hülfsgrösse;  dann  hat  man 


gy 


(^x'  +  g-i-Y  yj-  ^'  +  g'  +  ^g^^'+^  y'  +  y^'  + 

***)  Nun  ist  nach  der  Voraussetzung 

£C*  +  '^gx^  =  c  —  bx. 

t)  Man  addire    beiderseits  g"^  -\ y'^'-j-  yx-  -\-  gy,  so  resultu-i 

/  1      \^  1 

(^*  +  fi'  +  y2/j    =  c-\-g^--^—y'^ -{- gy —  hx  -\-yx^. 

Damit  die  rechte  Seite  ein  Quadrat  werde,  bilde  man  ein  gleiches  Qua- 
drat, so  dass  in  der  Gleichsetzung  beider  die  Glieder,  welche  x  enthalten, 
verschwinden;  also 

(--—  —  xy^\    =c-^g''-\--y''  -\-  gy  —  hx-^yx''. 


35 
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lam  utraque  pars  dividitor  subquadratice,  illic  revoQata  ad 
analysin  genesi,  orietur  manifesto  Ä  quad.  +  Gr  piano  +  ^  quad.  —  • 

Quod  si  altera  quoque  aequalitatis  pars  posset  dividi  subqua- 
dratice^  quod  oriretur,  foret  radicibus  illis  planis  ex  prima  parte 
ortivis  aequale. 

Effingendum  est  igitur  quadratum  a  radice  plana  ^  et  illud 
alteri  aequalitatis  parti^  id  est  Z  plano-plano  una  cum  suis  ad- 
fectionibus  comparandum  et  adaequandum,  ut  radices  quoque  com- 
parentur  et  adaequentur  inter  se;   et  statuatur  idcirco  radix  illa 

plana  effingendi  quadrati  ^t^ —  E  in  J.*),  sie  enim  in  com- 

paratio»e   evanescent   adfectiones    sub  Ä   et  gradibus   et  incide- 

tur  in  aequalitatem  de  E,   quo   tendendum  est.     Effictum  igitur 

T      .              ..   4-  B  solido-solidum    ,     ti  t     ■        a  i  -t^ 

quadratum  erit ^ — . \-  E   quad.   m   A.    quad.  —  E 

solido  in  Ä ,  aequale  Z  plano-plano  —  B  solido  in  Ä  -{-  G  plano- 
plano  -f-  E  quad.  quad.  --  -{-  E  quad.  in  A.  quad.  +  G  piano  in 
E  quad.**). 

Et  deletis  utrinque  adfectionibus  sub  A  QiA  quad. ^^ -^— — 

aequabitur  Z  plano-plano  -\-  G  plano-plano  +  E  quad.  quad. 
-^+G  piano  in  E  quad.***). 

Et  Omnibus  in  ^  quad.  4.  ductis  et  rite  ordinatis,  J^J  quadrati- 
cubus  4-  G  piano  4  in  £'  quad.  quad. +^plaiio-plano  4. +6r  plano-plano  4. 
in  E  quad.,  aequabitur  B  solido-solidof).     Innotescat  autem  E 

esse  D:  A  quad.  +  D  in  ^,   aequabitur  —jt-^ (r  piano  — D 


quad. 


D.2. 
1 


&2  1 

j^yx^  -hx  =  c  -  hx  +g''  +  ^^^'  +  2/-^-''  +9y  • 

**)  Hebt  man  beiderseits  gleiche  Glieder,  so  ergibt  sich 

^  =  c  +  ^^  +  -  7/M-  5^^  • 
***)  Multiplicirt  man  Alles  mit  4y  und  ordnet,  so  erhält  man 

t)  Ist  1/y  eine  Wurzel  dieser  kubischen  Resolvente,  so  ist 
x^  4-  Vi  X  =  -; g TT  Vi^  • 


[ 
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§  201.    Methode  von  Descartes*). 

Descartes  gibt  in  seiuer  Geometrie  und  zwar  ohne  Beweis 
eine  Auflösung  der  biquadratischen  Gleichungen,  welche  im  Allge- 
meinen mit  der  von  Vieta  gegebenen  übereinstimmt.  Der  Fort- 
schritt, welcher  in  seiner  Methode  erkennbar  ist,  besteht  darin, 
dass  er  die  gegebene  Gleichung  in  zwei  quadratische  Factoren  zer- 
legt, welche  die  vier  Wurzelwerthe  derselben  liefern.  Gegeben  sei 
die  Gleichung**) 

-\-  ii;**  .  pxx  .  qx  .  r  :sD  0 . 
Man  bilde  die  Gleichunof 


+  f  .  22ry'^ .  +^^^'.  yy  -  qq^O. 


Für  die  Zeichen  +  oder  — ,  welche  weggelassen  sind,  wenn  -|-  p 
in  der  gegebenen  Gleichung  steht,  setze  man  in  der  zweiten  +  ^P] 
wenn  — jj,  so  ist  zusetzen  —  2}).  Wenn  ferner  in  der  gegebenen 
Gleichung  -\- r  steht,  ist  in  der  zweiten  zu  setzen  —  4>-;  wenn 
—  r ,  dann  -|-  4  r  . 

Beispiel.    Gegeben  sei 

^••i*  —  4xx  —  8^^  +  35  3o  0 . 
Man  löse  statt  deren  auf 

/  -  8i/^  -  124:yy  -  64  3üO. 
Durch  diese  Hülfsgieichung  ist  es  möglich  die  gegebene  Gleichung 

+  x^*  .  pxx  .  qx  .  r  -X)  0 
in  zwei  Gleichungen  vom  zweiten  Grade  zu  zerlegen,  nämlich 

+  XX  —  yx  +  \yy  '  yi^  *  ^  ^  0, 
und 

+  XX  +  yx  -f  ^yy  '\p'Vy^^' 
Ist  der  Coefficient  des  zweiten  Gliedes  -\-  p ,  so  ist  in  den  quadra- 
tischen Gleichungen  -\- -^  p  zu  setzen;   wenn  — p,  dann i:r  P  - 

Ist  der  Coefficient  des  dritten  Gliedes  -\-  q,    so   ist  in   der   ersten 


*)  Descartes,  La  geometrie  liv.  III.  Paris  16G4.  Zuerst  herausgegeben 
Leyden  1637;  später  lateiniscli  Amsterdam  1644  mit  Noten  von  Beaune  und 
Commentar  von  Schooten.     Lugd.  Bat.  1649;  Frankf.  a,  M.  1695. 

**)  Die  Form  der  Gleichung  ist  die  beiDescartes  und  seinen  Schülern  üb  liehe. 
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quadratischen  Gleicliung  -j-       ,   in  der  zweiten  —  ^-     zu     setzen 
und  umgekehrt. 

Zahlenbeispiel.     Gegeben  sei 

^*  —  11 XX  —  20x~6  ^dO, 

Man  löse  die  Gleichung 

1/  —  34:1/  +  313yy  —  400  x)  0 

auf^   wobei   man  findet  yy=\i').    Die    beiden  Partialgleichungen 
sind 

XX  —  4rr  —  3  3o  0, 

XX  -\-  Ax  -{-  2  X)  0. 

Die  Wurzeln  sind  ]/!  +  2 ,  ]/!  —  2 ,  2  +  l/2  und  2  —  1/2  . 
Beweis  von  Beaune.    Die  biquadratische  Gleichung  sei 

und  nach  Descartes'  Vorschrift 


^    ~T~  IJ"^  -j-        "'      ' 

Dann  ist 


^•'  +  /y^  +  2  y'  +  2  ^^  ""  2  7/  ^  ^ 


und  wenn  man  beiderseits  quadrirt^ 

oder 

^'  +  X  ^'  +  ^■^'  +  2  ^^'  +  T ^'  +  '^'^  ~  {,f  ^  ^• 
Subtrahirt  man  hiervon  die  vorgelegte  Gleichung 

^4*  _|_  ^j/,.2  _j_  g^  _|_  ^  30  0  , 

so  bleibt 

X  2/'  +  Yi^2/'  +  -4  /  —  ^  —  4-^  ^  0, 

und   wenn  man  mit  Ay'  multiplicirt, 

4-  «^ 
if  +  2^)?/*  _  4^  2/2/  —  ^3'  ^  0,     qu.  e.  d. 


t 
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§  '202.    Methode  von  Fr.  van  Schooten*). 

Die  analytische  Methode  YanSchootens  wird  falschKch  Des- 
cartes  zugeschrieben.    Um  die  Gleichung 

af**  +  pxx  -\-  qx  -\-  r  -x:  0 
zu  reduciren,  nehme  man  an,  dieselbe  bestehe  ans  den  Factoren 

XX  -\-  yx  -\-  2  :x>  0  y  und  xx  —  yx  -{-  v  :x>0. 
Führt  man  die  Multipb'cation  ans,  so  resultirt 
X**  +  ^•^•P  —  ^y^  ^  tJj  •  3c  0. 

—  yy  +^y 

+  v 
Aus    der   Yergleichung    der    homologen  Coefficienten    dieser   und 
der   vorgelegten   Gleichung   ergeben   sich   folgende    Bestimmungs- 
gleichungen: 

2  —  yy  +  v    3op, 
—  zy  +  cy^q, 
CS  'x>  r. 
Hieraus  ergibt  sich  weiter 

1,1  q 

^^^yy  +  ^p  —  T^y 


1  I     1         I      5 


und 

Entwickelt   man  das  Product,   so   erhält  man  die   bikubische  Re- 
solvente 

Die  beiden  quadratischen  Gleichuhgen  sind  alsdann 

xx  +  yx  +  ^yy  +  y i^  -  4  ^  ^' 

und 

xx-yx  +  ^yy-h^p  +  ^^O. 


*^;  Fr.  V-  Schooten,  Commentar.  in  libr.  HL  geometriae  CartesiL 
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§  203.    Die  Euler'scilen  Formeln ^■•)' 
Die  vorgelegte  Gleichung  sei 

x'^  +  px^  -{-  qx  -\-  r  =  0 . 
Sind  dann  2/172/2;  2/3  ^i^  Wurzeln  der  Resolvente 

y'  +  Ypy'  +  ü  (p'  -  4^)  2/'  -  ^  s'  =  0  , 

so  ist  für 

x^  und  ^2  =  +  y^  +  (Vtj^  +  y^) , 

.x^  und  x^  =  —  Yy,  ±  (Yy,  —  y^)  ; 
x^  und  ^'^  =  —  Yy,  =f=  (y^/,  +  Yy,)  , 


q  negativ: 


g  positiv:     ,  /—__,/—  .— 

.X.,  und  x^  =  -\-  Yyi  +  iy2/2  —  Yy^. 

Diese  Formeln  sind  von  Euler  vermuthlicli  durch  ein  Combina- 
tions verfahren  entdeckt  worden.  Aus  den  Formeln  von  Vieta  und 
Descartes  {4,y  anstatt  y'^  gesetzt): 

x'±2Yyx-\-2y  +  ^p^-^^0 

-  4.yy 

folgt  nämlich: 

^1  +  ^2  ==  ^y^^,     x,,  +  x^  =  —  2  Yy^, 

^1  +  xs  =  ^Vy^,  ^2  +  •%  =  —  2  y 2/2 , 

^  x,  +  x^  =  2  Yys ,     X.  +  x^  =  -  2  y^/^, 
und  hieraus 

^1  =  yyi+Yy2+Yyl' 

Euler  substitairt  nun  aligemein 

^  =  y^i  +Vy2  +V'ihy 

wo  yi,y2,y3  die  Wurzeln  der  kubischen  Resolvente 

y^  —  fy^  +  9y  —  1^  =  0 

bezeichnen,  so  dass  man  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  f,  g, 
li  hat: 

f'=yi  +  y2  +  y3y 
g^yiy^  +  yiy^  +  y^y-i, 
/^  ==  2/12/2^/3  • 


*)  Euler,  De  formis  radicum  aequationum  cujusque   ordinis   conjectatio. 
Comm.  Acad.  Petrop.  vet.  Tom.  VI.  1739. 

Vollst.  Anl.  zur  Algebra  IL  Cap.  XV.    §  192.    Petersburg  1770. 


203.     Die  Eulerschen  Formeln. 
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Erhebt  man  die  substituirte  Function  ins  Quadrat,   so  erhält  man 
nach  Transposition  der  rationalen  Glieder 

Quadrirt  man  abermals  und  transponirt,  so  ergibt  sich 

a,^-2fx'  +  r  -ig  =  8  YH;^,  (W,  -f*  j/^^  +  Vg) , 
oder,  wenn  man  x  an  die  Stelle  des  eingeklammerten  Terms  setzt, 

x'  —  2fx'  -  8Yh.x  +  {f-  —  4g)  =  0. 
Aus  der  Vergleichung  der  homologen  Glieder  dieser  und  der  vorge- 
legten Gleichung 

x^  +  p^'  -\-  qx  -\-  }'  =  0 
ergeben  sich  folgende  Bestimmungsgleichungen  für  f^g^li: 


■2f=- 

8yh  =  — 
r--ig  =  >-, 


f=  —  -FP' 


4r) 


Die  Eulersche  Resolvente  lautet  demnach 


2/'  +  yi^r +  ^(y' 


4>0^-^r  =  o. 


64 


Weil  nun  die  Quadratwurzel  aus  y  zwei  gleiche  und  entgegenge- 
setzte Werthe  hat,  so  gibt  es  acht  verschiedene  Combinationen  von 

'JzVVif  "ilYVii  'izYVzj  s-us  denen  je  eine  Wurzel  der  vorgelegten 
Gleichung  gebildet  werden  kann.  Yon  diesen  haben  aber  nur  vier 
zur  Zeit  Gültigjkeit.    Da  nämlich 


VyiV-yz^V^^  = 


sein  muss,  so  ist  für 


q  negativ:    < 


q  positiv: 


^■2  =  +  Vyi  —Vy^  —  Vih> 
^3  =  -  y^  +  Vy-2  —  Vy_3_, 
Xi  =  —  Wi  —Yy2  +  Vy3i 

^i  =  —  Vyi  —Vyl  —  Vik, 


^2--Vyi+Vy^+Vy^, 
^^,  =  +  Vii-Vy^  +  Vys, 
^^  =  +  Vth+  Vy-i 


Vy, 
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Diese  Wurzelformen  lassen   sich  auch  direct   aus   der  Formel 
von  Descartes  ableiten.    Diese  ist 

^'  — !/^ +  {-!/'  + Yi>+ 27  =  Ö-     ^ 

Setzt  man  4y  an  die  Stelle  von  y^ ,  so  geht  die  Resolvente  von 
Descartes  in  die  von  Euler  über;  und  die  quadratische  Gleichung 
wird 

Da  der  Coefficient  des  zweiten  Gliedes,  negativ  genommen,  gleich 
der  Summe  zweier  Wurzeln  ist,  so  hat  man  zur  Bestimmung  der- 
selben folgende  lineare  Gleichungen  aufzulösen,  worin  ^1,2/2?  2/3  ^i^ 
drei  Wurzelwerthe  der  kubischen  Resolvente  sind: 

^1  +  ^2  =  +  2  y^ ,  ^3  +  ^4 =  —  (^1  +  ^2)  =  ±  ^  y^? 

^1  +  ^3  =  +  2  Vy^y     ^2  +  ^i==  —  (^1  +  ^3)  =  ±  2  y^; 

^1  +  ^^i  =  +  2  y^/g ,  ^2  +  ^3  =  —  fe  +  ^4)  =  ±  2  Vv; . 

Wählt  man  das  obere  Vorzeichen,  so  erhält  man 

X,  und  ^2  =  —  VPi  +  iVlh  +  Vyj)  , 
X,  und  ^r^  =  +  y^  +  (Yij^  —  Yy^)  . 

Wählt  man  dagegen  überall  das  untere  Vorzeichen,  so  erhält  man 

X,  und  ^2  =  —  y^  ±  (Vlh  +  Vlh)  ,  ,      ' 

x^  und  x^  =  —  y^/i  +  (Yy,  —  YVs)  • 

Die  Resolvente  hat  wegen  des  negativen  Vorzeichens  ihres  Absolut- 
gliedes stets  eine  positive  reelle  Wurzel.  Um  zu  ermitteln,  wann 
das  obere  und  wann  das  untere  Vorzeichen  gültig  sei,  gehen  wir 
aus  von  den  symmetrischen  Functionen  der  Coefficienten  der  vor- 
gelegten Gleichung.    Dieselben  sind 

(x^  +  X2)  +  fe  +  x^)  =  0, 

^1^2(^3  +  ^4)  +  (^1  +  ^2)  ^3^4  =  —  ^; 

/y»     /v*     'Y*     ^       — —    /i^ 

1     2     3     4  —■"'  '   • 

Verbindet  man  die  erste  Gleichung  mit  der  zweiten  und  dritten,  so 
erhält  man 

^1^2  ~r  ^3*^4  ^^^  P     \     {•^1  "T"  ^2)    ; 
X\  Xa  ~~~  X^  X^  —  ^  •  \X^  ~j~  ^2)  ' 
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Nehmen  wir  au^   es   sei  (x^  +  ^-2)  ^^^  negative  Theil  der  Summe 
der  vier  Wurzeln,  dann  geht  die  Gleichung  über  in 

q  =  ii\+x,) (x,x^-x,x^)  =  (—  2]/2/J(-  ■^Yy^s)==+^Vthydk • 

Wenn  vorausgesetzt  wird,  dass   (x^^  -j-  X2)  =  2  Yy^ ,  d.  i.  gleich  dem 
positiven  Theile  der  Wurzelsumme  ist,  so  wird 


q  =  (a',+  x.^  (x,x,  -  x^x^)  =  2  Yy,  (—  4y^,2/3)  =  -  ^YViViVz  • 
Ist  demnach  q  positiv,  so  sind  die  oberen  Vorzeichen  zu  nehmen, 
ist  q  negativ,  die  unteren. 

Was  die  Realität  der  vier  Wurzeln  anbetrifft,  so  kann  man 
sich  folgender  entscheidender  Merkmale  bedienen*).  Die  positive 
reelle  Wurzel  der  Resolvente  sei  y^ ;  die  beiden  andern  Wurzeln 
y.2  und  ^3  sind  entweder  beide  positiv  oder  beide  negativ,  weil 
UiV-zl/s  positiv,  oder  sie  sind  beide  complex. 

Sind  y.2  und  y^  positiv  reell ,  so  hat  die  biquadratische  Gleichung 
vier  reelle  Wurzeln.  Sind  dagegen  2/2  und  y.^  negativ  reell,  so  hat 
sie  zwei  Paare  von  complexen  Wurzeln,  ausgenommen  wenn  ^2=2/3 
ist,  in  welchem  Falle  zwei  Wurzeln  reell  und  gleich,  das  andere 
Paar  complex  wird.    Es  sei 


y-2  =  ~  ^^ 

so  hat  Yl/i  +  y^  ^i®  Werthe 

lu  +  /r,     tu  —  ^y,     —  iu  +  iv ,     —  iu 


IV  ^ 


wo  /  für  Y —  1  gesetzt  ist.  YViU?,  ist  in  dem  ersten  und  vierten 
Falle  negativ,  in  den  beiden  übrigen  Fällen  positiv. 

Sind  endlich  y^  und  y^  ein  Paar  conjugirter  complexer  Wurzeln, 
so  hat  die  biquadratische  Gleichung  ein  Paar  reeller  und  ein  Paar 
complexer  Wurzeln. 

Es  sei 


y/^  =  2h  +  2v  Y-  1,     Ih  =  2^^  -  2r  ]/-  1, 
so  hat  man,  wenn  ir  -\-  v-  =  >--,  und  die  Quadratwurzeln  absolut 
o^enommen  werden, 

V>-  + 1'  +  i  VT^^u ,  yg  =  y>-  +  H  -  i  y,-  — « . 


Vy. 


Demgemäss  erhält  man  folgendes  System: 

2iYi^^' 


Yy-2  +  Yy,  ■  ^Yr  +  u 


Yy^ys 


2r 


—  2r 


—  2lYr- 
—  2r 


—  2Yr  +  u 
2r 


*)  Man  sehe:  Elemente  der  Mathematik  von  Baltzer.  III.  §  7. 
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Die  vorstellenden  Bestimmun  gen  können  nun  auch  noch  vermittelst 
der  Discriminante  der  biquadratischen  Gleichung  ausgedrückt  werden. 
Die  Discriminante  der  vollständigen  biquadratischen  Gleichung 

x^  +  ax^  +  hx^  -\-  ex  -{-  d  =  0 
ist  nach  §  79  c.  (30) 

i)^  =  A  (h'^-.3ac-\-12df  —  ^  (12hd+9aJ)c-21c'-21a'd-2hY 

=  —  i  [h{ac  -  Ad)  —  d{ahl  ~  Ud  +  c")  f 

+  y  (&2  -  3ac  +  \2d)  [(ac  -  4^)^  —  U{a\l  -  4?>fZ  +  c^)  ] . 

In  dem  letzteren  Ausdruck  hat  sie  die  Form  der  Discriminante  1).^ 
der  kubischen   Gleichung  und    eignet   sich   deshalb   am   besten   zu 
einem  Kriterium.    Wird  a  =  0^  ^  =  P ^  ^  =  9.y  d  =  r  gesetzt^   so 
reducirt  sich  die  Discriminante  auf 
D^*  =  16/r  -  4p'q'  -  12S2J^r'-  +  144^?^^  -  21q^  +  256^^ 

=  ~-^(ß2pr  —  9^^^)'^  +  |0)2  +  12r)n2p'r  ~  3pq'  +  16r'^). 

O  ö 

Ist  die  Discriminante  D/'  positiv,  also 

(ß2pr  —  9q^y  <  A(p^  +  12r)  (l^/r  -  3pq;'  +  16 r'^) , 
so  sind  alle  vier  Wurzeln  entweder  reell  oder  complex. 
Ist  die  Discriminante  D^*  negativ,  also 
(32pr  -  9qJ  >  4(/  +  12r)  (12i/r  -  Spq-  +  16 r) , 
so  ist  ein  Wurzelpaar  reell,  das  andere  complex. 
Ist  die  Discriminante  Z)^*  gleich  Null,  also 

(ß2pr  —  9qy  =  4(/  +  12r)  {12p'r  —  3pq'  +  16r^) , 

so  hat  die  Gleichung  zwei  gleiche  Wurzeln. 

1.  Beispiel.  Aufzulösen  ic*  —  25^;^  +  60^  -  36  =  0 .  (Eu- 
ler's  Alg.  §  195.) 

Die  Resolvente  ist 

o  25  ,  2     .     769  225         ^ 

^  -  Y  ^    +  16-  ^  -  -4-  -  ^  • 

Um  die  Brüche  fortzuschaffen,   setzen  wir  y  =  -~  z  -^  dadurch  wird 
^3  _  50^2  _|_  759^  _  3ßoo  =  0 . 

2 
Zur  Wegschaffung  des   zweiten   Gliedes  setze  man  ^  =  t^  +  ^^y? 

woraus  resultirt 


§  203.     Die  Euler'schen  Formeln.  557 

oder  kurz 

if  —  cci]  ~  ß  =  0. 

Die  Wurzel   dieser  Gleichung  tritt  in  irreductibler  Form   auf  und. 
wird   durch   die  Methode   der  Dreitheilung   der   Winkel   gelöst   auf 
folgende  Weise. 
Man  setze 

Man  findet  dann 

log  sin  3(p  =  1,3313318 ,     9  =  4^'  40';i . 

log  sin  (p  =  2,8572208  ; 

1  ^/i^^^      .  2 

^]i  = .r  V  i  i'^  .  sni  cp  = 


3 


Folglich  ist 


o 


^  =  Ui+  16-=  16,     y,  =  4. 

Um  die  beiden  andern  Wurzeln  ?/o  und  ?/^  zu  erhalten,  dividire  man 
die  Resolvente  durch  den  binomischen  Factor  y  —  4^  wodurch 
man  erhält 

y— siy  +  ^^o, 

und  die  übrigen  Wurzeln  y^  und  ^/g  =  -  (17  +  8)  .    Demnach    ist 

Zur  Entscheidung  über  das  richtige  Vorzeichen  beachte  mau,  dass 

■—(1  =  8  Ylti  Vv-i  VUd  negativ  ist.  Demgemäss  sind  einmal  alle 
drei  Vorzeichen  negativ,  die  übrigen  Male  je  eine  Wurzel  negativ 
zu  nehmen.    Die  gesuchten  Wurzeln  sind  also 

^.  =  -2-2|  -li  =  -6, 


-  +  1--       - 


«.  =  -  2  +  2i  +  1^  =       2 


x,=+2-2\  +  \\=       1, 
*-.=+2  +  2i-li=       3. 
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2.  Beispiel.    Aufzulösen  x^  —  Ix^  +  11  x'^  —  17^  +  6  =  0. 
Zur  WegscHafFung  des  zweiten  Gliedes  substituire  man 

«■  =  i  «  + "?) , 

wodurch  die  Gleichung  sich  reducirt  auf  die  Form 

|4_22f  -  24?  +  45  =  0. 
Die  Resolvente  ist 

2/3  _  11^'^+  19^_  9  =  0. 

Man  transformire  dieselbe  in  den  Kubus  einer  zweitheiligen  Grösse. 
Durch  Anwendung  der  Methode  der  Wurzelquadrate  der  Variirten 
erhält  man  die  Resolvente  IX.  dieser  kubischen  Gleichung^  nämlich 

wo  a==ll^  h  =  19 ,  c  =  —  9  zu  setzen  ist.    Man  findet 

s~  —  10^  +  25  =  0, 
also 

^i     =    ^j;     =     5  . 

Nun  ist,  {y  —  2)^  =  71  gesetzt, 

rf  —  487^2  +  768t?  —  4096  =  0, 
und  v^egen  a^^  —  3^^  =  0, 

1^1  =  16,  7/  =  +  4  +  5,  2/1  =  9,  y.j,  =  l. 
Da  die  Gleichung  in  2  zwei  gleiche  Wurzel werthe  hat,  so  sind  auch 
zwei  Werthe  von  y  einander  gleich.    Es  ist  nämlich 

^1  =  9 ,  ^,,  =  2/3  =  1 , 
und  folglich 

Diese  Werthe  setzen  wir  in  die  Euler  sehen  Formeln  ein,  indem 
wir  jedesmal  drei  Werthe  dergestalt  combiniren,  dass  sie  ein  po- 
sitives Product  geben,  indem  q==  —  24,  also  negativ  ist.  Es  ist 
demnach 

Ji  und  I2  =       3  +  (1  +  1)  =  5  und  1 , 
^3  und  |,=  -3  +  (l  -  l)  =  -3. 

Mit  Hülfe  der  Substitution  x  =  --  {i,  -\-  1)  erhält  mau  endlich  die 
gesuchten  Wurzeln 

Xt    -        O  ,     X:.)  ^^——  i-i  ,     X>  — -~    1  ,     Xj^  '^^——   X  . 
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§  204.    Ableitung  der  Euler'schen  Formeln  nach  Lag  ränge*). 

Die  Methode  von  Lagrange  gleicht  imPrincip  der  Methode  von 
Hudde  die  Cardani'sche  Formel  abzuleiten.  Gegeben  sei  die  un- 
vollständige Gleichung 

x^  +  P^^  +  qx  -]-  r  =  0 . 
Man  substituire  die  lineare  Function 

^  =  Vth  +Vy2  +  Vik- 

Quadrirt  man   diese  Gleichung  zweimal  nacheinander  ohne  Trans- 
position ^  so  erhält  man 

^'  =  (2/1  +  y>  +  2/3)  +  2  (y^,  +  yy[g  + 1/2^) ,  

*■*  =  (2/1  +  2/2  +  2/3)'  +  Hvi  +  2/2  +  2/3)  (>^2^  +  y^  +  Vy^j;) 

+  4(2/i2/2  +  2/12/3  +  2/22/3)  +  8  ■/2/12/22/3  iWi  +  1/2/2  +  1^2/3)  • 
Substituirt  man   die  Werthe   von  x,  x-  und  x^  in   die   vorgelegrte 
biquadratische  Gleichung   und    setzt   wieder  x   an    die   Stelle  von 
VUi  +  Vy-i  +  Vy^  y  so  resultlrt 

(2/1  +  2/2  +  2/3)'  +  4(2/i2/2  +  2/i2^  2/22/3)  +  i?(2/i  +^2  +  2/3)  +  '• 
+  [4  (2/1  +  2/2  +  2/3)  +  2p]  (^2/1 2/2  +  y2/2  2/3  +  1^2/22/3) 
+  (8]/2/i2/22/3  + 3)^  =  0. 

Da   die  Substituirte   zwei  Willkürliche   enthält,   so   gestattet  diese 
Resultante  noch  eine  Zerlegung  in  zwei  Partialgleichungen^  nämlich 

4(2/1  +2/2  + 2/3) +'2i^'=0, 

8/2/12/22/3  +  ^  =  0. 

lliedurch  geht  die  transformirte  Gleichung  über  in 

2/12/2  +  2/12/3  +  2/22/3  =  ^  (P'  -  4r) ; 
ausserdem  ist 

2/12/22/3  =  ^2'- 
Demnach  ist  die  Resolvente  in  y 

2/'  +  l  Pf  +  re  (^'  -  4  -•)  2/  -  ^  S^  =  0  . 


*)  Lag  ränge,  Le9ons    d'arithmetique  et  d'algebre.    III.    SOG.     [Seanees 
des  ecoles  normales  (1794—95)]. 

Lacroix,  Complem.  des  elemens  d'algebre.    §  69. 
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Ist  ^  =  0,   das   zweite  Glied   dagegen   nicht   gleich  Null^   also  die 
vorgelegte  Gleichung 

x"^  +  mx^  -\-  px^  -{-  r  ^=  0 , 
so  setze  man  x  =  Yr  :  x\    Die  Gleichung  geht  dadurch   über  in 

x'^  +  i^^'^  +  niYrx'  ~\-  r  =  0 . 

Substituirt  man  jetzt  auch  x'  =  Yy^  +  Yy-i  +  YVs  .•    ^o   wird   die 
Resolvente 

y^  +  Y^y^  +  Ig  (^^'  ~  "^^^^  y  ~  li  ^^^'^^  ^  ^^ ' 

welche  sich  von  der  Euler'schen  nur  durch  das  Absolutglied  unter- 
scheidet.   Es  ist  alsdann 

X  =  Yr:  (Yii  +Vy'2+  Yis)  • 

§  205.    Methode  von  Euler  und  Waring*). 

Das  Princip^  worauf  Euler  später  eine  allgemeine  Auflösungs- 
methode der  Gleichungen  aller  Grade  zu  gründen  versuchte^  ist 
bereits  früher  (§  37)  angedeutet  worden. 

Wir  haben  gesehen^  dass  die  Wurzel  einer  biquadratischen 
Gleichung,  in  welcher  das  zweite  Glied  fehlt,  sich  darstellen  lässt 

in  der  Form:   x  =  Yt/i  +  Yy2  +  Vyd  i  wo  «/i,  2/2;  2/3  die  drei  Wur- 
zeln der  kubischen  Resolvente 

y'  +  Yi>2/'  +  ^  (f  —  ^r)y  ~^q^  =  0 

bezeichnen.    Setzt    man    nun    y^  =  0  oder  y  =  Y^ }    so    geht    die 
kubische  Gleichung  über  in 

Bezeichnet  man  die  W^urzeln  dieser  Gleichung  mit  0^,  s^:  ^ai  so  wird 

4,—  4,~  4/— 

-    x  =  Y^i  +  Y^2  +  y  %  • 

Analog  ist  für  die  kubische  Gleichung  x^  -{-  2^^  -\-  ([  =  0  : 

q    jj 

^  =  V^i  +  y^2, 


*)  Euler^    De    resolutione    aequationum   cujusvis  gradus.     Nov.    Comm. 
Petrop.  IX.  1762. 

Waring,  Miscellanea  anaiytica,  p.  44.    1762. 

Blomstrand,  De  methodis  praecipuis  etc.    p.  37.    Lundae  1847. 
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WO  ^1  und  z^  die  Wurzeln  der  quadratischen  Resolvente  ^ 

bezeichnen.    Und  endlich  ist  für  die  quadratische  Gleichung 
in  ähnlicher  Form 

wo  z  die  Wurzel  der  Resolvente 

ist. 

Durch   diese   Analogien    wurde  Euler    verleitet    anzunehmen, 
dass  wenn  das  zweite  Glied  einer  Gleichung  fehle,  die  Substitution 

zur  Auflösung  derselben  führen  müsse  oder  die  gesuchte  Wurzel- 
form sei.  Er  modificirte  indess  mit  Waring  dieselbe  insoweit,  dass 
er  substituirte 

^1  =  ^'l  V^+  %  V^+  V,y?-\ h  Vn-l  Y^\ 

worin  an  die  Stelle  von  y  z  der  Reihe  nach  die  Werthe 

^z,  oYz,  a^yi,  ...  aJ^-^Yz 
zu  setzen  sind,  um  alle  übrigen  Wurzeln  x.^,  x.^^  .  . .  Xn  zu  erhalten. 

Setzt  man  der  Kürze  wegen   y  z  =  y  ,   also    y"-  —  ^  =  0  ,    so 
wird  die  allgemeine  Wurzelform: 

Die  Methode  von  Euler  besteht  also  im  Folgenden: 
Aus  der  substituirten  Function,  welche  n  unbestimmte  Grössen 
enthält,  müssen  zunächst  die  Wurzelzeichen  entfernt  werden,  ent- 
weder durch  Erhebung  zur  w*^^  Potenz  oder  auf  eine  andere  Art. 
Man  erhält  dadurch  eine  Gleichung  in  x  vom  ?i^®^  Grade,  welche 
mit  der  vorgelegten  verglichen  n  —  1  Bestimmungsgleichungen  liefert, 
aus  denen,  durch  willkürliche  Annahme  der  einen  unter  ihnen,  die 
übrigen  Unbestimmten  gefunden  werden.  Die  Finalgleichung  wird 
dann  eine  Gleichung  in  z  sein,  welche  als  die  Resolvente  der  bi- 
quadratischen Gleichung  anzusehen  ist. 
Um  also  die  Gleichung 

Matthiessen,  Grundzüge  d.  ant.  u.  mod.  Algebra.  36 
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g  x^  -{-  px^  -\-  qx  -{-  r  =  0 

aufzulösen,  substituire  man  die  lineare  Function 

^  —  K?/  +  ^2?/'  +  %2/^)  =  0,      y^  —  0  =  0. 
Zunächst  ist 

X  —  v^y^  =  v,y  +  v.^t/ , 
und  wenn  man  auf  beiden  Seiten  zum  Quadrat  erhebt, 
x^  —  2v^y^x  +  v/^  =  v^^f  +  2v^v^0  +  v^^sif, 
oder 

Quadrirt  man  abermals,  so  erhält  man 

Vergleicht  man  nun  die  homologen  Coefficienten  dieser  und  der  ge- 
gebenen Gleichung,  so  erhält  man  folgende  Bestimmungsgleichungen 
für  v^jV^i  %  und  2 : 

2(V  +  2vi^^3)^  =  — i?, 

{v,'  -  2v,v,yz'  -  (^/  +  v.'zfz  =       r. 
Aus  der  ersten  und  zweiten  folgt 


^i'  +  V^  =  ~ 


2 
_i_ 


Setzt  man  diese  Werthe  in  die   dritte  Gleichung  ein,   so  resultirt 

Da  diese  Gleichung  eine  Willkürliche  enthält,  so  kann  man  v^  =  1 
setzen  und  der  ersten  Bestimmungsgleichung  gemäss 

4:i\i\^z  ==  — p  —  2z. 
Die  Resultante  verwandelt  sich  hierdurch  in  die  bekannte  Resolvente 

,3  +  1^5^  +  .1  (/  _  4r).  -  i;\  2^  =  0  . 

Hat  man  einen  Werth  von  z  berechnet,  so  findet  man  x  aus  den 
beiden  Gleichungen 

und  • 
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^^^^~  21/7    ' 

indem   man  dieselben   zu   einander  addirt  und  die  Summe  radicirt, 
woraus  sich  ergibt 

r,  +  V,  VI  =  ~  V-q-2pYI-40y7. 

Es  ist  alsdann 

^1  =  ^'iV  +  ^'2y'  +  ^32/^  ==  r  +  (^'i  +  hy-)ij 


worin  man  sofort  die  Wurzelform  von  Descartes  erkennen  wird. 
Die  drei  andern  Wurzeln  erhält  man  durch  Vertauschung  der  Vor- 
zeichen der  Radicale,  nämlich 


x^  und  X2=yz  +--]/—  45"  —  2i? ^ , 


x^  und  rr^  =  _  -|/7  _|_  -1  y  —  4^  —  2p+    ^ 


V7 


§  206.    Methode  von  Bezout*). 

Die  im  Folgenden  beschriebene  Methode  unterscheidet  sich  von 
der  Euler'schen  dadurch^  dass^  während  Euler  y^  — 0  =  0  setzt 
und  bei  der  Substitution 

aus  den  Grössen  v  und  y  eine  Finalgleichung  in  z  sucht,  Bezout 
sofort  s  =  1  setzt  und  eine  Finalgleichung  (Resolvente)  in  v  sucht. 
Ausserdem  wendet  er  ein  neues  allgemeines  Eliminationsverfahren 
an,  welches  neuerdings  von  Sylvester  und  Hesse  (§  44)  weiter 
ausgebildet  worden  ist. 

Um  die  Gleichung  x^  -{-  px^  -\-  qx  -{-  r  =  0  aufzulösen,  sub- 
stituire  man 

x-{z,y-ir  z,f  +  z,f)  =  0,    j/^  -  1  =  0 . 
Multiplicirt    man    die    lineare    Function    von   x   nacheinander   mit 
y ,  y~,y^,  so  erhält  man  folgende  vier  Gleichungen: 


*)  Bezout,    Mem.  sur  la  resolution  generale  des   equations  de  tous  les 
degres.     Memoires  de  Tacad.  rov.  Annee  1765.    Paris  1768. 
Blomstrand,  De  methodis- praecipuis  etc.  p.  41. 

36* 
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^iV  -^^r-^sr 


0. 


^y  —  ^1    —  ^2y 

Aus  denselben  folgt  unmittelbar 


^sf-0 


+ 


0, 


X  ^1 


0. 


+ 


Entwickelt  man  diese  Determinante,  so  erhält  man 

Vergleicht   man    die  homologen   Coefficienten  dieser  und  der   ge- 
gebenen Gleichung;  so  erhält  man  die  Bestimmungsgleichungen 

2^2'  +  4^i^3  =  — i), 

4^2(^1' +  ^3')  =  -  ^. 

V  -  ^2   +  %'  +  4^1^/ ^3  -  2^i^^3'  =  -r. 
Setzt  man  z  an  die  Stelle  von  z^^  so  ergibt  sich  aus  der  zweiten 

und  wenn  man  beiderseits  zum  Quadrat  erhebt , 

^i'  +  '^^'  =  il?-2«i'%'- 

Die  erste  Gleichung  ergibt  ausserdem 

Setzt  man  diese  Werthe   in  die   dritte  ßestimmungsgleichung  ein, 
so  erhält  man  wieder  die  Resolvente  von  Euler,  nämlich 


^6  +  ^^,4^^^Q,2 


4r)^^ 


64 


g2==0. 


Die  Werthe  von  z^  und  z^  lassen  sich  aus  einem  bekannten  Wurzel- 
werthe  z<^  dieser  Resolvente  berechnen  mittels  der  beiden  Relationen 


V  +  ^3^  = 

2^1%  = 


Man  erhält  demnach  mit  Berücksichtigung  der  Gleichung 


f 


1  =  0 
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also 

2/1  =  1;   2/2=  -  1,    Vs^V^^p    2/4=—  V'^^ 
die  vier  Wurzelwerthe 

^1  =  ^1  +  ^2  +     %  ; 

X2  =  ^1  +  ^2  ^3  > 

X^  =        iZi  —  ^2  —  '^^3  y 

x^  =  —  ^>l  —  ^2  +  ^^3 ' 
Bezout  bemerkt  hierbei,  dass  die  Finalgleicliung  in  z^  oder  ^"3  vom 
24*^''  Grade  geworden  wäre  und  dass  der  Grund,  warum  ^^  leichter 
erhalten  werde,  in  dem  Umstände  zu  suchen  sei,  dass  die  Be- 
stimmungsgleichungen bezüglich  z^  und  z.^  symmetrisch  seien.  Ferner 
zeigt  er,  dass,  wenn  z^z^,  zuerst  gesucht  werde,  dies  eine  kubische 
Gleichung  ergäbe  und  dass  die  Gleichung  in  z^ ,  welche  bikubisch 
sei,  sich  in  drei  quadratische  Factoren  zerlegen  lasse. 

§  207.    Methode  von  Mossbrugger*). 
Gegeben  sei  die  unvollständige  Gleichung 
x^  +  px^  +  qx  +  r  =  0 , 

^^^  Viy  2/27  Vij  l/i  ^i®  ^^®^  Wurzeln  der  Gleichung  y^  —  1=0. 
Die  Bedingung 

Xi  +  X2  +  x^  +  x^  =  0 
wird  erfüllt  durch  folgende  Substitutionen 

^2  =  ^12/4  +  ^22/3  +  ^32/2; 
^3  =  ^12/3  +  ^22/2  +  ^32/4; 

^'^i  =  ^1  2/2  +  '^"2  2/4  +  ^32/3- 

Addirt  man  nämlich  dieses  System  von  Gleichungen,  so  wird 

^i  +  ^'2  +  %  +  ^4  =  (2/1  +  2/2  +  2/3  +  2/4)  (^1  +  h  +  ^3)  =  0  • 
Zur  Bestimmung  von  z  erhält  man  leicht  folgende  Gleichimgen: 

P  =  —  ^(A^2  +^+  ^2^3) ;  

^  =  2(- 1  +  y- 1)  (^/%+^/%+^/^^)+2(- 1  -  y-  i)x 

r  =  -  z,'  -Jl  -  %*  -  2  y-  1  {z^z,  +  z,'z,  +  ziz,) 

+  2  y-  1  {Z,H,  +  Z^Z,  +  ^3'^2)  +  2(^i^^2'  +  ^1'%'  +  ^2' ^3') 


*)  Grunert's  Arch.  XXVIIl.    S.  205.    1857. 
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Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  mit  (-^^  +  ^2  +  ^3)^  j  ^i®  zweite 
mit  (^1  +  "2^2  +  ^3)  ^^^  addirt  zur  Summe  aller  drei  Gleichungen 
beiderseits  (/i  +  ^2  +  %)^?  so  wird  unter  Berücksichtigung  der 
Relationen 

^  =  -^i^/i  +  '^22/1  +  '^^^1  =  2/1(^1  +  ^2  +  ^3)  =  ^1  +  4  +  ^3 : 

+  2  {(- 1  +  y- 1)  (,e,^>.,+,/.3+v^o+("  1  - y=^)x 

(^l'%  -M/^1  +  %'^2)  +  2^i^2^3l  [^1+^2  +  ^3]  —  (^l^+^2''  +  %* 
+  2>/-  1  (^,^^2  +.^2'%  +  ^3^^^l)  -  2  y^^  (^l^^3  +  ^2^^1  +  ^3'^2) 
-  2(^,^^2'  +  ^l'^s'  +  ^,'^,')   +   2^,^2^3(^1   +  ^2  +  ^3)}    =0. 

Setzt  mau  die  Summe  der  reellen  und  der  imaginären  Glieder  einzeln 
der  Null  gleich,  so  reducirt  sich  die  Gleichung  auf 

[^l  +  ^2  +  %]''-2(^l'+^2'  +  V0[^l +'^2+%]^— 8^1  ^2^3^1  +  ^2  +  ^31 

-  {<'  +  ^2'  +  ^^r  +  2(^/  +  ^,'  +  ^3^  =  0 . 

Identificirt  man  diese  Gleichung  mit  der  vorgelegten,  so  sind 

+  -^1  ;   i  ^2  ?  +  % 

die  Wurzeln  der  Euler^schen  .Resolvente: 

,e  +  i  ^ ,4  ^  ^  (^2  _  4,,),2  „  ^  ^2  _  0  .  • 


Nun  ist  ^1  =  1 ,  7/2  =  y  —  1 ,  7/3  ==  -  1 ,  2/4  =  —  y  —  1 ;  folglich 
^1=         ^1+^2+    ^3; 

^1^2"==  ^^1  -^2  +   ^-^3  > 

^^3  =  ^1   +  '^'^2  ^^3  ; 

OC^  '^'(i'j^  ''^'*2  3  * 

§  208.    Ueber  einen  Zusammenhang  der  Seiten  eines  Kreisvierecks 
mit  den  Wurzeln  einer  biquadratischen  Gleichung*). 

Bezeichnen  die  vier  Grössen  x,  0^,  z^j  z^  die  vier  Seiten  eines 
Kreisvierecks,  so  ist  nach  Gerhard  der  Halbmesser  des  umschriebenen 
Kreises 

V  {-x-}-z,+Z2-\-z^){x-Zi-\-z,-{-z^){x  +  z,—Z2-i-z,){x-\-z,+z.,  —  z^)' 

Der  Inhalt  des  Vierecks  wird  offenbar  gleich  Null,  wenn  R 
einen  unendlich  grossen  Werth  annimmt,  also 


*)  Zeitschrift  für  Math.  u.  Phys.  IX.  S.  453.  1864. 
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16t;2  =  (^-  x  +  z,  +  z,  +  £3)  (^  -  ^1  +  z,  +  z.^  X 
(x  +  z,  -  z,  +  z.,)  (x  +  z,  +z,  —  z,)  =  0. 

Die  vier  Seiten  können  als  die  vier  ^A  urzeln  einer  biquadratischen 
Gleicliimg  betrachtet  werden,  in  der  das  zweite  Glied  fehlt,  also  von 

x^  +  2)x-  -\-  qx  -{-  r  =  0 , 
indem   man   eine  Seite  z.  B.  x  als  Hauptgrösse   annimmt  und  das 
obige  Product    nach   Potenzen    derselben    entwickelt.     Man    erhält 
daraus 

a^  —  2(z,'  +  Zo'  +  z,')  x'  -  Sz,z.,z,x 

-  liiz^zJ  +  z^zf  +  z^z^)  -  (z,'^  ^f+^m  =  0. 

Aus    der    Gleichsetzung    der    homologen    Coefficienten   folgen 
die  Relationen 

^i'  +  ^2'  +  ^3'  =  — yi^, 

-'i--'-2-  +  -i'^f  +  -2--0-  =  u(P'—  -^0; 

999  1        9 

"1    "^    "3     ~  Q^Q     • 

Deshalb  sind  also  z^^,  Z2,  z-^  die  Wurzeln  der  Gleichung 

,6  +  i^,„^  +  i.    (^.  _  4,),.  -  A  ^2  _  0  . 

Da  nun  irgend  einer  der  vier  Factoren  z.  B.  —  x  -\-  z^-\-  z.y  +  z.^ 
gleich  Null  sein  muss,  so  erhält  man 

X  =  Z^+  Z.  +  ^3  . 

Da  aber  die  Seite  x  in  dem  Svsteme 


2i    ^2    ^3 

viermal  ihre  Stellung  permutiren  kann,  nämlich 


1  -^1  ~2 


^         nf       9       c    y         c       •y       o    y 


SO    erhält    man    sämmtHche    Wurzeln    der    Gleichung,    wenn   man 
nacheinander  die  Factoren  gleich  Null  setzt,  also 

x^  und  Xo  =       ^1  +  {z.2  +  ^"3) , 
x.^  und  x^  =  —  Zi±_  fe  —  ^-3) . 
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§  209.  Methode  von  Hulbe*). 
Gegeben  sei  wiederum  die  unvollständige  Gleichung 

x^  +  px^  -{-  qx  -{-  r  =  0 . 

Nun  substituirt  Hulbe  die  lineare  Function  von  x: 

z^  —  xz^  -\-  U0  — ~  q  =  0 

und  bildet  hiervon  die   Gleichung  ihrer  Wurzel quadrate,   nämlich 

z'  +  (2u  —  x')z'  +(ii'  -^qx\z'  —  ~q'==0. 

Setzt  man  weiter 

2u  —  x'  =  ~p, 
11^  ~j-qx=j^{p^-  4r), 

so  geht  aus  der  Gleichung  in  0  die  Euler'sche  Resolvente  hervor. 
Wenn  man  jetzt  u  aus  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  in 
die  zweite  substituirt,  so  gelangt  man  in  der  That  zur  vorgelegten 
Gleichung 

x^  +  px^  -{-  qx  -\-  r  =  0 . 

Berechnet  man  die  Wurzelwerthe  +  ^1 ;  +  ^2  ?  ih  -^3  ^^^  ^^" 
achtet^  dass  x  in  der  substituirten  Gleichung  der  Coefficient  des 
zweiten  Gliedes  ist,  so  erhält  man  allgemein 

^  =  +  ^1+^2+4; 

wobei  über  die  Vorzeichen  nach  den  gewöhnlichen  Regeln  zu  ent- 
scheiden ist.  Hulbe  gelangt  also  durch  dies  eigenthümliche  Ver- 
fahren, welches  er  auch  bei  der  Auflösung  der  kubischen  Gleichungen 
angewandt  hat  (§  135),  zu  den  Euler'schen  Formeln. 

Man  kann  nun  offenbar  auch  ausgehen  von  der  etwas  allge- 
meineren Substitution 

0^  X0^  -{-  tt0  -]-  V  =  0  . 

Die  Gleichung  ihrer  Wurzelquadrate  sei        ~        # 
Dann  ist 


')  Hulbe,  Analytiscbe  Entdeckungen  u  s.  w.  S.  135.   Stralsund  1794. 
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Setzt  man  den  Werth  u  aus  der  ersten  Bestimmimgsgleicliuug 
in  die  zweite  ein,  und  v  aus  der  dritten  in  die  zweite,  so  ergibt 
sich  daraus 

x''  -  2fx'  +Syh.x  +  (ß  -  4:g)=0. 
Aus  der  Vergleichung   der  homologen  Glieder  dieser  und  der 
gegebenen  Gleichung  erhält  man    die    Werthe    der  unbestimmten 
Coefficienten  n,  Vy  f,  g,  h,  nämlich 


k{^'  +  Y^)^     '  =  --^^^    f=-Y 


2 


P 


16^^  ^'  64 

Dies  gibt  die  Eulei'^sche  Resolvente.  Eine  Verallgemeinerung 
dieser  Methode  von  Hulbe  für  die  Auflösung  der  vollständigen 
Gleichungen  w^rd  später  gegeben  werden. 

§  210.    Methode  von  Lebesgue*). 

Dieselbe  ist  als  eine  Modification  der  Methode  von  Ferrari 
und  Vieta  anzusehen.  Der  Unterschied  besteht  darin,  dass  Fer- 
rari zunächst  aus  den  beiden  ersten  Gliedern  des  Polynoms  ein 
Quadrat  bildet,  welches  noch  eine  unbestimmte  Grösse  mehr  ent- 
hält, und  darauf  aus  dem  übrigen  Theile  des  Polynoms,  welches 
von  der  Form  Ax^  -\-  B x  -\-  C  ist,  auch  ein  Quadrat  bildet  durch 
die  Erfüllung  der  Bedingung  B'-^  —  4^(7=  0. 

Lebesgue  formt  diese  Quadrate  direct  dergestalt,  dass  sie 
sämmtliche  mit  x  behafteten  Glieder  in  sich  aufnehmen.  Der  Rest 
wird  dann  gleich  Null  gesetzt,  wie  folgt: 

x^  -{-  px^  -\-  qx  -\-  r 


Up+^-\^—h^^^-\(p+^f  +  h 


=  0. 


Setzt  man  den  letzten  Theil  gleich  Null  und  ordnet  denselben 
nach  Potenzen  von  z,  so  erhält  man  die  R^solvente  von  Descar- 
tes,  nämlich 

z'  +  2i9^  +  0'  -  ^r)z'-  -q^  =  0, 

*)  Nouv.  ann.  math.  par  Ter  quem.    XVll.  p.  387.  1858.  * 
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und  das  Polynom  geht  über  in  die  Differenz  zweier  Quadrate, 
welche  sofort  in  das  Product  zweier  Trinome  zerlegt  werden  kann, 
nämlich  in 

[^'+^^+\{p+^')—i~\  [^^-^^+i(i'+^^)+|J  =0. 

Setzt  man  jeden   dieser  Factoren  gleich  Null,   so  erhält  man 
die  Cartesischen  Formeln : 


§211.    Methode  der  Substitution  einer  quadratischen  Function  von 

Bezout*). 

Zur  Auflösung  der  Gleichungen,  deren  höchster  Ordnungs- 
exponent eine  zusammengesetzte  Zahl  ist,  empfiehlt  Bezout  y  zu 
eliminiren  aus  den  Gleichungen 

r  -1  =  0, 

und 

x^  —  {tü-\-vy-\-u}f-\ ty''~^)x^-'^  +  {iv^  +  Vi?/-j )x'^-^ =  0, 

wenn  gegeben  ist 

und  n  =  VQ.  Betrachtet  man  y^y^,  .  .  .  als  lineare  Grössen ,  so  kann 
die  Elimination  von  y  mittels  Determinanten  ausgeführt  werden 
und  es  resultirt  eine  Gleichung  in  x,  welche  mit  der  gegebenen 
verglichen  werden  muss,  woraus  ebensoviele  Bestimmungsgleichungen 
für  die  unbestimmten  Coefficienten  gezogen  werden,  als  zur  Be- 
stimmung derselben  erforderlich  sind.  Ist  die  zweite  Gleichung  un- 
vollständig bezüglich  des  zweiten  Gliedes,  so  wird  iv  =  0. 
Gegeben  sei  die  biquadratische  Gleichung 
x^  -\-  p  x^  -\-  qx  -{-  r  =  0 . 

Hier  ist 

n  =  4  =  TQ,  also  r  =  2 ,  q  =  2. 

Man  substituire  demgemäss  / 

f--i-  =  o, 

*=)JVrem.  de  FAcad.  Roy.,  Annee  1765.    Paris  1768. 

ilomstrand,  De  methodis  praecipuis  etc.  p.  43.    Man  vergl.  §  37. 
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und 

X-  —  vyx  +  (^it\  +  v^y)  =  0, 
also  eine  quadratische  Function  von  x. 

Um  y  zu  eliminiren,  multiplicire  man  die  nach  y  geordnete 
Function  noch  einmal  mit  y,  woraus  folgt  mit  Berücksichtigung 
der  ersten  Substitution: 

{x^^  +  w^)  —  (vx  —  Vi)y  =  0, 
(vx  —  t\)  —  {x^  +  w^y  =  0  .  . 


Folglich  ist 


\  x^  -{-  w^  j      vx  —  v^ 
vx  —  i'i ,       X-  -\-  lü^ 


=  0, 


und 


{x-  +  w,y  —  (v<c  -  v,f  =  0 . 
Entwickelt  man,  so  resultirt 

x"^  +  {2it\  ~  v^)x^  +  2vv^x  +  (tt\^  -  t-;-)  =  0 . 
Die  Bestimmungsgleichungen  sind 

2iVi  —  v~  =  p ,     2vi\  =  q ,     tv^-  —  r^-  =  r . 

Aus  der  zweiten  folgt  i\  =  q  :  2v,  aus  der  zweiten  tv\  =  ^  (iJ  +  v'^). 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  dritte,  so  erhält  man  die  Re- 
solvente von  Descartes,  nämlich 

v'  +  2pt;^  +  (p'  —  4>>2  _  ^2  _  0  ^ 
Aus  der  Determinante  folgt  nun  weiter 

X'      +       lt\      ^^      (vx Vj)=     0    y 

woraus   sämmtliche  Wurzeln    gefunden    werden.    Man    kann  auch 
dafür  setzen,  indem  man  berücksichtigt,  dass  y-  —  1  =  0  ist, 

.«^-fy^+|(i^  +  t-)  +  ||  =  0. 

Die  Resolvente  in  iv^  ist  ebenfalls  kubisch  und  zwar  überein- 
stimmend mit  der  Ferrari'schen 

^^"i"  —  Yi^%'  -  ^'i^\  +  y  ("^P*'  —  r)  =  Ö. 
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§  212.    Aeltere  Methode  von  Bezout*). 

Um  die  unvollständige  Gleichung  x'^  +  px^  +  qx  -\-  r  =  0 
in  einer  ähnlichen  Form  mit  unbestimmten  Coefficienten  zu  erhalten, 
wählt  Bezout  die  Substitutionen 

und 

x^  -\-u 

— r —  =  y- 

Eliminirt  man  y^  so  resultirt 

x^  +  {2u  +  v)x^  +  22VX  +  {u^  +  z-v)  ==  0 . 
Hieraus  folgen  die  drei  Bestimmungsgleichungen 
2u  -\-  V  =  p,     2zv=q,    ii^-\-z^v^=r. 
Drückt  man  Alles  in  z,  p,  q  und  r  aus,  so  erhält  man  die 
Resolvente 

^qz^ -\- 4:{p^ -~  4Lr)z^  —  Apqz-\- (f  =  0. 
Dieselbe  lässt  sich  aus  den  Resolventen  XIX.,  XX.  und  XXII. 
(§  81)  deduciren,  wenn  man  a  =  0  setzt. 

Aus  der  substituirten  Function  folgt  nun  weiter 

x"  —  yx  +  ~  (^~~2z)  —  ^2/  =  0, 

wo  y  bestimmt  wird  durch  die  Gleichung 

y'  +  h  =  ^- 

§  213.    Methode  von  Tschirnhausen,  Lagrange  und  Bring"*"*). 
Gegeben  sei  die  biquadratische  Gleichung 

x'^  -\-px^  -{-  qx  -]-  r  =  0 . 
Man  substituire  die  quadratische  Function 

x^  -{-  vx  -\-  u  =  x^  -\-  vx  -\-  (w  —  «/)  =  0 . 
Eliminirt  man  x  aus  dieser   und    der    vorgelegten  Gleichung 


*)  Mem.  de  l'acad.  roy.  des  sciences.   Annee  1762.  Paris  1764. 

Blomstrand,  De  meth.  praec.  p.  41. 
**)  Tschirnhausen,  Act.  Erudit.  Lips.  p.  204.  1683. 

Lagrange,  Reflexions  etc.  Nouv.  mem.  Annee  1770  et  1771.  Berlin  1772 
et  1773. 

Bring,  Meletemata  quaedam  mathematica  etc..   Lundae  1786.   Man  vergl. 
auch  Blomstrand,  p.  23,  und  oben  §  37  und  §  50. 
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mittels  der  Methode  des   gi'össten  gemein schaftlicben  Theilers,  so 
ist  der  letzte  Divisor 

—  iiv^  -{-  u^  —  pu  -{-r 

V^  -{-  {p  —  2ti)v  —  q 

Die  Finalgleichung  in  ii  erhält  man,  wenn  man  diesen  Werth 
in  die  quadratische  Gleichung  von  x  einsetzt.  Ordnet  man  dieselbe 
nach  Potenzen  von  u,  so  ergibt  sich 

u^—  2pu^+  (pv''+3qv  +p^+  2q)u-—  (qv''+  4rv^+pqv  —q-+  2pr)  u 

+  r  (v^  -{-pv^  —  qv  -}-  r)  =  0 , 
odei  kurz 

w*  +  Äu^  +  Bu'-  +  Ot(  +  D  =  0 . 
Setzt  man  tv  —  y  slto.  die.  Stelle  y on  u  und  ordnet  nach  Po- 
tenzen von  2/,  so  resultirt 

t/—{Atv+Ä)y^+(6w'+3Äw  +  B)y--{4w'+3Äu'-+2Bu'  +  qy 
+  (w^  +  Äw^  +  Bw'  +  Civ  +  D)  =  0. 
Von  dieser  Gleichung   kann  man  nun   das  zweite  und  vierte 
Glied  zum  Verschwinden  bringen  dadurch,  dass  man  annimmt 
4.w  +  A  =  0,    Aiv'  +  3Äw'  +  2Biv  +  (7  =  0. 
Dies  gibt  die  Bestimmungsgleichungen 

«'  =  |i>,    p'-pB  +  C^O, 

oder 

qv^  —  (p^  —  4r)f-  —  2pfqv  —  q^  =  0 , 
Avelche   mit  der  in  §  212   deducirten  Resolvente  im  Wesentlichen 

übereinstimmt. 

Die  reducirte  Gleichung  in  y^  nämlich 

>/  +  (pv'  +  äqi--^f-  +  -2r)f 


+  4 


bp^-4p^Uv'  +  3qv-^2r+2A+lßr{v^+pv^—qi'  +  7')]==0, 

lässt   sich   wie   eine    quadratische    auflösen    und   hat   vier  Wurzel- 
werthe,  welche  in  die  lineare  Gleichung 


X  = 


2vy  +  t/*  —  2 
einzusetzen  sind. 

Lagrange  hat  diese  Methode  auch   auf  die  vollständige  bi- 
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quadratische  Gleichung   angewandt  und  über  den  Grad  der  Resol- 
vente in  V  Betrachtungen  angestellt. 

Wenn  man  nämlich  v  durch  die  Wurzeln  x^^,  X2,  x^,  x^  aus- 
drückt, um  zu  sehen ^  warum  die  Resolvente  in  v  kubisch  sein 
muss,  so  ist  zu  bemerken,  dass  die  Gleichung  in  y  gleiche  Wurzeln 
mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  hat.  Man  darf  daher  annehmen, 
die  vier  Wurzein  seien  y^^  y^,  —  yi,  —  y^-  Die  vier  Gleichungen, 
welche  die  vier  einzelnen  Werthe  von  x  bestimmen ,  sind  demnach 

X^  +  ^^1  +  «^  —  2/1  =  ^ ; 

^    x^^  +  vx.^  +  w  +  y^  =  0 , 
^3^  +  ^^3  +  ^  —  2/2  =  0, 
^4^  +  ^^4  +  ^  +  ^2  =  0 . 
Addirt  man  je  zwei  derselben,-  so  erhält  man 
(x,'  +  X,')  +  v{x,+  x,)  +  2tv  =  0, 
(x.^^  +  x^^^)  -\-  v(x^  -\-  x^  -\-  2iv  =  0 . 
Subtrahirt  man  diese  von  einander,  so  resultirt 


+    /Y*    2   /v»   2   /VI    2 
t*/2                *^3  «^4 


^1   +^: 


Addirt  man  dagegen  alle  vier  Gleichungen,   so   erhält  man 

und  wegen  S^  =  0 ,  82  =  —  2p  muss   sein  w  =  yP- 

Die  Resolvente  in  v  ist  offenbar  aus  dem  Grunde  kubisch, 
weil  V  durch  die  möglichen  Permutationen  der  vier  Wurzeln  drei 
verschiedene  Werthe  annehmen  kann,  nämlich 

/y*     2        I_^     /VI     2     rp     2     ^ /yt     2 

Vi    


v.,  =  — 


^1  "r  ^2        -^3        ^4 


/y*     2     /y>     2     /VI     2         I         /y*     2 

^1  -^2  ^3    n^  -^4 

^2  «^3    "T"   "^4 

Lagrange  hat  ferner  gezeigt,  wie  die  Resolvente  in  v  mit 
den  Resolventen  anderer  Methoden  im  Zusammenhange  steht,  z.  B. 
mit  der  Cartesischen.  Die  Methode  von  Descartes  besteht  in  der 
Substitution   zweier   trinomischer   quadratischer   Factoren,  nämlich 

a:^±^*  +  |(^^  +  i)  +  f)  =  0. 
Die   Resolvente  in  s  muss  vom   sechsten  Grade   sein,  weil  z 
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eine  Function  der  Wurzeln  ist,  welche  eine  sechsmalige  Permutation 
zulässt.    Es  ist  nämlich 

^1  =  ~  fe  +  ^2);     ^1  =  fe  +  ^4) • 
Durch  Addition   dieser   und  der  sonst  möorlichen  Gleichunt^en 
erhält  man 

^  J  =  ±  Y  C-  ^1  —  ^2  +  ^3  +  ^4)  , 

/  I  =  ±  Y  (—  ^1  +  ^2  —  ^'3  +  ^4) , 


}    =  +  Y  (—  ^1   +  ^2  +  ^3    —    ^d  ' 


Da  je  zwei  und  zwei  Werthe  gleich  sind  von  entgegengesetzten 
Vorzeichen,  so  ist  die  Resolvente  in  ^  eine  bikubische,  in  welcher 
die  ungeraden  Potenzen  fehlen.    Nun  ist  weiter 

=  -^  (^1  +  ^2  +  ^3  +  ^4)  {^1  +  ^2  —  ^3  —  ^4) 
+  2  (^1  "~  ^'2  +  ^3  —  ^4)  (^1  —  ^2  —  ^3  +  ^^4) 
==  2"  [ß^i  ^2     \     ^3  •^47  V^l  '^2  ^S     \     "^4)  • 


Es  ist  aber 
(^1  +  ^2  —  ^3  —  ^4)  fe  —  ^2  +  ^3  —  ^4)  (^1  —  ^2  —  ^3  +  '^4)  =  —  8  g , 

also 


,i\  +  .T,  —  .^3  —  x^  (X,  -\-x.,  —X,  -  X,)-  Z-' 

Die  Formen,  welche  die  Resolventen  in  v  und  z  annehmen, 
wenn  die  bi quadratische  Gleichung  vollständig  ist,  werden  wir 
später  kennen  lernen. 

§214.  Methode  der  Theilung  des  variirten Polynoms  von  Francoeur*). 

Gegeben  sei  die  unvollständige  Gleichung 
x^  +  px^  -\-  ([x  -{-  r  =  Q . 

Man  bilde  die  Yariii-te,  indem  man  substituirt  x  =  x'  -\-2] 
dies  gibt 

x'^+4:Zx''+(Gz'+p)x'+{4.z'+2p^+q)x+(z'+pz'-+qx+}')=^^^ 
'^')  Cours  compl.  de  mathem.  II.  §  581.  Paris  1809.  —  1837. 
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Man  theile  dies  Polynom  in  die  beiden  anderen 

x^  +  (6^'  +  p)x''  +  (^^4  +  ^^2  +  g-0  +  r)  =  0 
und 

und  suche  daraus  die  Bestimmungsgleicliung  für  z. 
Aus  dem  zweiten  Theile  folgt 


X 


'^  =  -(.^+ii^  +  Ä)^ 


und  wenn  man  diesen  Werth  für  x'^  in  den  ersten  Theil  des 
Polynoms  einsetzt,  so  ergibt  die  Entwickelung  die  Euler'sche 
Resolvente 

^6  +i  ^^4  +^  (/  -  4r)^^  _  J^  g2  _  0  . 
Endlich  ist 


x==z-\-x  =^z±_  ]/—  ^'  —  |i>  -  ^  • 

Ist    z^    die    positive    reelle    Wurzel    der   Resolvente,    so    ist 
0  ==  +  ^1 ,  woraus  sich  die  Cartesischen  Formeln  ergeben. 
Beispiel.     Aufzulösen: 

^x"  —  V^x^  +  24a;  -  2^-  =  0  . 

o 

Man  dividire  die  Gleichung  durch  2,  woraus  folgt 
ic*  —  9  y  ^2  ^  12ri;  —  1  ^  =  0  . 

Die  Resolvente  ist 

^6_4A^_|_6^2  — 2|^  =  0, 

und  ein  Wurzelpaar  ^.  =  +  -—  ]/3 .     Demgemäss  ist 

ü 

a;,  unda;,=      |l/3  +  l/4  -  2l/l  =  |}/3  +  (l-l/3)  , 

»3  unda;,  =  -|l/3  +  K4  +  2l/l  =  -i>/3  +  (l+y3), 
oder 

x^  und  iTg  =        1  +  "2  j/^^ 

3 


x^  und  ii74  =  —  1  ib  ^  y  ^  • 
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§  215.  Substitution  einer  biquadratischen  Function  nach  Jourdain*). 
Um  die  unvollständige .  Gleichung 

x^  -\-  px^  -\-  qx  -\-  r  =  0 
aufzulösen,  substituirt  Jourdain 

\x^  +  2/2  ^  +  ^'2/       y-i         ' 

und  sucht  daraus  eine  ßesolvente  in  v  abzuleiten.    Entwickelt  man 
die  Function  nach  Potenzen  von  x,  so  erhält  man 

~^  2/1  -  2/2  ''2/1-2/2 

I       2/1  ^2'  -2/2^1'   ^   Q 

2/1  —  2/2 

Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  der  gegebenen 
x^  +  px^  +  ^^'  -j-  r  =  0  , 
so  gehen  daraus  folgende  Bedingungsgleichungen  hervor: 
r.^  willkürlich,  z.  B.  Null, 

Vi  2/2  (2/2  —  2/1)  —  2  fi  2/2  =  i^  (2/1  —  2/2)  ; 

22/i2/2^'i  =  — ^(2/1  —2/2), 
2/2  v  =  — ^'(2/1  —  ^2)- 
Eliminirt  man  hieraus  2/1   und  2/2 ?  und   setzt  allgemein  v  an 
die  Stelle  von  v^^  so  resultirt 

ausserdem 

qv  qv 

2/1        ^  ?      !/2         2(r  —  tj"'')  * 

Setzt  man   v  =  r  -.  2 ,   so   erhält   man   aus  der  Gleichung  in  v 
die  Resolvente  von  Ferrari: 

z^  —jps'  —  r3+-{4:pr  —  q^)  =  0  . 

§  216.    Methode  von  Pratt**). 
Gegeben  sei  die  unvollständige  Gleichung 

f(x)  =  x^  +  px^  -^  qx+  r  =  0. 


*)  Journ.  de  mathem.  par  Liouville  XXIV.  p.  205.  Paris  1859. 
**)  Fratt,  General  Solution  of  the  biquadratic  equation.  Cap.  VII  in  bis 
work:  Xew  and  easy  method  of  Solution  of  the  cubic  and  biquadratic  equa- 
tions.  London  18G6. 

Matthiesseu,  Grtindzüge  d.  ant.  u.  inod.  Algebra  37 
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Man  nehme  an,  es  sei 

f(^,)  =  (^.^ + yy^- .  ^.  + .)  (^3  _  yiT^iP .  ^  + ,,)  =  0 . 

Man  führe  die  Multiplication  aus  und  vergleiche  die  homo- 
logen Coefficienten.  Daraus  resultiren  die  drei  Bestimmungs- 
gleichungen : 


=  ^:]/i(2/-2F), 


V —  z  = 
vz  =  r . 

Eliminirt  man   v  und  ^,   so   erhält  man  die  Resolvente   von 
Descartes: 

(S-'-)'  +  2i>  (S^)'  +  (P^  -  Ar)  (?'-^^)  -  g^  =  0 , 

oder  entwickelt: 

'Die   Wurzeln    dieser  Gleichung    seien   y^,  2/2^  2/37   alsdann    ist 
wegen  des  ersten  quadratischen  Factors  von  f(x)\ 

^1  +  ^2  =  —  y\  (2/1  -  2i?)  ,     ^^3  +  ^4  ==  ]/ -i-  (ij^  —  2p)  , 
^1  +  ^3  =  —  y y  (2/2  —  21?) ,     ^2  +  ^4  =  ]/y  iy-i—^P) , 

^1  +  ^4  =  -  YYiy'ö  —  ^p)  y    ^2  +  ^3  =  y y  fe  —  2i^) ; 

hieraus  folgt 
x,undx,=  A  [-'|/>-(2/-2^)  +  ")/i(%-2i))  +  ]/i(2,,-2p)]  , 

x,u^Ax,=  \  [+]/-^(2/i-2i>)  +  ]/]  (2/ -2i,)  +  ]/|(y3-2p)]  . 

Pratt  discutirt  nun  noch  den  Fall,  wo  die  Discriminante  ver- 
schwindet, also 

-D/  =  ^  (i»'  +  12  r)'  -  ^  {2p'  -  12pr  +  272^)^  =  0 
wird.     Da  die  Discriminante  der  Resolvente  in  y 

De*  ==  27(2i9^  ~r  12pr  +  21  (ff  —  21  .  4(^9^  +  12r)\, 
also 
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ist^  so  verschwindet  zugleich  B.^  mit  D^*  und  die  Resolvente  nimmt 
folgende  Form  an: 

,f  _  3(^2  ^  i2r)y  (±)  2(j/  +  Urf  =  0  . 
Bildet   man   hiervon   die   Gleichung   der  Wurzeldifferenzen,  so 
resultirt 

Z  =  z^  —  9Q/  +  12r)z  =  0  . 

Daraus  folgt  ^i  =  0 ,   d.  h.  1/  hat  zwei  gleiche  Wurzeln.     Es 
ist  nämlich 

2/i=2'2  =  (±)y/+12'-,     2/3=(+)2yj.^+12»-, 
und  demscemäss 


«,  und  a;^  =  {  j/- 1 iX+)  f  yi?+l27-  , 

o;,  und  ^,  =  1  [+  2  j/- 1 p(+)  i )/^qri27- 

-l/-|.pf+)|>/i?+T27-]- 

§217.    Die  algebraischen  Formen  der  vollständigen  biquadratischen 

Gleichungen. 

Nachdem  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  die  bekanntesten 
Methoden  der  Auflösung  derjenigen  biquadratischen  Gleichungen 
entwickelt  worden  sind,  in  welchen  das  zweite  Glied  fehlt,  gehen 
wir  nunmehr  an  das  Geschäft  der  Auflösung  der  allgemeinen  bi- 
quadratischen Gleichung  der  Form 

f{x)  =  ic*  +  ax^  +  hx^  -\-  ex  -\-  d  =  0 , 
und  der  Cayley'schen  Form 

f{x)  =  (a,  1),  c,  d,  e)\x,  If  =  ax"^  +  Alx^  +  6ca;-  +  4^^  +  e  =  0  . 

Zu  diesem  Zwecke  stellen  wir  zunächst  die  algebraischen 
Formen  zusammen,  welche  für  die  Discussion  der  Methoden  und 
überhaupt  für  ein  tieferes  Eindringen  in  die  Lehren  der  neuern 
Algebra  von  hervorragender  Bedeutung  sind. 

1.     Die  variirten  Gleichungen  erster  und  zweiter  Ordnung. 

Substituirt  man  x  =  x  -\-  z  y  wo  z  die  Variation  der  Un- 
bekannten   ist,    so    erhält   man    (§    14)    die    Variirte    der    ersten 


Ordnung : 


37; 
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x^+{4:0  +  a)x'+i60'+3a0+h)x'  +  (4.z"  +  3a0'  +  2hz  +  c)x' 
+  (^*  +  az^  +  h/'  +  C0  +  d) 

=  x'^  +  ax'^  +  ßx^  4-  ^^'  4-  d  =  0  . 

Setzt  man  (^  —  df  =  x\  bildet  also  die  Gleichung  der  Wurzel- 
quadrate der  variirten  Gleichung,  so  erhält  (§  49)  man  die  Variirte 
der  zweiten  Ordnung: 
x^  -  («'  —  2ß)x'^  +  (ß'  —  2ay  +  2d)x^  -  (y'  —  2ßd)x'  +  d' 

=  x^  +  a,x'  +  ß,x'^  +  r^x'  +  dl  =  0 , 
worin 

—  a^  =  a^  —  2ß  =  40^  +  2a0  +  a^  —  2b, 

ft  ==  /3^  —  2ay  +  2d  =  60^  +  6az^  +  (3a^  -  2h)z'- 
+  2(ah  —  3c)z  +  (6^  —  2ac  +  2fQ  , 

—  y^  =  f  —  2ßd  =  40^  +  6a0'  +  {3a'  +  2h)z^  +  A{ah  —  c)^^ 

+  2(6^  —  6^)^^  +  2(6c  —  3ad)z  +  (c^  —  2ld) , 
(^,  =  ^2  =  (^*  +  az^  +  &^^  +  c^  +  t?)2 
zu  setzen  ist. 

2.     Die  Resolventen  und  die  substituirten  Functionen. 

Die  Resolventen  der  biquadratischen  Gleichungen  sind  Hülfs- 
gleichungen  vom  dritten  oder  vom  sechsten  Grade,  durch  welche 
eine  Reduction  der  Gleichungen  auf  den  zweiten  Grad  sich  erzielen 
lässt.  Diese  Klasse  von  Formen  ist  bereits  in  §  81c.  aufgezählt, 
und  zwar  der  Zahl  nach  zwanzig.  Die  substituirten  Functionen 
sind  einfache  Verbindungen  der  Hauptunbekannten  mit  einer  oder 
mehreren  unbestimmten  Hülfsgrössen,  durch  welche  man  zu  jenen 
Resolventen  gelangt.  Dieselben  sind  in  §  80  zusammengestellt. 
Es  wird  überflüssig  sein,  dieselben  hier  noch  einmal  zu  wieder- 
holen. Sie  lassen  sich  sämmtlich  auf  die  Normalform  XXX  zurück- 
führen. 

3.     Die  Reducenten. 

Diese  Formen  stellen  diejenigen  Bedingungen  dar,  unter  welchen 
die  Lösung  der  biquadratischen  Gleichungen  vereinfacht,  also  zu- 
meist auf  die  einer  quadratischen  Gleichung  ohne  eine  kubische 
Resolvente  zurückgeführt  wird.  Die  Reducenten  sind  ebenfalls 
schon  früher  (§  79  c.)  tabellarisch  und  zugleich  in  symmetrischen 
Functionen  der  Wurzeln  zusammengestellt.  Wir  wollen  zunächst 
die  reducirten  Formen  der  Gleichung  aufstellen,  welche  die  variirte 
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Function  annimmt^  wenn  die  Redueenten  verschwinden,  und  dann 
genauer  in  die  Discussion  sämmtlicher  Redueenten  eingehen. 

Yariirt  man  die  vorgelegte  Function  f(x\  indem  man  x  =  x'  ^  z 
setzt,  so  lassen  sich  die  durch  die  betreffenden  Redueenten  redu- 
cirten  Gleichungen  auf  folgende  Weise  in  quadratische  Factoren 
zerlegen  : 

(21)1.      —  («3  —  4a/3  +  87)  =  0  ; 

(^'^  +  ux''+p){:x^  +  ux-  +  2)  =  0  , 
(21)11.     ;^^  -  4/3;.d  +  8«^'-  =  0; 

(22)  a^d~f-  =  Ox     {x' +  UX  -\-p){x''-\-vx  +p)  =  0, 

(23)  a-d  -4:ßd  -{-y^  =  0', 

(x"^  +  ux  +  p)  (x^  +  vx'  —  p)  =  0  , 

(24)  -(a'8-aßy  +  f)  =  0',  (x'' +  tix  +p)(x' +  q)  =  0  , 
(26)     «,3_4«,ft  +  87i  =  0: 

U:'-  +  i(x'  +  p)iy-  +  ux   +q)  =  0  , 

(30)  D,=  0  ;        {x''  +  2nx'  +  «')(^''  +  ^'^'  +  p)  =  0  , 

(31)  12M,  +  9«,ft7,  -  277;^  -  21a,'d,  -  2ß,'  =  0  ; 

{x~  +  2ux  +  [uv  +  p\){x'  +  2r^'  +  [»r  — i>])  =  0. 

Um  die  Redueenten  (21)1.,  (26),  (30)  und  (31)  zum  Ver- 
schwinden zu  bringen,  ist  eine  Variation  der  zweiten  Ordnung  er- 
forderlich. Bei  der  Factorenzerlegung  in  (21)1.  bezeichnet  x'  die 
Wurzel  der  variirten  Hauptgleichung;  bei  (2Q),  (30)  und  (31)  die 
Wurzel  der  Gleichung  der  Wurzelquadrate  der  variirten  Haupt- 
gleichung. In  den  übrigen  Fällen,  wo  eine  lineare  Transformation 
zum  Ziele  führt,  bezeichnet  x'  einfach  die  W^urzel  der  variirten 
Hauptgleichung. 

Die  oben  angeführten  Factorenzerlegungen  der  Variirten  be- 
ruhen auf  folgenden  möglichen  Reductionen  der  biquadratischen 
Gleichungen  auf  quadratische: 

(21)1.     (x'^  +  ZX-'  +  yf  =  ,^  , 

(21)11.     (4,+  ..|,+2/y  =  rS 

(22)  ix"--irzx'  +  yy  =  r'-x-', 

(23)  (x'^^zxy-^{yx-^,f, 
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(24)     {x'^-^zx' +  yf  =  {zx  +r)\ 
{2Q)     (x'  +  zx  +yy  =  r\ 

(30)  (x''  +  ly  +  ^]x+l[r  +  z^^]y 

=  ([y-z]x'+l[r-  z'-ij, 

(31)  (x^  +  2zx'  +  [z'  —  i/]y  ==  {2yx'  +  rf  . 

Diese  Reducirten  lassen  sich  in  Producte  zweier  trinomischer 
Factoren  zerlegen  auf  folgende  Art: 

(21)  I.     (^'*  -\-  zx""  +  y  -  r)  (x'^  J^  sx'^  +  y -^  r)  =  0  , 

(22)  (x'^  +  [^  +  r^x  +  y){x-'  +  [^  -  y^x  +  ^)  =  0  , 

(23)  (^'2  +  [^  +  2/]^'  +  r)(^'2  +  [^  -  2/]^'  —  r)  =  0  , 

(24)  (a;'2  +  2^^'  +  «/  +  r)(^'2  _(_  ^  _  ^)  _  q  ^ 
(26)  (^'2  -\-  zx  -\-y~  r)(x'  -}- zx  +  y  +  r)  =^  0  , 

(30)  (:r'2  +  2zx'  +  ^2)(^'2  _j_  ^^'  _|_  ^)  =  0  , 

(31)  (x''  +  2[z  +  y]x'  +  z'  —  y'  +  r)(x'  +  2[z  —  y]x' 

-j_  ^2  _  ^2  _  ^)  _,  0  . 

Diese  acht  Formen  der  biquadr^ischen  Gleichungen  sind  lauter 
solche  specielle  Fälle,  in  denen  die  vier  Wurzeln  in  gewissen  ein- 
fachen arithmetischen  Verhältnissen  zu  einander  stehen;  und  zwar 
ist  in 

(21)1.       X,  +^2  =  ^3  +  ^4? 

^1  ~r  ^2         "^s  ~r  "^4: 

\  ^U)  X-^    X2      X-^    X^     y 

\^o)  x^  X2  =       x^x^  j 

(24)  ^i  =  —  ^2 , 

(26)  V  +  «/  =  V  +  */, 

(30)  x^=  X2, 


(31) 


tÄyn  *Ä/q 


Die  Gleichung  (31)  ist  also  besonders  dadurch  ausgezeichnet,  dass 
für  beliebige  Werthe  von  y,  z  und  r  ihre  vier  Wurzeln  vier  harmoni- 
sche Puncte  repräsentiren.  Die  trinomischen  Factoren  lassen  sich  aus 
den  reducirten  Formen  der  Function  auf  folgende  Weise  darstellen. 
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a)    Bildet  man  die  Gleichung  der  Wurzelquadrate  der  Varürten 
und  führt  die  Reducente 

ein,  so  erhält  man  die  Resolvente  XX,  und  die  reducirte  Gleichung  ist 
x'  +  a,x'  +  ß^x''  -  \  (a,^  -  4aJ,)x'  +  d,  =  0  . 
Die  Factoren  derselben  sind 


^      +Y  ^1^  ■  +        ~      a, ~       ' 

oder  auch 

X''  +  I a,c'^-  -  i-  (ß,^  -  4ß.)  ±  I  V(^'  -  4ß,y  -  64Ö.  =  0  . 

Diese  Gleichungen  lassen  sich  auflösen  wie  quadratische.  Sie 
geben  im  Ganzen  acht  verschiedene  Lösungen,  unter  denen  vier 
fremd  sind. 

b)  Bildet  man  die  Variirte  und  führt  die  Reducente 

f  —  4ßyd  +  8ccö'-  =  0 

ein,  so  erhält  man  die  Resolvente  XXXI,   also  die  bikubische  Co- 
variante.     Die  Reducirte  ist 

^"  -  ''^~^T'  ^"  +  ß^"  +  "/•'■'  +  s  =  o, 

oder,  wenn  man  durch  öx'^  dividirt, 

Die  Factoren  derselben  sind 

x'-^  ~^  2'  d'  x'  ~^  yy~S 

Demnach  lässt  sich  auch  eine  biquadratische  Gleichung,  in 
welcher  die  kubische  Retrovariante  gleich  Null  ist,  auf  das  Product 
zweier  quadratischer  reduciren. 

c)  Bildet  man  die  Yariirte  und  führt  die  Reducente 

ein,  so  erhält  man  die  Resolvente  XXII  und  die  Reducirte  ist 
^.M  +  ccx"'  +  ßx'-  +  yx'  +  ^,  ==  0  . 

Die  Factoren  derselben  sind 
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d)  Wenn  man  in  die  linear  Transformirte  die  Reducente 

einführt^    so    erhält    man    die  Resolvente  XX Y  und  die  reducirte 
Form  der  Gleichung 

Die  Factoren  sind 

*'^ + 1  (« ±  i/^^^4^)  ^' + ,  ,-=^-, = 0 , 

'^  ya^  —  4/3 

oder  auch 


„'^;— ^^  +  ]/-(^  =  Q. 


2  a  ]/  ^  q:  y  |/_  1 
e)  Bildet  man  die  Variirte  und  führt  die  Reducente 

ein^    so  erhält  man  die  Resolvente  XXIV  und  die  reducirte  Form 

x^  +  ax'  +  ßx''  +  7^:'  +  "^^^^^p^  =  0  . 
Die  Factoren  derselben  sind 

x'^^ax'+-^^-=^  =  0, 

x-'  +  L^O; 

I        /v  7 


oder  auch 


cc 


x^  +  ax  +y  =  0, 


Die  Differenz  der  beiden  Absolutfflieder  ist • 

^  ay 

f)  Die  Reducente  (26),  nämlich 

—  («1^  -  4a^ß,  +  Sy,)  =  a'-  ßa^ß  +  8«2(a7  +  ß^  ~  d) 
—  16a/37  +  8;^2_0 

bringt  die  Variirte  auf  dieselbe  Form  wie  (21)1. 

g)  Bildet  man  die  Gleichung  der  Wurzelquadrate  der  Variirten 
und  lässt  die  Discriminante  derselben  verschwinden,  setzt  also 
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so  erhält,  man  die  Resolvente  XXIV.    Die  beiden  gleichen  Wurzeln 
sind  nun 

Xi   und  X2  =  -^  Q  y 

wo  x'  —  Q  den  gemeinschaftlichen  Divisor  von  f(x)  und  f(x)  be- 
zeichnet.    Die  beiden  andern  Wurzeln  liefert  die  Gleichung 

h)  Bildet  man  die  Gleichung  der  Wurzelquadrate  der  variirten 
Gleichung  und  führt  die  Reducente  (31)^  also 

12ß,d,  +  9a,ß,r,  -  27//  -  27«,^^,  -  2ß,'  =  0 
ein,  so  gelangt  man  zur  Resolvente  XXXII: 

(73,3(0  =  54^?^  -  18^^' e-  +  ^^i  +  2^'-  108^^^  =  0  , 
worin 


4z^  +  2az  + 


n 


+ 

2z/ =  2 


gesetzt  ist  und  Cz,?,{Q  die  kubische  Covariante  der  Function 

■   1,        I«,    (|6+?)| 

bezeichnet.     Die  Reducirte  ist  alsdann 


9{3cc^^  —  8j3J 


0. 


Wegen  der  identischen  Gleichung 


_         /      ,         3{a,ß,  -6y,A 

lässt  sich  leicht  folgende  Zerlegung  des  Polynoms  in  zwei  Quadrate 
bewerkstelligen : 

x'*+cc,x''+(^\a,'+}ß,y''+\  a,ß,x'  +  i.  ft^ 
oder 
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{^-  +  U.^'+\ß.)  -  Ä(3«/  -  8A)(.'  +  l^l-^iy  =  0. 
Setzt  man  der  Kürze  wegen 

SO  wird 

^2  _  ^/2  _  1  ^       ^  _  __3ßi  -6yj_^  . 

Auf  diese  Weise  wird  die  Gleichung  auf  die  bereits  früher 
angeführte  Form  zweier  Quadrate  gebracht,  nämlich     . 

ix'^  +  2zx'  +  s'  —  yy  =  {2yx'  +  r^  , 

oder  in  das  Product 

[x'^  +  2{2  +  y)x'  +  z^-y^  +  r][x'^+2(^3  —  y)x+3^  —  y^  —  r\=^0 
verwandelt.    Da  die  Reducente  (31)  verschwinden  soll,  so  ist  noch 

und  deswegen  nach  Art  der  Methode  von  Ferrari: 

Es  ist  bemerkenswerth,  dass  sämmtliche  hier  eingeführte  Redu- 
centen  vom  dritten,  sechsten,  neunten  oder  zwölften  Grade  sind,  wie 
die  Anzahl  der  möglichen  Permutationen  der  Elemente  der  Wurzel- 
typen es  mit  sich  bringt.  Die  Resolventen  XXIV,  XXY  und  XXXI 
sind  zwar  vom  sechsten  Grade,  lassen  sich  aber  in  quadratische 
Factoren  zerlegen.  Die  genannten  Reducenten  können  demnach 
zur  Auflösung  der  biquadratischen  Gleichungen  mit  Vortheil  an- 
gewandt werden. 

4.     Geometrische  Discussion  der  Reducenten. 
Es  sei  allgemein 

^  f{x)  =  x^  -{-  ax^  +  ^^^  -\-  ex  -\-  d  =  y  . 
Betrachtet  man  x  als  Abscisse,  y  als  Ordinate  einer  ebenen 
Curve,  so  werden  offenbar  alle  Werthe  der  Abscisse  x,  für  welche 
die  Ordinate  y  gleich  Null  wird,  Wurzeln  der  Gleichung  sein. 
Durch  die  lineare  Transformation  (Variation)  x  =  x  -{-  z  kann 
nun  die  Ordinatenaxe  parallel  mit  sich  verschoben  werden,  so  dass 
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eine  der  Reducenten  verscliwinclet.  Im  Allgemeinen  ist  dies  für 
die  Reducenten  (22),  (23)  und  (24)  immer  möglich,  nicht  aber  für 
(21),  (26),  (29),  (30)  und  (31).  Man  kann  jedoch  eine  Variation 
zweiter  Ordnung  anwenden,  indem  man  die  Gleichung  der  Wurzel- 
quadrate oder  der  Quadratwurzeln  der  Yariirten  bildet.  Die  Variation 
ist  in  diesen  Fällen  bestimmt  durch  die  Gleichungen 

(x  —  d)^  —  X  =  x^  —  2zx  -\-  z^  —  X  =0 
und 

yx  —  z  =  x  . 

Die  erstere  ist  die  gewöhnliche  und  tritt  z.  B.  ein,  wenn  man 
nach  der  Methode  von  Tschirnhausen  eine  quadratische  Function 
der  Unbekannten  substituirt.  Ferner  können  die  Variationen  zur 
dritten  und  vierten  Ordnung  aufsteigen.  Das  letztere  ist  z.  B.  der 
Fall,  wenn  man  eine  Gleichung  in  eine  andere  transformirt, 
welche  drei  gleiche  Wurzeln  hat.  Die  Substitutionsformel  ist  in 
diesem  Falle 

[{x  -  zf  —  yf  —  x''  =  0. 

Die  quadratische  Variation  würde  nun,  im  analytisch-geometri- 
schen Sinne  erfasst,  offenbar  bedeuten,  dass  man  die  Ordinaten 
nicht  mehr  äquidistant  annimmt,  sondern  nach  Verschiebung  des 
Coordinatenanfangspunctes  um  z  die  Abstände  der  Ordinaten  nach 
einer  quadratischen  Function  wachsen  lässt.  Die  Curvenelemente 
werden  in  der  Richtung  der  Abscissenaxe  verschoben,  die  ersten 
Differenzialquotienten  sind  nach  der  Transformation  mit  einer 
Function  der  zugehörigen  Abscissen  multiplicirt,  die  Gerade  wird 
Hyperbel  u.  s.  w.,  und  auf  diese  Weise  treten  fremde  Lösungen  in  das 
vorgestellte  Problem  ein.  Wir  wollen  nun  von  diesem  Gesichtspuncte 
aus  die  einzelnen  Reducenten  einer  genaueren  Betrachtung  unterziehen. 

(21)1.     Wenn  die  kubische  Variante 

verschwinden  soll,  so  genügt  hierzu  nicht  eine  lineare  Trans- 
formation, wol  aber  eine  quadratische.  Denn  setzt  man  x  —  ^  an 
die  Stelle  von  rr,  so  verschwindet  z  aus  der  Function  V^  gänzlich. 
Setzt  man  dagegen  (x  —  zy  an  die  Stelle  von  x,  so  wird  die  Va- 
riante  F3  der  Variirten  gleich  Null,  wenn  man  setzt 

{X,  -  ^f  +  (x,  -  ^r  -  (x,  -  ,y  -  (x,  -  zf 

=  {x^^  +  x/  —  x^  —  «/)  —  2(a;i  +  x^  —  x^  —  x^s  =  0  . 
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Die  Resolvente  in  z  wird  mit  der  Resolvente  XX  (§  81) 
identisch^  wenn  man  —  ^  an  die  Stelle  von  2z  setzt.  Da  die 
Function  drei  solche  Factoren  besitzt,  so  muss  die  Resolvente 
kubisch  sein.  Man  erhält  dieselbe  in  Coefficienten  der  vorgelegten 
biquadratischen  Gleichung  ausgedrückt,  wenn  man  die  Reducente 
(21)1  in  die  Coefficienten  der  quadratisch  Variirten 
x'^  -\-  a^x'^  +  ß^x^  +  y^x'  -\-  d^  =  0 
einführt^  also  die  Function 

entwickelt.     Es  ist  dabei  zu  setzen 

-  «1  =  «2  —  2/3  =  4^2  _j_  2az  +  {a^  —  26)-, 

ß^=ß^-2ay+2d  =  Q>z^+Qaz^-\-{?>a'-2l)z'-+2{aJ)-^c)z 
+  {¥  —  2ac  +  2d), 
^y^=:f  —  2ßd  =  Az'  +  6az^  +  (Sa^  +  2h)z''  +  4(ah  —  c)z' 
•      +  2(h'  -  6d)z^  +  2(5c  —  3ad)z  +  (c'  —  2hd)  , 
8^  =  8^^  {z^  +  az^  +  Iz'  +  CZ.+  df  . 

Durch  die  Reducente  (21)  I  wird  das  Coordinatens3^stem  der- 
artig verändert,  dass  die  Differenz  zweier  Wurzelsummen  gleich 
Null  wird,  oder  was  dasselbe  ist,  dass  die  Wurzeln  der  Variirten 
eine  arithmetische  Proportion  bilden. 

Beispiel.     Die  Variirte  sei 

x"^  —  12x-^  +  2hx'^  +  mx'  -  80  =  0  . 
Die  Wurzeln  derselben  sind 

X-^    —  X  ,      X2    —  o  ,       X^    —        ^  .      X^   ö  . 

In  diesem  Falle  ist 

«,3  -  4.a^ß^  +  871  =  —  12^  +  4  .  12  .  25  +  8  .  66  =  0 
und 

{x;  +  X,')  —  {x^  +  o  =  0 

oder 

(21)11.     Wenn  die  kubische  Retrovariante 

y'^,^==  l^(c^  -  ^^cd  +  ^ad') 

zum   Verschwinden   gebracht   werden   soll,   so   genügt   hierzu    eine 
lineare  Transformation  und  die  Resolvente  wird  bikubisch.     Setzt 
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man    uämlich    x  —  ^    an   die    Stelle    von    x,    so    verschwindet    die 
Function   71,4  der  Variirten,  wenn  man  annimmt  * 

r         r         f       \             /         f         t                    f         f         f  f        f         f 

f        f        T  I        f        f        nf  ff        rv>        n'         nr        f        IT 

2       3       4:       I         1       3       -4  1       2       4  1       '       3 

^^—  (**/o  ^3  »v^      I      •*'i  «*'3  »»^i  ^^  *v<  Xct  X\   ~~~  X-t  Xi.-}  Xoj      I      ^  vi      ■"*  '        **^S      -i)  ^ 
—   (^1  +  ^2  —  ^3  —  ^4)-^"  =  ö  . 

Da  die  Function  drei  solche  Factoren  hat,  so  ist  die  Resol- 
vente  in  z  vom  sechsten  Grade  und  identisch  mit  XXXI,  also 

Man  erhält  dieselbe  dadurch,  dass  man  die  Reducente  (21)  II 
in  die  Coefficienten  der  variirten  Gleichung  einführt.  Sie  ist  schein- 
bar vom  neunten  Grade,  reducirt  sich  aber  auf  eine  vom  sechsten 
Grade,  da  die  drei  ersten  Glieder  gleich  Null  werden.  Durch  die 
Reducente  (21)11  wird  das  Coordinatensystem  dergestalt  verschoben, 
dass  das  harmonische  Mittel  zweier  Wurzeln  der  variirten  Gleichung 
dem  harmonischeu  Mittel  der  beiden  andern  gleich  wird,  dass 
also  wird 

Xy        -f-     X.^  .T3        -j-      X^ 

Beispiel.     Gegeben  sei  die  Gleichung 

^^  —  bx^  +  bx-  -\-  bx  —  6=0; 
die  Wurzeln  sind 

X^  =        1  ,     X2  ==  1  ,     x.^  =  J  ,     x^  =  o  . 
Die  Resolvente  in  2  ist  nun 
(5^-  -  Uz  +  5)  (3/-  -  10^-  +  11)  (/'  -  10.^  +  13)  =  0  . 
Ans  dem  letzten  quadratischen  Factor 
z'  -  10^  +  13  =  0 


folo't 


o 


?i  und  <i2  =  5  +  2 1/3  5 


aus  dem  vorletzten 


Sz^-  —  10z+  11  =0, 
z,  und  z^=~±^y-'2', 

aus  dem  ersten  Factor 

5.2  -  14^  +  5  =  0  , 

7      ■      2 


z^  und  r^=-4:-]/6. 
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Es  gibt  also  im  Ganzen  vier  reelle  und  zwei  laterale  Ver- 
schiebungen des  Coordinatenanfangspunctes,  bei  welchen  die  har- 
monischen Mittel  von  je  zwei  Wurzeln  gleich  werden. 

(22)  Wenn  die  Function 

gleich  Null  werden  soll,  so  genügt  dazu  eine  lineare  Transform ation, 
und  die  Resolvente  ist  die  kubische  XXII.  Setzt  man  x  —  ^  an 
die  Stelle  von  x,  so  wird  die  Function  a^8  —  y'^  gleich  Null^  wenn 
man  annimmt 

x{  x^  —  x.^  xl  =  {x^  —  i){x^  —  z)  —  {x^  —  i)  {x^  —  0) 

=  \X^  X2  Xq  X^)  [X^  -J-  X2  X^  X^j  0  ==  U  . 

Da  die  Function  drei  solcher  Factoren  besitzt^  so  ist  die  Re- 
solvente vom  dritten  Grade.  Man  erhält  dieselbe  in  Coefficienten 
der  gegebenen  Gleichung  ausgedrückt,  indem  man  entweder  die 
Reducente  in  die  Coefficienten  der  Variirten  einführt,  also  die 
Gleichung  a^ö  —  y^  =  0  nach  Potenzen  von  0  entwickelt,  oder  in- 
dem man  mit  Hülfe  der  Sätze  der  symmetrischen  Function  das  Product 

—  (x^-x^+x^  —  x^z]  [{x^x^  —  x^x^  —  {x^  —  x^  —  x^-\- x^z^=-0 

in  exacter  Form  darstellt. 

Durch  die  Reducente  (22)  wird  das  Coordinatensystem  der 
Curve  y  =  f{x)  so  verschoben,  dass  die  vier  variirten  Wurzeln  je 
zwei  und  zwei  gleiche  oder  lauter  gleiche  Vorzeichen  haben  und 
dabei  eine  geometrische  Proportion  bilden. 

Beispiel.     Die  Variirte  sei 

x^  -  12;^;'^  +  Alx'^  —  12x'  +  36  =  0  . 
Die  Wurzeln  sind 

X^    —  X  j      X2    —  u  ,      Xo    —  0  ,      X^    ——  ci  • 

Hier  ist 

«2^  _  y2  _  12^  •  36  —  72^  =  0 
und 

r        /  /     ^   /    r\ 

1       2     '  3       4     i 

oder 

(23)  Wenn  die  Function 
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zum  Verschwinden  gebracht  werden  soll;  so  genügt  dazu  ebenfalls 
eine  lineare  Transformation  und  die  Resolvente  ist  die  bikubische 
XXV  (§  81).  Dieselbe  lässt  sijeh  leicht  in  drei  quadratische 
Factoren  zerlegen  und  zwar  mit  Hülfe  der  kubischen  Resolvente  XIII. 
_  Setzt  man  x  —  ^  an  die  Stelle  von  Xj  so  wird  die  Function 
F3  zum  Verschwinden  gebracht  durch  die  Annahme 

x^  <  +  x^  xl  =  {Xj^  —  z)  (^2  ~  ^)  +  fe  —  ^)  (^4  —  ^) 

=  (^1 X,  +  x.^x^)  —  (x,  +  ^2  +  ^3  +  ^4)^  +  2^-  =  0  . 
Die  Resolvente  in  z  besteht  also  aus  den  drei  Factoren 
^'  +  yö^  +  y  {x^x,,  +  x.^x^)  =  0  , 

•^'  +  Y «^  +  Y  fe  ^3  +  x,xj  =  0  , 

Man  erhält  die  ex  acte  Form  der  Resolvente  XXV  durch  Ent- 
wicklung des  Productes  der  drei  quadratischen  Factoren  oder  auch 
dadurch,  dass  man  die  Reducente  (23)  in  die  Coefficienten  der 
Variirten  einführt,  also  entwickelt 

Durch  die  Reducente  (23)  wird  das  Coordinatensystem  der- 
artig verschoben,  dass  die  Wurzeln  der  Variirten  je  ein  und  drei 
gleiche  Vorzeichen  haben  und  dass  ihre  Quadrate  eine  geometrische 
Proportion  bilden. 

Beispiel. 

x^  +  6x^  -  n2x''  +  mOx'  -  225  =  0  . 

Die  Wurzeln  dieser  Variirten  sind 

X-t    — —  X  ,      X.^    ^'^  }      ^3    —  '^  }      x^    —  o  . 

Es  ist  nun 

a'd  —  4ßd  +  f  =  —  6'' .  225  -f  4  .  112  .  330  +  330-  =  0 
imd 

Xi  X.)       I     X-^  Xi    ^^—-  \J 

oder 

(24)     Wenn  die  Geminante 

G^=  —  U=  -  (ahl  —  ahc  -f  c^) 
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durch  Transformation  der  gegebenen  Gleichung  zum  Verschwinden 
gebracht  werden  soll^  so  genügt  dazu  eine  Variation  ersten  Grades, 
und  die  Resolvente  wird  die  bikubische  XXIV  (§  81).  Dieselbe 
lässt  sich  indess  leicht  in  drei  quadratische  Factoren  zerlegen  und 
auf  die  kubische  XVI  (§  81)  reduciren. 

Setzt  man  x  —  <0  an  die  Stelle  von  x ,  so  wird  E  gleich  Null, 
wenn  man  annimmt 

x^  +  ^2'  ==  (^1  +  ^2)  —  2^  =  0, 
also 

Da  die  Function  H  sechs  Factoren  besitzt,  so  liegt  hierin  der 
Grund,  warum  die  Resolvente  vom  sechsten  Grade  wird.  Um  sie 
in  exacter  Form  zu  erhalten,  muss  man  sie  entweder  nach  den  ge- 
wöhnlichen Regeln  (§  19)  bilden,  indem  sie  die  Gleichung  der 
halben  Wurzelsumme  ist,  oder  man  kann  die  Reducente  auf  die 
Coefficienten  der  Variirten  anwenden  und  entwickeln 
a^d  —  aßy  +  y^  _  q^ 

Durch  diese  Reducente  wird  das  Coordinatensystem  der  Curve 
y  =  f{x)  derartig  verschoben,  dass  die  variirte  biquadratische 
Gleichung  zwei  gleiche  Wurzeln  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen 
erhält. 

Beispiel.    Die  Variirte  sei 

Die  Wurzeln  sind 

Es  ist  nun 

a^d  —  aßy  +  y'  =  -  ö' .  6  +  b  .  6  .  ö  +  6'  ==  0 
oder 

Xi       j     Xo V-'  • 

(2ß)     Um  die  Function 

TF=-K^-4«,ft  +  8n) 
=  ^6  _  6a^/3  +  Sa^y  +  Sa\ß'  —  d)  —  16 aßy  +  87^ 

zum  Verschwinden  zu  bringen,  ist   eine  Variation  zweiten  Grades 
erforderlich  und  die  Resolvente  wird  XX  (§  81),  also  eine  kubische. 
Setzt  man  in  der  Gleichung  der  Wurzelquadrate  der  gegebenen 
Gleichung  x  —  ^  an  die  Stelle  von  x ,  so  wird 
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(.r/  +  x^^  —  xi  —  xl)  —  2(x^  +  X.,  —  X.,  ~-x^  z  =  ^, 
und  die  Function   W  verschwindet. 

Die  Resolvente   lässt  sich   leicht  herleiten  aus  der  Resolvente 
XVII,  deren  Wurzeln  sind: 

^1  =  ±  {^y  +  ^2  —  ^-3  —  ^4) . 

^2  ==  lii  (^1       x.^  -j-  a'g      x^ , 

h  =  ±  (-^1  —  ^2  —  X-,  +  ^4)  • 
Es  ist  nämlich 

x^-^xi-xi-x^=\s^,-\-x^-{x^x:^M^-xif-{x-xJ\ 

=  f  (^1   +  ^2  +  ^3   +  ^^4)  C-^l   +  ^^   —  ^i   —  -^4) 
I     "^  (^'1  ''^'2   "T  ''^'3  ^4)  C^l  ^2  ^3  "T    ^4) 

=  —  -a(^\+a;,— a^s  — Ä'J  +  -  (^1— a^2  +  ''^3— ^4)C'^i  — ^2  — ^3+^4)  • 
Ferner  ist  gemäss  (21)1: 
fe  +  ^2  —  ^3  —  ^4)  (^1  —  ^2  +  ^3  —  ^4)  (^1  —  '"^2  —  ^3  +  '^^'4) 

folglich 

£tZ  — 1 — ~  (X 


^\  +  ^%  —  cc^  —  cc^  2  2  {x^  4-  A\  —  x.^  —  x^Y 

_-  _  JL     _  «^  —  ^ah  4-  8c 
~         2  ^  2iß  ' 

WO  2/  die  Wurzel  von  XYII  bezeichnet.    Setzt  man  2^  =  —  g,  so 
erhält  man  die  Resolvente  XX. 

Ebenso  gelangt  man  zu  dieser  Resolvente ^  wenn  man  die  Re- 
ducente  (26)  "in  die  Coefficienten  der  Variirten  einführt  und  sie  nach 
Potenzen  der  Variation  2  entwickelt. 

Durch  die  Reducente  W  ==  0  wird  das  Coordinatensystem  der 
Curve  y  =  f{x)  derartig  verändert,  dass  die  Differenzen  der  Summe 
der  Quadrate  je  zweier  Wurzeln  der  Variirten  jedesmal  gleich  Null 
werden,  oder  was  dasselbe  ist,  dass  die  Wurzelquadrate  eine  arith- 
metische Proportion  bilden.  Im  Princip  stimmt  diese  Ver- 
änderung mit  der  von  (21)  im  Wesentlichen  überein. 

Beispiel.    Die  Variirte  sei 

x"^  —  2x'  —  123:^'-  +  320:^'  +  1100  =  0. 
Die  Wurzeln  sind 

rr/  =  —  2,     Xo    =  —  11 ,       0^3'   =  10,       x^    =  b , 

Matthiessen,  Grundzüge  d.  ant.  u.  mod.  Algebra.  38 
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also 

^;2  _  4^    ^^'2  _=  121 ,    x^^  =  100 ,    x^^  =  25 . 
Es  ist  nun 

W=  a''  —  6a^ß  +  8«2(a7  +  /32  —  d)  -  16«^^  +  8^^  =  0, 
oder 

«^  +  <^)-«2  +  <^)  =  0. 

(28)  Um  die  Function 

0  =  a^  —  4a^h  +  Sac  —  Ißd  =  0 
zum  Verschwinden  zu  bringen  ^  genügt  zwar   eine  lineare  Trans- 
formation, die  Hülfsgleicliung  aber  wird  ebenfalls  vom  vierten  Grade. 
Denn  setzt  man  ^  —  <^  an  die  Stelle  von  x,  so  wird 

(x,  +  x,  +  x,  —  x^)  +  2^  =  0, 
und  weil   die    Function    vier  Factoren    besitzt,    so   ist  damit   der 
Satz  bewiesen.    Die  Hülfsgleichung  erhält  man  leicht  entweder  mit 
Hülfe  der  Sätze  von  den  symmetrischen  Functionen  oder  durch  Ein- 
führung der  Reducente  (28)  in  die  Coefficienten  der  Variirten. 

Wenn  die  Hauptgleichung  vier  reelle  Wurzeln  hat,  so  ist  das- 
selbe bei  der  Hülfsgleichung  der  Fall;  hat  die  Hauptgleichung  zwei 
reelle  und  zwei  complexe  oder  auch  lauter  complexe  Wurzeln,  so 
hat    die  Hülfsgleichung  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  Wurzeln. 

Beispiel.    Die  Yariirte  sei 

x"^  -  12 x'  +  41  x'  —  12x'  +  36  =  0 . 
Die  Wurzeln  sind 

Xj^    —  X  ,      X<^    ——  u  j      it/ß    —  O  ,      Xj^    —  o . 

Es  ist  nun 

a*— 4«2/3-f  8a>^--16d=  12(12^-4.12.47-1-8.72)— 16.36  =  0, 

oder 

«-j-^Z-f-rTgO—    <    =    0. 

(29)  Wenn  die  quadratische  Invariante 

^  =  ^  (62  __.  ^ac  -f  \2d) 

zum  Verschwinden  gebracht  werden  soll,  so  genügt  nicht  eine 
lineare  Transformation,  wol  aber  eine  quadratische.  Variirt  man 
nämlich  die  Function 

24^  =  (x^  —  a^g)^  {x^  —  x^^  -f  (^1  —  x^^  (^2  —  ^J' 
+  fe  —  ^3)'  k  -  ^4)' 
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durcli  die  Grösse  ^,  so  verschwindet  z  gänzlich  aus  derselben  und 
es  bleibt  die  Function  selbst  übrig.  Lässt  man  dagegen  {x  —  zf 
an  die  Stelle  von  o:  treten^  so  wird  die  quadratische  Invariante  ö^ 
der  Variirten  gleich  Null,  wenn  man  annimmt 

{x^  —  x^^  {x^  —  x^^  {x^  +  ^2  —  2^)^  fe  +  ^4  —  2^)2 
+  (^1  —  ^3)'  (^2  —  ^J'  (^1  +  ^3  —  2^)'  fe  +  ^4  —  2^)' 
+  (o;,  —  ^3)^  (a^i  —  ^^4)^  {x.2  -\-  x^  —  2£f  {x^  +  0^4  —  2^)^  =  0 . 

Diese  Gleichung  ist  vom  vierten  Grade  und  wird  in  exacter  Form 
erhalten,  wenn  man  die  Function 

nach  Potenzen  von  ;S!  entwickelt.  Hermite*)  hat  gezeigt,  dass  die 
biquadratische  Resolvente  sich  auf  eine  quadratische  reduciren  lässt. 

Statt  nun  die  Entwickelung  der  Function  ^{-  —  o^i/j  +  12  d^ 
nach  Potenzen  von  z  vorzunehmen,  was  ziemlich  umständlich  ist, 
da  dieselbe  auf  eine  Gleichung  vom  achten  Grade  führt,  aus  wel- 
cher die  vier  ersten  Glieder  identisch  verschwinden,  kann  man  zwei 
andere  Wege  einschlagen,  deren  einer  von  Hermite  undEnneper**) 
betreten  worden  ist  und  von  denen  der  andere  in  der  Anwendung 
der  Sätze  von  den  symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln  fort- 
schreitet. AVir  entwickeln  zunächst  das  erste  Verfahren  in  einer 
etwas  abgekürzten  Form. 

Die  Substitutionsformel  ist  nach  dem  Vorhergehenden 
x'  —  'lzx-\-{z^  —  x")  =  0. 
Setzt  man  vorläufig  — 2-2?  =  'y,   so  erhält  man  durch  Elimination 
von  X  aus  dieser  und  fix)  =  0 : 

{f  _  xj  —  [ai;  — •  a^  +  2^  {f  —  xj 

+  \b{f  —  av-\-l)-\-  ^cv  -  2ac  +  2rn  (f  —  xJ 

__  \c{f  -  av^  +  &i'-c)  +  di^^v- -Zav)  +  1hd\{r  —  x) 

+  d\i:^  —  av^  +  Iv-  —  cc  +  fZ]  =  0. 

Nimmt  man  nun  weiter  an 

v^  —  av  -\-h  ==  r  -|-  y  &  , 

so  lässt  sich  Alles  durch  r  und  die  erste  Potenz  von  v  ausdrücken, 
und  es  resultirt  die  Gleichung 

*)  Hermite,  Sur  la  theorie  des  equations  modulaires,  p.  20.  Paris  1859. 
**)  Enneper,  Notiz  über  die  bi quadratische  Gleichung.    Zeitschrift  für 
Math,  und  Physik.     XVm.    S.  93.     1873. 

38* 
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+    r&6-  +  y  A  +  3c?;  —  2ac  +  2d\  (f  ~  xj 

+  t?[(r  +  \  hj  +  (av  -  h)  (^r  +  | A  -er  +  ^1=0. 

Denkt  man  sicli   die  Gleichung  weiter  nach  Potenzen  von  x'  ent- 
wickelt, also 

x^  +  a^x'  +  ß,x-'  +  T^i^r'  +  dl  =  0 
und  setzt  die  quadratische  Invariante  dieser  Gleichung  gleich  Null, 


also 


1 


so  erhält  man  die  gesuchte  biquadratische  Resolvente,  welche  nach 
Potenzen  von  0  entwickelt  folgende  Form  annimmt: 

16  ^"0''  +  Wa^0'  +  y  [{Sa'  +  4&)  ^  -  36^]  z^ 
+  y  (ahü"  -  9a~^)2  +  y  ih'ü''  —  18hW'  +  3^^)  =  0. 

Das  Absolutglied  ist  die  quadratische  Invariante  ^2  ^^^  Gleichung 
der  Wurzelquadrate  der  vorgelegten  Gleichung  f(x)  =  0 ,  denn  man 
hat,  wie  auch  aus  der  Variationsgleichung  von  £f  sich  ergibt*) 

=  Y^  [(^'  -  2ac  +  2dy  -  3(^2  —  2&)  (c^  _  26^)  +  12(?2] . 

Hieraus  folgt  nun  das  wichtige  Theorem,  dass  jede  biquadratische 
Gleichung  sich  so  transformiren  lässt,  dass  die  quadratische  Invariante 
^u  der  Transformirten  verschwindet.  Die  Resolvente  XXX  der- 
selben wird  dadurch  auf  die  rein  kubische 

reducirt.  Merkwürdig  ist  die  Form  der  Resolvente  in  r .  Setzt  man 
2r  =  fj ,  so  wird  dieselbe 

nimmt  also  die  Form  der  quadratischen  Covariante  an  von  der 
Determinante 


*)  Lebesgue,  Note  sur  la  resolution  de  requation  du  quatrieme  degre. 
Journ.  de  Mathem.  par  Liouville.     XXIII.     p.  391.     1858. 
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+ 


2z/ 


1>  T«'        (j^+l) 

1  /i  ,       1    \        1 

=2.     if^o,   (Y^-y;)'  T^ 


n'-fn+^f- 


+ 


Auf  einem  etwas  kürzeren  Wege  gelangt  man  zu  der  quadratisclien 
Gleichung  in  r,  wenn  man  auf  die  Variation  der  Function  ^  die 
Sätze  von  den  symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln  anwendet. 
Das  erste  Glied  der  Variation  ist 

(x,  -  x.^'  {x,  -  x,f  [fe  +  X,)  (x,  +  X,)  +  2ag  +  ig^- 
Setzt  man 

4^2  +  2az  ==y  =  y  —  ~  b  , 

so  ist  die  quadratische  Resolvente  gleich 

und 

^,  =  ±  (h'^  -  I8&rj  +  3^^) . 

Dividirt  man  durch  24,  so  resultirt 

ft/  +  ~(b'J-6^)y  +  ^,  =  0. 

2  1 

Substituirt  man  y-\--^h=r-{-  —  h  wieder  als  Hauptgrösse,  so 
erhält  man  wie  oben 
Ü'Us'  +  2a^  +  y  hY  -V  12^ Uz"  +  2az  +  ^h\+  \  J'  =  0 

oder 

^(6^2  +  3az  +  hf  -  18^(6^2  _(_  3^,^  +  6)  +  3^-  =  0. 
Die  Discriminante  dieser  quadratischen  Gleichung  ist 

Zahlenbeispiel.    Die  variirte  Gleichung  sei 

x^  —  8x^  +  24.x-  -  AOx'  +  32  =  0 . 
Die  Wurzelwerthe  derselben  sind 


X. 


i'  =  2 ,  x.^  =  4:y  x^  und  ^i'  =  1  +  V —  3 
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Für  diese  Gleichung  ist  nun 

ß^2  „  3^^^^  _|_  i2d,  =  242  -  3  .  8  .  40  +  12  .  32  =  0. 
Durch  die  Reducente  (29)  wird  nun  das  Co ordinaten System  derar- 
tig verändert;  dass  die  vier  Wurzebi  der  variirten  Gleichung  einander 
äquianharmonisch  zugeordnet  sind,  d.  h.  dass  das  Doppelverhältniss 

~  J2  =  Y  +  Y  V—  3 ,     oder  —  J^ , 


X, 

-x. 

.  ^'l      --^4 

x^ 
1 

-x; 

X^    —  x^ 

x; 

^3 

^Xy    —  xl 

^ =  —  ^1= -,T  —  V  y~~  ^ '  *^^^^  ~  *^2 

wird.  Für  den  vorliegenden  concreten  Fall  gelten  die  ersten 
Werthe. 

Um  dies  Theorem  zu  erreichen,  gehen  wir  aus  von  der  sym- 
metrischen Function 

24e/ =(^x  "^2)  v-^s  ^^4)  "1  v-^i  ^^3)  \p2  ^4/  ~r(.^2  -^a)  1*^1  '^"d)  • 
Dieselbe  möge  der  oben  ausgesprochenen  Bedingung  gemäss  gleich 
Null  sein.  Dividiren  wir  die  so  entstehende  Gleichung  durch  das 
letzte  Glied,  so  erhalten  wir 

C^t  ■^2)"   ("^s  •^'4)        I      (^1  '^z)     ('^2  '^4/        I      1    __  r\ 

Es  gilt  nun  jederzeit  die  Identität 

[x^         X^)  {X^         X^)  -j-  \X^         X<^)  \X^  X^)  =  {X^         X2)  [X-^         X^j , 

woraus  folgt 

(^1  ^3)   ('^2  ■^4/   \.^1  ^2)    (^3  •^4)    -j 

(a?3  X2)   {X^  X^)  {X^  X2)   {Xj^  X^) 

Setzt  man  diesen  Werth  für  das  zweite  Glied  in  die  vorhergehende 
Gleichung  ein,  so  erhält  man,  nachdem  man  dieselbe  durch  2 
dividirt  hat, 

+  1  =  0 


{Xi  X,2)     {X^  X^)  [Xi  X2)  {x^  X^) 


{Xq  ^2)      \^*1  '^i)  \'^3  ^2)    \^1  ^4) 

oder  kurz 

A^  -  A  +  1  =  0 . 
Daraus  ergibt  sich  sofort  die  Auflösung 

{X,  -  X,)  (X,  -X,)  _  j^      ^^^^      _j^ 

Wegen  der  Identität 

(^1  -  ^3)  fe  —  ^4)  +  (^3  —  ^2)  K  —  ^4)  =  (^1  -  ^2)  fe  —  ^4) 
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ist  zweitens 

(X,-X,){X,-X,)  _j^        ^^^^        _j^ 

Die  übrigen  Permutationen  der  Wurzeln  geben  aber  keine  neuen 
Werthe  und  es  werden  in  diesem  Falle  zweimal  drei  Doppelver- 
hältnisse  gleich:  die  vier  Elemente  Xj^fX2,x^yX^  sind  einander  äqui- 
anharmonisch  zugeordnet"^'). 

Es  ist  weiter  in  §  143,  8  gezeigt  worden,  dass  wenn  drei  der 
Elemente  z.  B.  rr^,  ^g?  ^3  ^^^  Wurzeln  einer  kubischen  Gleichung 
sind,  in  diesem  Falle  das  vierte  Element  x^  eine  Wurzel  der  quadra- 
tischen Covariante  C3,2{^)  =^  0  sei.  Es  gibt  demnach  immer  zwei 
Elemente,  welche  mit  drei  gegebenen  ein  äquianharmonisches  Dop- 
pelverhältniss  bilden.  Wenn  die  Wurzel  der  quadratischen  Cova- 
riante mit  den  drei  Wurzeln  ihrer  kubischen  Stammgleichung  eine 
biquadratische  bildet,  so  geht  die  quadratische  Covariante  03,2(^4) 
über  in  die  quadratische  Invariante  12^  und  verschwindet  zugleich. 

Wir  haben  weiter  zu  untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen 
bei  biquadratischen  Gleichungen  mit  reellen  Coefficienten  die  quadra- 
tische Invariante  verschwindet  oder  die  vier  Wurzeln  in  einem 
äquianharmonischen  Verhältnisse  stehen.  Es  gelten  dafür  folgende 
zwei  Sätze: 

1)  Die  quadratische  Invariante  kann  nicht  verschwinden,  wenn 
die  vier  Wurzeln  der  Stammgleichung  reell  oder  complex  und  von 
einander  verschieden  sind.  Sie  verschwindet  aber,  wenn  drei  der 
Wurzeln  einander  gleich  sind. 

2)  Die  Invariante  kann  verschwinden,  wenn  zwei  Wurzeln  reell 
und  zwei  conjugirt  complex  sind. 

Nehmen  wir  zum  Beweise  dieser  Sätze  zunächst  an,  die  vier 
Wurzeln  seien  sämmtlich  reell  oder  sämmtlich  complex,  so  wird 
der  Ausdruck 

(x,  -  X.;)-  (x,  —  x^f  -f  (^1  -  x.,y  {x.,—x^'^  +  {x,  —  x,f  {x^  —  x^y 

nicht  deich  Null  werden  können,  wenn  nicht  mindestens  drei 
Wurzeln  gleich  sind-,  denn  in  den  übrigen  Fällen  bleibt  der  Aus- 
druck offenbar  stets  positiv. 

Nimmt  man  dagegen  an,  es  sei 

x^  =  a,     X2  =  ßf     ^3  und  ^4  =  7  +  ^  V—  1  ; 


*)  Man  vergl,  Clebsch,  Theorie  der  binären  algebraischen  Formen,  §  21, 
sowie  oben  §  143,  7. 
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dann  geht  die  Function  über  in 

\ä'  +  («-?-)  iß  -  y)r  -  SS\a  -  ßy, 
und  die  quadratische  Invariante  verschwindet,  wenn 

-      d-'  +  YS(c,-ß)ä  +  {a-y)iß--y)  =  0 
ist.    Dass  die  angenommenen  vier  Wurzelformen,    wenn  sie  dieser 
Gleichung  genügen,  äquianharmonisch  zugeordnet  sind,  findet  man 
leicht,  indem  man  jene  Werthe  in   die   beiden  Doppelverhältnisse 
einsetzt. 

Erstlich  ist 

x^  —  x.^  ^  Xj^  —  x^  2{cc  —  ß)  d  y —  1 

X.,—  X.,'  X,  —  x^~  ^y  _  p)  («  __  y)  _|.  (f,,  _  ß)  8y:~i  —  d^' 

und  wenn  man 

{y  -  ß)  {a  -y)  -  8^  =^^ß  {a  -  ß)  8 
setzt,  so  erhält  man  den  Werth  —  Jg .    Das  andere  Doppelverhält- 
niss  wird  gleich   dem  conjugirten  Werthe  —  J^ ;   denn   setzt  man 
die  angenommenen  Wurzel  werthe  ein,  so  resultirt 

X.^—  Xs'  X^   —  X^  (^  _  y  _  ^    y__  l)  (a  _  y  +  d  y^^) 

__  ys-yzTi  _  1       1 

~yrTy^i~~^,    yV-^--^i- 

Zu  je  zwei  Wurzeln  a ,  ß  und  dem  reellen  Gliede  y  der  beiden  übrigen 
Wurzeln  gehören  immer  zwei  Werthe  von  6,  nämlich 


2 


(«  -  /3)  +  ]/ j  («  -  /J)^  -  a^  +  («  +  /3)  7 


r''' 


Nur  der  Fall 

?'-ici  +  ß)y 

+  «/5-| 

(«- 

-ßf  =  ( 

macht 

eine  Ausnahme;  alsdann  ist 

1 

(«  +  «  +  ( 

a  — 

-ß), 

also 

3                 1 

|5,    y,==- 

1 

"2 

« + 1  ii 

und 

d  = 

2    '^^ 

ß)- 

Wählt 

man  den  Werth  y^ 

3                1 

=  Y  «  -  Y 

ß, 

so   sind 
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Xi  =  ci^     x.^  =  ßj     x^  und  x^  =  —  (3a  —  /3)  +   {a  —  ß)  ]/—  3  ; 
im  andern  Falle 

x,  =  a,     x,  =  ß,     x^  und  :r^  =  y(— «  +  3^)+ -(«— /3)]/^^. 

Wenn  wie  in  dem  angezogenen  ZaUenbeispiele  «  =  2 ;  /3  =  4  ist, 
so  sind  äquianliarmonisch  zugeordnete  Wurzeln  die  conjugirt  com- 
plexen  Paare 


x^  und  ^4=1+  ]/—  3 , 
und 


a?3  und  x_^  =  5  +  ]/ —  3  . 

Wählt  man  die  dritte  Wurzel  verschieden  von  einem  dieser  Werthe, 
so  sind  die  Coefficienten  der  Gleichungen  nicht  mehr  reell,   z.  B.: 

x^  =  \  ,  X2  =  2 ,  Xs  =  3,  ^^4  =  2  +  —  ]/—  3  . 

o 

Wenn  das  imaginäre  ö  gleich  Null  werden   soll,   so  muss  wegen 

d-  +  1/3  (a  -  y)d  +  (a-  7)  (ß  —  r)  =  0 

y  entweder  gleich  a  oder  gleich  ß  sein;  d.  h.  bei  lauter  reellen 
Wurzeln  müssen  drei  Wurzeln  gleich  sein.  Ist  y  gleich  Null,  so 
sind  zwei  Wurzeln  imaginär.    Ein  Zahlenbeispiel  ist 

x^  =  l ,     X2  ^  3 ,     x^  und  x^  =  +  y —  3  . 

Ist  endlich  ß  =  cc ,  so  müssen  ö  ==  0  und  y  ==  ß ,  also  wieder  drei 
Wurzeln  gleich  sein.  Da  in  diesem  Falle  die  Invariante  #  oder 
die  Covariante  (73,2(^4)  identisch  verschwindet,  so  kann  x^  will- 
kürlich angenommen  werden. 

Wenn  man  sich  der  Hülfsgieichung  in  z  zur  Transformation 
der  Gleichungen  bedient,  wird  man  in  den  seltensten  Fällen  eine 
Transformirte  erhalten,  welche  drei  gleiche  Wurzeln  hat  und  zwar 
auch  nur  dann,  wenn  schon  drei  Wurzeln  der  Stammgleichung 
gleich  sind.  Man  kann  aber  ohne  Schwierigkeit  eine  jede  Gleichung 
mit  lauter  verschiedenen  Wurzeln  in  eine  andere  transformiren, 
welche  drei  gleiche  Wurzeln  hat;  und  zwar  mittels  der  Gleichung 
ihrer  halben  Wurzelsummen  und  einer  zweimaligen  quadratischen 
Variation. 

Denn  seien  die  Wurzeln  einer  biquadratischen  Gleichung 

X-t   —  L  ,       X^  —   Jt  y      X^  —  O  ,       X  —    i  . 
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Nimmt  man  an  die  Variation  sei  ^  =  -^  (^i  +  ^3)  =  3,  und  qua- 
drirt  die  variirten  Wurzeln,  so  resultirt 

x^'  =  4:j    x^  ==  Ij    x^  =  4:,    :r/  =  16 . 
Man  bestimme  nun  die  Gleichung  der  halben  Wurzelsummen  von 

{x  —  4)  (a;  -  1)  {x  —  16)  =  0 

und  setze  5  =  y  (^3'  +  ^/)  =  10 .     Bildet     man    wiederum    die 

Gleichung  der  Wurzelquadrate  der  mit  J  variirten  biquadratischen 
Gleichung,  so  erhält  man 

^/'  =  36,    <'  =  81,    0:3"  =  36,    a^/  =  36. 
Man  kann  diese  Operation  so  beliebig  weit  fortsetzen. 
(30)     Wenn  die  Discriminante 

=  256(^3-27^^) 
zum  Verschwinden  gebracht  werden  soll,  genügt  dazu  eine  lineare 
Transformation  nicht,  aber  eine  quadratische.  Denn  wenn  man  den 
Factor  x^  —  x^  derselben  durch  s  variirt,  verschwindet  2  ganz  aus 
der  Function  B^ .  Lässt  man  dagegen  {x  —  ^)^  an  die  Stelle  von  x 
treten,  so  verschwindet  D^,  wenn  man  annimmt 
{x{  —  a?/)  =  {x^  —  if  —  (x2  —  if  =  (^1  —  x^  {x^  +  ^2  —  2^)  ==  0. 
Hieraus  folgt 

^  =  Y  (^1  +  ^2)  • 

Da  die  Function  Z>4  im  Ganzen  aus  sechs  verschiedenen  Factoren 
besteht,  so  wird  die  Resolvente  in  z  bikubisch  und  ist  identisch 
mit  der  Gleichung  der  halben  Wurzelsummen  XXIV.  (§  81.) 

Um  die  Resolvente  in  s  in  exacter  Form  zu  erhalten,  müsste 
man  die  Reducente  (30)  in  die  Coefficienten  der  quadratisch  variirten 
Stamm gleichung  einführen  und  die  Discriminante  nach  Potenzen 
von  z  entwickeln.  Man  kommt  offenbar  leichter  zum  Ziele,  wenn 
man  die  Gleichung  der  halben  Wurzelsummen  bildet.  Im  Uebrigen 
stimmt  das  Verfahren  der  Transformation  vollkommen  überein  mit 
dem  vorhin  angegebenen,  eine  Gleichung  derartig  umzubilden,  dass 
sie  zwei  gleiche  Wurzeln  erhält. 

Aus  der  Relation 

i)^  =  256(^^~27^2>) 
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folgt  noch,  dass,  wenn  die  Gleichung  drei  gleiche  Wurzeln  hat, 
auch  noch  die  kubische  Invariante  ^  verschwinden  niuss.  Wir 
untersuchen  nun  noch  die  Fälle,  in  denen  die  letztere  für  sich 
'gleich  Null  wird. 

(31).    Wenn  die  Function 

^  =  ^  (12bd  +  dabo  -  21  c^  -  21a^d  —  2b') 

zum  Verschwinden  gebracht  werden  soll,  so  genügt  auch  hier  nicht 
eine  lineare  Variation,  sondern  nur  die  quadratische: 
x^—^2X-\-z^  —  x' =  0  . 
Die  Resolvente  wird  vom   sechsten  Grade   sein.    Wenn   man 
nämlich  einen  beliebigen  Factor  von  ^,  z.  B. 

{X2  X^j  [X^  X^J  [X^  X^J  yX2  X^j 

durch  s  variirt,  so  verschwindet  z  aus  demselben  gänzlich.  Wird 
dagegen  (x  —  zy  an  die  Stelle  von  x  gesetzt,  so  verschwindet  ^ 
durch  die  Annahme 

(xj^  —  x^)  (X2  —  x^)  (xi  +x^  —  2z)  (x.,  +  x^  —  2z) 
+  fe  —  ^3)  fe  —  ^4)  fe  +  ^3  -  2^)  {x^  -\-x^  —  2z)  =  0  . 
Dieser  Factor  ist  quadratisch    und    da   die   Function  ^    drei 
solche   besitzt,    so   ist    die  Resolvente   bikubisch.    Dieselbe  erhält 
man  in  Ausdrücken  der  Coefficienten  a,  b,  c,  ä,  indem   man  die 
Function 

if'  =  72ft(J,  +  9«,/?,n  -  2771'  -  27«,^di  -  2A'  =  0 
nach  Potenzen  von  z  entwickelt. 

Die  Werthe  von  a^,  ß^,  y^,  d^  sind  bereits  unter  (21)  I.  an- 
geführt. Setzt  man  diese  Werthe  ein,  so  ist  die  Resolvente  an- 
scheinend vom  zwölften  Grade.  Es  werden  jedoch  die  sechs  ersten 
Glieder  Null ,  so  dass  sie  sich  auf  eine  bikubische  reducirt.  Leichter 
kommt  man  freilich  zum  Ziele,  wenn  man  die  Sätze  der  symmetrischen 
Functionen  auf  das  Product  der  drei  quadratischen  Factoren  an- 
wendet. Um  dies  zu  bewerkstelligen,  entwickle  man  die  variirte 
Function  nach  Potenzen  von  z.    Setzt  man  der  Kürze  wegen 

—  {x^  —  x^)  {x^  —  x^  —  {x,  —  x^)  {x^  —  x^  =  m^  =  —  6  Ji , 

—  (x^  —  x^)  (a?!  —  x^  —  {x^  —  x,^  (rTg  —  x^  =  m.,  =  —  6?., 

—  (x^  —  x^) (x^  —  x^)  —  (x.,  —  x^)  {x^  -  x^)  =  w?3  ==  -  6^3 , 

—  fe'  -  ^3') fe' - ^/)  -  (^/ - x,'){x,'  -  X,')  =n,  =  -6 1\ , 

—  (^3^  —  ^2')  K'  —  ^4')  —  (^1'  ~  ^2')  (^3'  —  ^4')  =  ^h  =  —  6  r. , 

—  (x./  —  x^)  (^3^  -  x^)  —  {x^''  -  x^^)  (^2'  -  ^4')  =  n^  =  -Q  i\ ; 
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so  sind  dies  die  Wurzeln  der  Gleichungen 

Die  bikubische  Resolvente  ist 

-\-  (m^n^n.^  +  n^m^^n.^  -\-  n^n,^nio^{4^2  +  ^cr^)  +  n^n^n^  =  0, 
durch  welche  die  Invariante  ^u  der  Variirten    zum  Verschwinden 
gebracht  wird.    Die  vier  Coefficienten  derselben  sind  symmetrische 
Functionen  der  Wurzeln  Xj^j  X2,  x.^^  ^4^,  n'^lich 
P=  w^m^mg  =  432^, 
Q  =  m^m^n^  -\-  m-^n^m^  +  n^m^m^  ==  2(432&^  —  144;f^), 

B = m^n2n^+n^m.,n.,+n^n^m.^=^{4h\  432^-85 .  144  ^^.j.  ^2^^.  432^), 
S=n^n2n^  =  432^2 
=  ^(861432D^-24&1  UAü^'+Qh.  12^.432^+2.1728^^-4322^2). 

Der  letzte  Ausdruck  ist  die  kubische  Invariante  der  Gleichung 
der  Wurzelquadrate  von  f(x)  =  0 . 

Setzt  man  4^^  -^  2a0  =  y^  so  wird  die  Resolvente  kubisch 
und  es  folgt  daraus  das  wichtige  Theorem^  dass  sich  jede  biqua- 
dratische Gleichung  so  transformiren  lässt,  dass  die  kubische  In- 
variante ^u  der  transformirten  Gleichung  verschwindet  und  dass 
sich  dies  immer  durch  Auflösung  einer  kubischen  Gleiohung  be- 
werkstelligen lässt.  Die  Resolvente  XXX.  der  transformirten  Gleichung 
wird  dadurch  auf  die  einfachere  Form 

reducirt. 

Man  kann  die  kubische  Gleichung  in  y  auf  die  Form 

P  (4/  +  2ae  +  j  bj  +  {Q-  2bP)  (ig^  +  2««  +  |  bj 

+  {B-^bQ  +  jVPj(4g'+2ag+'^b'J 

bringen.     Es  wird  daraus 

432^  Uz'  +  2a0  +  ^hy-2.  144  J^^  U^2  _j_  2a^  +  |  hY 

+  4A32^^(4y^  +  2az+lh^+128^'--S.S64:^'===0. 
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Setzt  man  4/'  +  2az  -\-  ~h  =  2r} ,  so  wird  sie 

ö 

8  Cs,  3  (i?)  =  432 ^'7j'  -  U4r'7f  +  432^r^2  +  16^'  —  864^^  =  0 , 

nimmt  also  die  Form  der  kubischen  Covariante  an  von  der  Deter- 
minante 

Das  Absolutcrlied  der  nach  Potenzen  von  0  entwickelten  Gleichuno- 
ist  die  kubische  Invariante  der  Gleichung  der  Wurzelquadrate  von 
f(x)==0,  nämlich 

^2  =  ^  (52^  -  h'^'  +  9h^^  +  ^'  —  54^2 

=  ik  [-  (^'  -  2^^  +  ^^)'  -  ^^(«'  ~  2^)'^'  -  2^(^'  -  ^W 
+  (9a^-2h)(b'-2ac+2(r){c'—2h(l)  +  12(r^-2ac  +  2d)(n 

Die  Discriminante  der  kubischen  Gleichung  in  rj  ist 

4  7)  ' 


Die  Gleichung  lässt  sich  umformen  in 


(9^n*-f'f-  st^(9^n  -r')-2  |^V=o. 


Beispiel.     Es  sei 

x,  =  2,    x,  =  Yb  +  l,     x,:=S,     a:,  =  1/7  +  1. 
Die  eine  quadratische  Gleichung  in  0  hat  eine  Wurzel  1^  wo- 
raus folgt 

Schreibt  man   diese  Werthe  in  ihrer  natürlichen  Reihenfolge 
1,    4,    5,     7, 
so   sind  dies  offenbar  vier  harmonische  Puncte  auf  der  Abscissen- 
axe,  und  es  ist 

Durch  die  Reducente  (31)  wird  nun  überhaupt  das  Coordi- 
natensjstem  derartig  verändert,  dass  die  vier  Wurzeln  der  variirten 
Gleichung  einander  harmonisch  zugeordnet  sind,  d.  h.  dass 
eines  der  Doppelverhältnisse,  z.  B. 


fcC.i  «^o  tX/o  *^A 


^,  =   -   1 
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wird.     Die  beiden   andern  nehmen  dann  die  Werthe  2  und  —  an. 
Es  folgt  dies  aus  der  Beschaffenlieit  der  drei  Factoren  der  Function: 

V"^!  ^3/  \'^2  '^4)  (.'^2  '^3)  y^l  '^V  > 

(^3  ^2)  (^1  ^4)  C^l  ^2)  V^3  ^d  f 

1*^2  »^ij  V*^  ^4/  1%  "^l  j  1*^2        '   ■^4/)  • 

Angenommen,   der  erste  sei  gleich  Null,    wenn   die  kubische 
Invariante  ^  verschwindet.     Dann  ist  zunächst 

T  (a?i  ^3)  (^2  ^4)   __    -j 

Zufolge  der  identischen  Gleichung 

(^1  ^3)   (^2  •^4)   v'^l  »^2)   \^3  ^4) 


ist 


(^»2   —  ^3)   (^1    —  ^4)  (^3    —  ^2)    (^1    —   ''^4) 


TT        (^1  ^2)   ('^3         ^4)  __  c) 


und  wenn  man  I.  durch  II.  dividirt, 

TTT        (^3        SOi)  {^2        ^4)  __  ^ 

(^2  —  ^1)  (^3        ^4)  2  ^ 

Die  übrigen  Permutationen  der  Wurzeln  geben  keine  neuen 
Werthe  und  es  ist  dieser  Fall  von  dem  vorigen  charakteristisch 
dadurch  unterschieden,  dass  dort  zweimal  drei,  hier  dreimal  zwei 
Doppelverhältnisse  gleich  werden. 

Es  ist  in  §  143,  7  gezeigt  worden,  dass  wenn  drei  der  Ele- 
mente a?i ,  ^2;  ^3>  ^4;  ^'  ß«  diö  ^^ßi  ersten,  die  Wurzeln  einer  kubischen 
Gleichung  sind,  in  diesem  Falle  das  vierte  Element  x^^  eine  Wurzel 
der  kubischen  Covariante 

sei.  Es  gibt  demnach  immer  drei  Elemente,  welche  mit  drei  ge- 
gebenen ein  harmonisches  Doppelverhältniss  bilden.  Wenn  die 
Wurzel  der  kubischen  Covariante  mit  den  drei  Wurzeln  ihrer 
kubischen  Stammgleichung  eine  biquadratische  bildet,  so  geht  die 
kubische  Covariante  (73^3  (iuj  über  in  die  kubische  Invariante  432^ 
und  verschwindet  zugleich.     In  allen  andern  Fällen  ist  aber 

Es  ist  nämlich  gemäss  §  143,  6 

4Cf.  ,iz)  -  Cl  ,(0)  =  -  2TD,f\z) , 
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worin 

f(^z)  =  z^  +  az'-  +  hz  +  c 

bedeutet.  Wird  z  ^=  x_^  gesetzt,  so  gehen  die  beiden  Covarianten 
der  Gleichungen  dritten  Grades  in  die  Invarianten  der  Gleichung 
vierten  Grades  über,  d.  h.  es  wird 

also 

Nun  ist 

A  ==  --  K  —  ^2)'  (^2  —  ^3)'  fe  —  ^1)' 

und 

P  (^4)  =  W  —  (^1  +  ^2  +  ^3)^4^  +  (^1  ^2  +  ^2^'3  +  ^3  ^1)  ^4  —  ^1  ^2  ^sJ^ 

==  (a^i     x_^y  {x^     x^y  (0^3     ^4)", 

folglich 

Es  hat  durchaus  keine  Schwierigkeit,  alle  die  hier  betrachteten 
Verhältnisse  auf  die  Gleichung  der  Cayley'sclien  Form 

/% 

{a,  h,  c,  d,  e)  {x,  yf  =  0 

zu  übertragen,  indem  man  nur  zu  setzen  braucht 

^ X  4?>         -.  6c  4tZ         ^ e 

y  ^  a  ^  a  '  a  '  a 

5.     Die  Varianten  und  Retrovarianten. 

Diese  Constanten  sind  bereits  in  §  17  allgemein  entwickelt. 
Wir  berücksichtigen  hier  nur  diejenigen,  welche  der  Cayley'schen 
Form 

f(x)  ==  {a,  hyCyd,  e)  {Xj  1)^  =  0 

angehören.    Zur  Fortschaffung  des    zweiten  Gliedes    der  Function 

bedarf  es  der  linearen  Variation  s  = ,  wodurch  x  =  x' , 

also  ax  =  ax  +  h  wird.  Fihr  die  biquadratische  Gleichung  ist 
die  Transformirte 

a'fix)  =  (ax  +  6)^  -  Q  V,{ax  +  6)^'  +  Q  V,{ax  +  6)  _  F,  =  0. 


I 
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Die  Varianten  sind  für  alle  Ordnungsexponenten  dieselben  und 
zwar 

V2  =  ¥  —  ac,     (quadratische  Variante) , 
V.^  =  21^  —  3aJ)c  -\-  a^d,     (kubische  Variante), 
V^  =  31)"^  —  6ah^c  -{-  4a^hd  —  a^e,     (biquadratische  Variante). 
Zur    Fortschaffung    des    vorletzten    GKedes    dividire    man    die 
Gleichung  durch  x"^,  ordne   die   Glieder  entgegengesetzt  und  sub- 
stituire 

1  1  d  e  .   ^  _i_  7 

X         x'         e  '       rc  ic     ' 

Die  Transformirte  ist  alsdann 

.Y©=(^+<^)-(:)F'..(^+.)V(:)Fi.g+.)-n.=o 

und 

F2, 4  =  d^  —  ce^     (quadratische  Retr 0 Variante) , 
F3, 4  =  2d^  —  3cde  -\-  c^h ,     (kubische  Retro Variante) , 
F4, 4  =  3^^^  —  ßed^c  +  Aehlb  —  e^a,  (biquadratische  Retrovariante). 
Geht  man  von  der  gewöhnlichen   Form   der   Gleichung    aus, 
so  wird 


F3  = 

=  Ä(«'- 

■4ab  +  Sc), 

F,= 

=  4(3«^ 

—  16a^h  +  6Aae  — 

256d), 

72.4  = 

ni(3«^- 

-Sd), 

F'3,4  = 

=  Ä(«^- 

4bcd  +  8ad'), 

f;,,= 

-^.(^^' 

—  16bchl  +  64ac(f 

-256^='). 

G.    Die  Invarianten  und  die  Discriminante.    (§§  52  bis  54.) 
Die  biquadratische  Gleichung  hat  drei  Invarianten,  J4, 2 ;  J4, 3 
und  J4^  c ,  von  welchen  die  letzte  zugleich  die  Discriminante  D4  ist. 
Es  ist 

Ja,2==  ae  —  Ahd  -\-  3c^,     (quadratische  Invariante), 

a     h     c 
«^4, 3  =    ^     c     d 
c     d     e- 

«^4, 6  =  «^4, 2  —  21  Jl^s=  D^,     (Discriminante) 


=  ace  -{-*2hcd  —  ad^  —  e¥ 
(kubische  Invariante), 
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Zwischen  den  Varianten  und  Invarianten  finden  folgende  Re- 
lationen statt: 

-  e\r2.  ,J,,  2  +  e J4, 3)  =  Fs^  -  4  F'.^ , 
«^4,2=—  F,  +  3F2^ 
aV,,3=F/-  F3^+F,F„ 

e-J4,2=-    F1,4  +  3F2,4, 

eV4,3  =  Vi,,  -  n:4  +  vi,r,,^. 

Zwischen    den    Invarianten    der    biquadratischen    Gleichungen 
und  denen  niedriger  Grade  gelten  die  Gleichungen: 

J^,  2  =  (e/3, 4  -|-  ö^  e/4,  3)  •  J2, 2 , 
«^4, 3  =  \yi,  2  •  «^4,  2  —  Jz,  4)  •  ö^  •    . 
Wie  sich  der  Werth  der  Invariante  J4,  e  aus  den  beiden  Co- 
varianten  der  kubischen  Gleichung  ableiten  lässt,  ist  oben  gezeigt 
worden;  wir  wiederholen  dasselbe  hier  mit  Rücksicht  auf  die  Cay- 
ley^sche  Form 

U={a,h,e,d,e){x,\f. 
Nach  Clebsch's  Bezeichnung  ist  nämlich 

und  nach  der  von  uns  angenommenen  Bezeichnungs  weise 

-  4  Gl  2(5)  =  Ci,  3(^)  -  B,r-(,^) , 

wo 

/•(^)  ==  az^  +  nßz'^  +  dr0+  ö 

ist,  und  a,  ß,  y,  ö  symmetrische  Functionen  der  drei  Wurzeln  a.\ ,  ^2?  '^'s 
von  f(z)  =  0 .  Durch  das  Hinzutreten  der  Wurzel  z  =  x^  möge 
die  Function  f  übergehen  in 

r  =  ax^  +  Ux"^  +  6c.T-  +  4(1x  +  r; 
alsdann  wird 

-  4(71,  2(a^4)    =  ^  ^l  2  ,         (:'!,  3(^4)  =  256^4,  3  . 

Ferner  ist  • 

folglich 

Matthiessen ,  Grundzüge  d.  aut.  u.  mod.  Algebra.  39 
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und  wegen 


schliesslicli 


Jl2~21Jls  =  l),    (§21). 
Geht  man  von   der    gewöhnlichen  Form    der   Gleichung    aus, 


so  ist 


1 


^=  -L^(^2l)d+  9ahc  —  21a'd—21c^  -2h'), 

D^=-256(^3-27^^). 

Cayley  hat  gezeigt,   dass   die  Discriminante  D^  sich  zurück- 
führen lässt  auf  die  sogenannte  z/- Determinante  von  Aronhold 


a,  &,        c  +  2A, 

h ,         c  —  A         d 
c  +  2A,       J,  e 


+ 
=  0 


+ 

oder 

#  ^  =  —  4A^  +  J4. 2A  -  J4, 3  =  0; 

welche  als  die  Cardinalresolvente  der  biquadratischen  Gleichung 
betrachtet  werden  kann,  da  sich  alle  übrigen  auf  sie  zurückführen 
lassen.    Sind  >li,A2, /I3  die  Wurzeln  derselben,  so  findet  man  leicht 

16(A,  -  k,y  (A,  -  l,f  (A3  -  A,)^  =  Jl  2  -  21Jls  =  Ä . 

Die   Discriminante  ist    von  Wichtigkeit  für  die  Prüfung   der 
Wurzeln  auf  ihre  Reellität  und  Gleichheit.    Ist  nämlich 

a)  i)4>0,   so   sind   die  vier  Wurzeln  der  biquadratischen  Glei- 
chung entweder  alle  reell  oder  alle  complex;  - 

b)  D4  <  0 ,  so  sind  zwei  Wurzeln  reell  und   die   übrigen  conju- 
girt  complex; 

c),  1)4=0,   so  ist  wenigstens   ein  Paar  Wurzeln   gleich,    das 
andere  Paar  entweder  reell  oder  complex. 
Unter  steter  Voraussetzung  reeller  Coefficienten  der  vorgelegten 
Gleichung  seien  die  Wurzeln 

1)       Xi  =■  CC  j       X2  =  0^2  ?       '%  ^^^  ^3  ?       "^4  ^"^  ^4  5 

dann  ist  (§  21) 
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i;  •  A  =  »;«.  -  u.:)'-ia-a,y{cc,-aj-{a,  -  a,)\a,  -  a,f{,,,  -  a,f, 
d.  h.  positiv; 

■2)     o;,  und  er.,  =  a±ß  Y^^ ,     x^  und  x^  =  y  -^  ^V^^J 
dann  ist 

*;  •  Ä  =  ^^Ä^[(a  -  Yf  +  (^  -  ö)=]-^  X  [(«  -  ;,)2  +  (/3  +  hn, 
d.  li.  ebenfalls  positiv; 

3)  x^=a^,     x.^  =  a.^,      x.^  und.r^  =  y  ^d  )/—  1  ; 
dann  ist 

^  .  ^,  =  _  («,-«,)^dä[(«.  -  y)^  +  8^f  X  [(a,  -  yy-  +  S^', 
d.  h.  negativ; 

4)  X,  =x.,=^a,,     A3  und  x^  =  y±  d]/^=T; 
dann  ist  D^  =  0 . 

7.     Die  Covarianten  der  biquadratischen  Form. 
Gehen  wir  aus  von  der  Cayley 'sehen  Form 

so  hat  diese  nach  den  in  §  57  gemachten  Entwickelungen  zwei 
Covarianten,  und  zwar  eine  hiquadratische  d,  4  und  eine  bikubische 
O4, 6 .    Dieselben  sind 

C4,4  =  (ac  —  h')x''  +  2(ad  —  hc)xhj  +  (ae  +  2hd—3c^)x^y^ 

+  2  (he  —  cd)xy^  +  (ce  —  cP)y^, 
C4,6  =  (2b^  —  Sähe  +  a^d)x^  +  {ßV^c  +  2abd  —  9ac'  +  a^e)x'y 

-o(2hiP-Uce  +  ade)x~y^-(Qc(T'-}-2hde—9ec'+e^a)xtf 
—  (2d''  —  3cde  +  he^)y'\ 

Zwischen  diesen  beiden  Covarianten  und  der  Function  f 
findet  folgende  bemerkenswerthe  von  Cayley  entdeckte  Relation 
statt : 

C|,6  =   -  4C|,4  +  J4.2  .  (74,4  .  r  —  ^4,3  .  /". 

Dieselbe  erinnert  durch  ihre  Gestalt  sehr  an  die  Relation 
zwischen  den  Covarianten  der  kubischen  Form: 

Ci, 3  =  -  4CI, ,  +  S.f.  {P-S3L2] 

39* 
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Die  Covarianten  lassen   sich  in  Varianten  ausdrücken^  wenn 
man  substituirt 


a  —  =  ^  —  h . 

y 


Dadurch  wird 


^Ü4,4=F,r-2F3r+(F,+  37/)r-2F,F,|  +  (F3^-F,F,), 


^   ft,G=  F3l«-(^,  +  9F/)r+15  F,  73^-10  F/r+FeFJ^ 

-  Vy.{y,  +  9F/)  -  6F3^  FJI  -  (2F3^  -  ^V,V,V,), 

Nach  Hesse*)  ist  die  Gleichung  Ci,  6(^)  =  0   eine  bikubische 

Resolvente ;   deren  Wurzeln  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  je  vier 

und  vier  in  einer  harmonischen  Beziehung  zu  einander  stehen,   so 

dass  man  'hat  für  die  drei  Punctepaare  ^ 

■^iSi;  ^2^2;  ^sfe- 

^3  '^2    .    ^3  ^2    -I 

b3  ^-2        ^Z  ?2 

^1   —h    .   ^1—^3    ^    _  1 

■^2  ■^1  ".    ^2  M    __   -j 

^2  ■^^l        b2  bl 

Geht  man  aus  von  der  gewöhnlichen  Form 

f  =z  x^  -\-  ax^  +  hx^  -{-  ex  -\-  d, 
so  nehmen  die  beiden  Covarianten  folgende  Gestalt  an: 
3C4,4(^)  =  (3^2  -  8&)^*  +  4(a&  -  6^)^^  +  2(2Z>2  -  3ac-  24^)<s^ 

+  4(&c  ~  66?f?)^  +  (3c^  —  8^6^), 
<-'4,6(^)  —  («'  -  4a&  +  8c)^^  +  2(a2&  +  2ac  —  4&2  +  16(^)/' 
+  5(«2c  +  ^ad  ~  4.1)6)2^  +  20{a^d-  c')z' 
-blac^-4ahd+8cd)2'~-2{hc^+2acd-Wd+lQd')3 
~{c'  -Ucd+Sad'), 
und  ausserdem  ist 

d  6  =  d  4  -  64#  .  Ot,  4  .  r  —  1024^f . 
Die    Covariante    d^  q   lässt    sich   immer   in '  drei  quadratische 
Factoren  zerlegen.    Geht  man  nämlich  aus  von  der  Gleichung 

Cl,  6  =   —   4(74,  4  +  <^4,  2  .  C4,  4  .  /"^   —  J^^äf'j 

SO  ist .  ersichtlich,  dass  sich  die  rechte  Seite  in  drei  biquadratische 


*)  Grelle 's  Journ.     Bd.  41.  p.  259. 
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Factoren  zerlegen  lässt.  Um  diese  zu  erhalten,  löse  man  die 
kubische  Gleichung 

nach  der  in  §  188  entwickelten  Methode  oder  auch  mit  Hülfe 
der  Car danischen  Formel  auf.    Man  findet 

WO  A  einen  Wurzel  werth  der  z/ -  Determinante  von  Aronhold  be- 
zeichnet. Die  drei  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung  sind  dem- 
zufolge 

XJ^y{J,Ä  +  J,B). 
Daraus  geht  denn  hervor,  dass 

ci  6  =  -  4(c,,  4  -  ^j)  (a,  4  -  Lj)  (04,4  -  hf) 

ist,  und  diese  Gleichung  lehrt,  dass  das  Product  das  vollständige 
Quadrat  eines  Ausdrucks  von  der  sechsten  Ordnung  ist.  Aber 
keiner  der  drei  biquadratischen  Factoren  hat  im  Allgemeinen  mit 
den  beiden  übrigen  einen  linearen  Factor  gemein^  da  sonst  auch 
f  und  64,4  denselben  gemein  haben  müssten.  Daher  muss  jeder 
der  biquadratischen  Factoren  an  und  für  sich  das  vollständige 
Quadrat  eines  Ausdrucks  von  der  zweiten  Ordnung  sein  und  man 
kann  also  drei  quadratische  Formen  9, 1^,  x  finden*),  so  dass 

und 

04,6  =  '2g)tX 
ist,  wobei  'die  Factoren  cp,  ifj,  %  ^in  doppeltes  Vorzeichen  haben. 


*)  Hesse,    Transformation    einer    homogenen  Function   vierten    Grades. 
Crelle's  Journ.  XLI.  S.  253.  1851. 

Clebsch,  Tlieorie  der  binären  algebraischen  Formen  §  44.     1872. 
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Um  die  Coefficienten  der  Function  9  zu  bestimmen,  beachte 
man,  dass,  wenn  K  eine  Form  vierter  Ordnung  ist,  von  welcher 
man  weiss,  dass  sie  das  Quadrat  einer  quadratischen  Form  cp  ist, 
man  die  Coefficienten  zu  berechnen  haben  wird  aus  den  Gleichungen 

Daraus  ergibt  sich  durch  Gleichsetzung  homologer  Coefficienten 

a  =  a\     h  =  aß,   ,c  =  \{a'y+  2 ß')  , 

d  =  ßy,     e  =  y\ 

Man  kann  dann  aus  der  ersten  Relation'  a  durch  Wurzel- 
ausziehung berechnen  und  darauf  aus  der  zweiten  ß,  aus  der  dritten 
y  rational  durch  a  und  die  Coefficienten  von  K  ausdrücken. 

Man  bilde  nun  von  der  z/- Determinante 


+ 


c  +  21 


c  -  l 


C  +  2X,     ä, 


+ 


d 

e 

=  —  4/1^  +  J4,2/l  —  J^i/6  =  0 

die  partiellen  Differentialquotienten: 


c  —  /l , 


C  +  2X 


c  +  21, 
d. 


{da)- 


c  —  A  ,  d 

d ,  e 

d ,  e 
h 


c-\-2X 
(ae'^2ld—?>c 


c  +  21, 

d 
l 

= 

=  d^  —  ce  +  cA  , 
=  —  2(cd  —  he  +  2^A), 

6cX), 
==  —■2(hc  —  ad+2hX), 
y^  —  ac  -{-  al. 


Bedeuten   ferner  A^,  Ag,  A3  die  drei  Wurzeln  der  Determinante 

z/  =  0 ,  so  ist 

(p''=XJ{^-C^^i{z)={h^—ac  +  al,)s^^-{-2(hc~ad+2dX,)z'       ^ 
+  (Sc^  —  2hd  —  ae  +  Qcl^jz'  +  2{cd  —  he  +  2dX,)z 
4_  (,?2  _  ,,  ^  ,^^)  _  (^^2  +  2ßzj}-  rf ; 

folglich 
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hc  —  ad  -^  2bXi 


yh^  —  a 

.     {cd  —  6e  +  2dX,)  y'h^  —  ac -\-  aX^ 
'  hc  —  ad-^-'ihl^ 

oder 


c  -^  al^^ 


3 


cp yW  —  ac  +  aAi  =  (ö^  -ac+  ak;)z-  +  {hc  -  ad  +  2hx;)z 
■    {cd  —  he-]-  2dXi){h^  —  ac  +  a^) 
"^  6c  — arf  +  2&;ii 

Analog  werden  nun  auch  die  Ausdrücke  für  z/;  und  x  gebildet, 
indem  man  nacheinander  Ao  und  Ag  an  die  Stelle  von  A^  treten 
lässt.  Multiplicirt  man  die  drei  entstehenden  Gleichungen  mit 
einander,  so  wird  das  Product  sein 

Bei  der  geometrischen  Discussion  der  kubischen  Retrovariante 
als  Reducente  (21)11.  ist  bereits  gezeigt  worden,  in  welcher  Be- 
ziehung die  Grösse  z  zu  gewissen  symmetrischen  Functionen  der 
Wurzeln   x^,  x^,  x^j  x^  der    Gleichung  f{x)  =  0    steht.     Für    die 

Cayley'sche  Form  lässt  sich  darnach  der  Ausdruck -y  C4, 6 (<2^)  in  fol- 
gende quadratische  Factoren  zerlegen: 

—  fe  +  ^2  —  ^'3  —  ^4)^^  +  ^{X^X,2  —  X^  X^)Z 

. —  {x^  —  X.2  +  x-^  —  x^s^  +  2{x^x^  —  x^x^z 
[^1^3(^2    I    ^4)        ^2^4(^1  ~r  ^3/]  ; 

—  {X^   —  ^2   —  ^3  +  ^^^^  +  2(^1^4  ^2^3)-^ 

Yx^x^ix^  -\-  x.^)       x^x.^iXy^  -\-  x^\ . 

Addirt  man  die  Viertel  dieser  di*ei  Ausdrücke  und  bezeichnet 
x^  allgemein  mit  x,  so  erhält  man 

Da  nun  die  quadratischen  Factoren  der  Reihe  nach 
IT  i^      ir:  1^      -t:^ 

sind,  so  ist  offenbar 
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+  9)  +  i/;+X  =  -  (ax  +  h)z'  —  (ax'  +  4hx  +  3c)2+  0^  +  ^) 
_{ax  -\-h)z^  +  Sjhx  4-  c)z^  +  3{cx  +  tZ)^  +  {dx  +  e) 


iC  —  z 


Für  die  binäre  biquadratische  Form 
würde  man  erhalten 


(a,h,c,d,e)  {x,y)^ 


Hesse  hat  bewiesen,  dass  die  sechs  Wurzeln  der  Gleichung 
C,,,(/).  =0 
die  Eigenschaft  besitzen,  dass  je  vier  und  vier  von  ihnen  einander 
harmonisch  zugeordnet  sind  (§217,  7).    Solcher  Combinationen  gibt 
es  offenbar  drei,  nämlich 

(9^.^);      {^y%),      (i^,X)'     • 

Um  zu  zeigen,  dass  z.  B.  die  vier  Wurzeln  der  ersten  beiden 
quadratischen  Factoren 

„2 o  ^1  ^2         ^'3 ^4  -, x^x^{Xi  -\-  X,^)        X-^X^JX^  -{-  x^) ^ 

{X,  +  ^2)   —   (^3  +  ^4)  (^'l    +  ^2)    —  (^3    +   ^4)  ~~  '   • 

^2  9 ^1  -^3  »^2  "^4 „  ^2  ^4  (^'1    ~r  ^3)  ^1  ^3  (^2    "4"  ^'4)   n 

(^'l  +  «3)   —    (^'2    +  ^4)  (-^1    +  ^3)    —   (^2    +  ^4)  ~~         ' 

einander  harmonisch  zugeordnet  sind,  berücksichtige  man,  dass  nach 
§  217,  3  die  Gleichung  von  vier  harmonischen  Puncten  ^j,  0^}  ^3;  ^i 
von  der  Form 

(f  +  2uz  +  UV  +  ^)(f  +  2vs  +  wt;  —  ^)  =  0 

ist.     Sind  die  vier  Werthe  -^i,^2>^3;^4  Wurzeln  der  Gleichung 

{z^  +  ??iÄ'  +  (j){z^  -f-  ji^  4-  r)  =  0  , 
so  muss  die  Bedingung 

mn  ==  2(r/  +  r) 
erfüllt  sein.     Wegen  der  Identität 

=  2[x^x.2{x.^-f-x^)       x^Xj^{x^  -f-  X2)][{Xi  +  ^3)       (^2  ~r  ^j] 
+  2[x,x,(x,  +  x^)  —  x.,x^(x,  +  x,)][(x,  +  X,)  —  (x^  +  xj] 

findet  aber  in  der  That  die  obige  Beziehung  statt. 
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Nimmt  man  an,  die  drei  möglichen  biquadratischen  Factoren 
der  Gleichung  C^^ei^)  =  0  seien 

a,^  +  4ß,g'  +  6^.-  +  4d,z  +  s,  =  K,  ft,  y„  ä„  bS(,,  If  , 

c<,z'  +  iß,z'  +  6r.r'  +  4d,z  +  e,  =  (a,,  ß,_,  y,,d,,  £,)%,  1)* , 

«,r*  +  4ft.-'  +  6y,z'-  +  iö,z  +  e,  =  («3,  ß„  y„  S,,  t.fiz,  1)* , 

SO  muss  für  jede  von  ihnen  die  kubische  Invariante  verschwinden,  d.  h. 


+ 
^4,3«  = 


a     ß     y\ 

ß    y    ö\       =0 


yd     £    -f 
sein  und  nach  §  217,  4  somit  auch  die  kubische  Retrovariante 

Vl,  =  2d'-dyös  +  e'ß 
verschwinden. 

In  anderer  Weise  lässt  sich  noch  leicht  zeigen,  dass 
(eh' -  (Pa)a,,(z) 
gleich  ist  dem  Producte  aus  folgenden  drei  quadratischen  Factoren : 

(p,_ad  +  2bX,y-  +  ^,^^^^^^^,  +  {cd-be  +  2dl,), 
(bc  -  «rf  +  261.)^^  +  -l'^—^-ff^  g  +  (cd-be  +  2 dl,)  , 
(bc  -  ad  H-  2^^),^^  +  %r_''t:%^^'f  ^  +  (cd  -be  +  2dX,) . 
Wegen  der  Relation 

(S)(gy-©Xif)=« 

"kann  man  übrigens  jenen  quadratischen  Factoren  vielerlei  ver- 
schiedene Formen  geben,  wie  später  gezeigt  werden  soll.  Bei  der 
Multiplication  derselben  mit  einander  ist  zu  beachten,  dass 

(hc  —  ad  +  2hXJ(bc  —  ad  +  2hX.2)Q)c  —  ad  +  2hX^) 
=  {el^  -  d'a)  V, , 
4(6^  —  ac+  aX,)(h'  —  ac  +  al^){¥  —  ac  +  aX^)  =  V^'  , 
(cd  —  &e  +  2dX,)(cd  —  he  +  2dL^(cd  —  he  +  2dl^) 
.  =  (a(r^-h'e)Vl^, 
4(d'  —  ec  +  eX,)(fr^  —  cc  +  eX,)((T'  -  cc  +  eX.;)  =  Vl^ . 

Es  gibt  einen  speciellen  Fall,  in  welchem  die  bikubische  Co- 
variante  Ci^o    sich  auf  eine  biquadratische  reducirt,  wenn  nämlich 


618  Vierter  Absclinitt.     Substitutionsmethoden.     V. 

wird,  d.  h.  wenn  die  Wurzeln  eine  arithmetisclie  Proportion  bilden. 
In  diesem  Falle  verschwindet  einer  der  drei  quadratischen  Factoren 
identisch.  Um  die  Form  der  Co  Variante  für  diesen  Fall  zu  er- 
halten, setzen  wir  in 

n^  =  n[r,^  +  {UH  +  2am  -  Oac'  +  a'c)  f  +■•  •  •] 

0  an  die  Stelle  von  —  ;  das  gibt 

n^  =  —  —  (^)     (^^     (^^    4- 

Ferner  setzen  wir   hier  |  an  die  Stelle  von  as  -^  bj  woraus, 
wie  bereits  oben  gezeigt  worden  ist,  resultirt 

^ft,6  =  nr  -  (F,+9F/)r  + 15  F.nr- 10  F/r+  F,F,r 

-     -  [  F.(F,+  9  r/)  -  6  F/  F,]|-  (2  F/-  3F,  V,  F,). 
Ist  nun  F3  =  0 ,  so  reducirt  sich  diese  Gleichung  auf 

^C4.6  =  -(F,+  9F/)ia*+F,). 

Für  den  Fall,  dass  Ci,G  =  0  wird,  reducirt  sich  die  Resolvente 
auf  die  binomische  Gleichung 

r+F,  =  0, 
oder 

Ist  nun  A3   derjenige  Wurzelwerth  von  z/  =  0 ,  bei  welchem 

der  eine   quadratische   Factor   von  (74,6  verschwindet,   so   sind  die 

beiden  andern 

2,_&c  —  ad-\-2bXj^     j_  ^^  —  he-\-2dX^ 
^    "1     b''  -  ac-i-  aX,   ^  '^  hc  —  ad-\-2lX^ 

und 

2j_&c  —  ad-\-2bX2     _\    ^d  —  be-\-2dX.2 
^    "I     &2  —  ac-\-  aX~  ^  "^  5c  —  ad-\-UX., 

diejenigen,  in  welche  jene  binomische  Gleichung  in  z  zerfällt.  Die 
biquadratische  Covariante  geht  in  diesem  Falle  über  in 

6\,4  =  -  f-!  [V,i'  +  (F,  +  3  F/)r  -  V,  FJ  . 


*)  Man  vergleiche  diese  Verhältnisse  bei  den  Covarianten  der  kubischen 
Gleichung  §  143,  6. 
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Setzen  wir  ?/  =  1 ,  gehen  also  aus  von  der  Form 

so   sind  die  Covarianten   derselben,  die  Function  selbst  mit   ein- 
gesclilossen: 

I.     «Y(x)  =  Caa;  +  &)^-(^)  r,{ax  +  br-+(Jj  r,iax  +  h)-V„ 

II.     -  a*C4,4  =  r, {ax  +  hy~2  Y,{ax  +  6)^ 

+  {r,+\^V.^){^x+hf-2V,V,{ax+l)-\r{y,'~y,  V,), 
III.    a'C4, 6  =  r^iax  +  6)6  _  (F,  +  9  V^'^iax  +  bf 

■     + 15  r,  r^iax + by  -  ior^\ax+bf  +  f,  r^(ax  +  by 

-[n(F,+9F/)-6F/F,](a;r+6)-(2F3^-3F,F3F,). 
Wendet  man  auf  diese  drei  Gleidiuncjen  die  Relation 

Ci^G  ~t~  4(74,4   =  e/4, 2^4,4/""  J^,^f 

an,  so  erhält  man  die  Gleichungen 

.      F32  -  4  V..^  =  -  aV4,o  K,  -  aV4  3 ; 
-  F,  +  3F,2  =«^4,2, 

y^y,-  n'  +  n'  =«^4,3. 

Hieraus  folgt 
F,=  —  «^4,2  +  3  F/  =  —  a2J4,2  +  3  J|,2 , 


F3  =  y4  F,^  —  a^  F2  J4,2  —  «^4,3  =  y— 4J|,2+a%,2  J4,2-aV4,3  , 
F=-J2,2. 

Demnach  lassen   sich  die   drei  Varianten  ganz   allein   durch  Inva- 
rianten ausdrücken. 

Wenn  die  Covariante  C4,,q{z)  verschwindet,  so  werden  die  drei 
quadratischen  Factoren  einzeln  gleich  Null  und  es  gibt  also  drei 
Wurzelpaare  von  s.  Man  kann  alsdann  die  bikubische  Gleichung 
leicht  durch  kubische  ersetzen,  deren  Wurzeln  die  arithmetischen, 
geometrischen  oder  harmonischen  Mittel  von  je  einem  Wurzelpaar 
s^  und  ^2  sind.     Angenommen  es  sei 

^  =  Y  (^i  +  ^2)  =  2"  ^  ' 


H  =  -^^^-  =  2 


TT 


z^-]rz.,  6 
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alsdann  ist  Wegen  der  Relation 

9    ,    bc  —  ad4-  2hX.       .    cd 


he-{-2dX^ 


b^  —  ac -^  all   '^    '    bc  —  ad-\-2bX^ 
bc  —  ad-\-2bXj^  ^  j 

^^  =  —  w^ci^+ax;  —  ^^1 ' 

cd  —  be  -\-  2dXi 


=  0, 


w,  = 


=  G,\ 


bc  —  ad-\-  2&2i 

Die  Werthe    ö^^  0^,  (Tg    sind   demnach    die  Wurzelwerthe   der 
Gleichung 

(25^  ~  ^ahc  +  aH)6'  +  {QWc  +  2al)d  —  ^ac^  +  a'e)a'- 
+  4(2 62(?  -  ?>acd  +  ahe)ö  +  4:(b'e  —  atf)  =  0  , 
und  die  Werthe  Tt^^Tt^^Tt^  sind  die  Wurzelwerthe  von 

(2h^  —  3ahc  +  a~d)7t^  —  (2h^d  —  3acd+ahe)n' 
—  (2hd^  —  3hce  +  ade)7t  +  (2d'  -  dcde  +  he'')  =  0  ; 

endlich  sind  wegen  der  Relation 

TTi  (b^  —  ac -\- aX^){cd  ~  be -\- 2dX^) 


die  Werthe 


(bc  —  ad-}-2bX,y  •    ' 

die  Wurzelwerthe  der  Gleichung 


4{d'a  -  eh')  ("-^y  +  4:{2hd'  —  3hce  +  ade)  (^\ 
+  {6cd'  +  2hde—dec'  +  e'a)-+(2d^  —  Scde  +  he"") 


0 


Die  Gleichung  in  7t  lässt   sich  in  Form   einer  Determinante 
schreiben  folgenderweise; 

a(d  —  h7c),  h(d  —  h7t) 

f  c(d  —  hjt) 


=  0 


he  —  adTt 
h(d —  hTt)  ,  'f  ")7  "'%  N  ^(^  -~  ^^) 
(Jbe  —  adn),  d(d  —  hTt)  ^      e(d  —  hTt) 

Zwischen  den  Grössen  Tt  und  ö  finden  ausserdem  folgende  Re- 


lationen statt: 


aTf 


bn  —  d^ 

bo^  +  3c(>  ■\-2d 


aö  4-  2&  ' 

SO  dass  also  stets  zwei  Werthe  des  einen  Elements  mit  einem  des 
andern  verbunden  sind. 
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§  218.    Methode  der  Transformation  der  vollständigen  biquadrati- 
sclien  Gleichung  in  eine  reciproke  nach  Mall  et*). 

Unter  allen  Methoden  der  Auflösung  der  biquadratischen 
Gleichungen  sind  besonders  diejenigen  bemerkenswerth,  welche 
durch  die  Einführung  der  Reducenten  vom  dritten  oder  sechsten 
Grade  in  die  Variirte  erzielt  werden.  Hieher  gehören  also  die  Redu- 
centen (21)1  und  II,  (22),  (23),  (24),  (26),  (27),  (30)  und  (31). 
Sie  führen  auf  eine  kubische  Resolvente,  so  dass  also  die  Bestim- 
mung der  Wurzeln  von  der  Auflösung  einer  Gleichung  vom 
niedrigeren  Grade  als  dem  vierten  abhängig  gemacht  wird. 
Gegeben  sei  die  vollständige  Gleichung 

a;^  +  ax^  +  h.c'-  -{-  ex  +  d  =  0  . 
Man  bilde  die  Variirte,  führe  in  deren  Coefficienten  a,  ß,  y,  d 
die  Bedingung  (22) 

a^d  -y\=0 
ein  und  entwickele  sie  nach  Potenzen  von  5",  wie  folgt: 
(4.2  -^  afiFJ  +  of^  +  h^'  +  C0  +  d)  -  (4s'  +  3az-  +  2hz  +  cy  =  0. 
Hieraus  resultirt  die  Resolvente  XXII: 

(a^  —  4ah  +  8c)z^  +  (a'h  +  2ac  —  U^  +  16dy 
+  (a-c  -  Uc  +  Sad)z  +  (crd  ~  c')  =  0  . 


*)  Diese  Methode  ist^  wie  schon  unter  den  „historischen  Bemerkungen" 
angeführt,  erfunden  von  Mall  et  in  Upsala  (1780)  und  zu  wiederholten  Malen 
nacherfunden. 

Mall  et,  Nova  analysis  aequationum  secundi,  tertii  et  quarti  gradus.  Nov. 
Act.  üpsal.  IIJ.  1780. 

De  aequatione  biquadratica.  Stockholm  1784. 

Hulbe,  Analytische  Entdeckungen  etc.  Berlin  und  Stralsund  1794. 

Björling,  üeber  eine  Auflösung  biquadratischer  Gleichungen.  Grün.  Arch. 
KIX.  1852. 

Schlömilch,  Neue  Auflösung  der  biquadratischeu  Gleichungen.  Zeitschr. 
.  Math,  u.  Phys.  VI.  49.  1861;  VlII.  223.  1863;  Joum.  math.  XXVIII,  99.  1863. 

ünferdinger.  Die  Wurzelform  der  allgemeinen  Gleichung  des  vierten 
Grades.    Sitzungsber.  der  k.  k.  Akad.  der  Wissensch.    L.    Wien  1864. 

Pokorny,  üeber  die  biquadratischen  Gleichungen.  Zeitschr.  f.  Math.  u. 
Phys.  X.  320.  1865. 

Alexandre,  Sur  le  moyen  de  ramener  une  equation  quelconque  du 
quatrieme  degre  ä  une  equation  reciproque  du  meme  degre.  Nouv.  ann.  math. 
XXV.  477.  1866. 

L.  Matthiessen,  Die  algebraischen  Methoden  etc.  S.  45,  Leipzig  1866; 
Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  VIII.  138.  1863. 
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Die  Variirte  liat  nun'  die  reducirte  Form 

x^  +  ax^  +  ßx^  +  j;a;'  +  ^  =  0  . 

Um    sie    aufzulösen,    dividire   man    sie    durch  x^  und   ordne 
wie  folgt: 

Substituirt  man 


^  +   2  '  =  y 


so  wird 


und 


f  +  ay+  ß-2^=^0, 

x'^  ~yx  +^  =  0. 
Daraus  folgt 

Sclilö milch  substituirt  x  =  qx'  +  s  und  sucht  dadurch  die 
transformirte  Gleichung  sofort  auf  die  Form 

x"'  +  ax''  +  ßx^  -\-ax   -{-1  =  0 
zu  bringen.    Ordnet  man  die   Variirte   nach  Potenzen  von  x' ,  so 
erhält  man 

^  4  J L_  X  "^  4- —., ' —  X^A ' ~- -■ ' —  X 

.q  q-  '  q 

Man  setze  das  zweite  gleich  dem  vierten  Gliede  und  das  letzte 
gleich  der  Einheit,  so  erhält  man  neben  derselben  Resolvente  XXII. 
die  obige  einfache  Form.  Die  Resolvente  liefert  immer  wenigstens 
eine  reelle  Wurzel  z  und  es  ist 


Die  Gleichung  in  x'  lässt  sich  durch  die  Substitution 
in  eine  quadratische  verwandeln,  deren  Wurzeln  sind: 
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2/1   I  (45  +  a)  y^z  +  a  +  Va^  —  4a5  +  8c 


Sclilömilch  weist  uacli,  dass  diese  Methode  im  nahen  Zu- 
sammenhange mit  der  Cartesischen  und  Euler'schen  steht.  Die 
vorgelegte  Gleichung  sei 

und  X  =  qy  -{-  2'^  dann  ist  die  Resolvente 

welche    in    die   Cartesische  übergeht,  wenn  man  0  =  c:2i  setzt, 
nämlich  in 

J3  _[_  2hi^  +  (h'  -  4d)i  -  c'  =  0. 
Es  ist  nun 

^^  =  4^ ^ 

und  die  reciproke  Gleichung  in  y 

,     ,    iz    ^    ,    Qs'-  -\- h    o    ,    4:Z        ,     ^  ^ 

y'  +  jif'  +  --^r  +  ^  y  +  i  =o. 

Dieselbe  zerfällt  in  die  quadratischen  Gleichungen 

y  +  j  =  n, 

Hieraus  folgt  zunächst 


,1  9    ,    45      ,  .6z^  -j-  1)        ^        ^ 


-  2z  +V2iq'  -  Z^)—b 

und  wenn  man  im  Dividenden  den  Werth 


-i/iz'^  +  2hz-\-c 
einsetzt, 

Weiter  ist  nun 

mithin 

x  =  (iy  +  -^  =  ^+Y^'i  iyl/ö^i)'  — 4r. 

Substituirt  man   den   vorher  angegebenen  Werth  von  qr] ,    so 
resultirt 


1 
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WO  das  eingeklammerte  Doppelzeichen  von  den  andern  beiden  un- 
abhängig ist,  so  dass  x  im  Ganzen  vier  Werthe  hat.  Bringt  man 
die  Resolvente  auf  die  Cartesische  Form  durch  die  Substitution 
^  ==  c  :  2  J,  so  wird     - 

± VT(+)  ]/-e-2(6±^)] ,         ■ 

welches  die  Cartesische  oder  Ampere'sche  Formel  ist. 

Beispiel.    Aufzulösen:  ri;*  —  10^^  +  SSa;^  —  46ir  +  20  ==  0  . 

Die  Resolvente  in  z  ist 

12^^  —  46^2  +  32^  +  29  =  0 . 
Man  findet  hieraus  * 

^l  =  —\l         ^2    und    ^3  =  y    (13    +   "Z^^^)  . 

Wählt  man  die  Variation  ^^  =  —  --,  so  wird  c[  =-^-]/29,  und 
die  Transformirte 

2/^  -  lysgy +  6|2/^  -  |>/29y  +  1  =  0. 

Man  setze  y  ■\-  —  =  ^,  dann  wird 
und 

'12  +  2 


..|^ 
%/ 


}/29 

Hieraus  berechnet  sich 

!/i  1        7  ±  2j/5  2/3  \  ^5±2j/=^ 

2/2  J  1/29        '  2/4  j  y29 

Die  Wurzelwerthe  der  vorgelegten  Gleichung  sind  demzufolge 

x^  und  i»2  =^-  ^  ±  y^;     ^3  u^<^  ^4  =  2  +  y—  1 . 
Setzt  man  g  =  1  und  variirt  die  vorgelegte  Gleichung  einfach 

durch  z  =^  —  — ,  so  erhält  man 

x"'  -  12x^  +  49y  x^  -  Slx'  +  (f  y  ==  0. 
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Daraus  ergeben  sich  die  beiden  quadratischen  Gleicliungeu 

und 

ic/  und  ccj  =Y  i.  y^  ?     ^3''  ^^^  ^4'  =  Y  i  V —  1  • 
l)ie  Wurzeln  der  vorselecften  Gleichung  sind  demnach 


x^  und  0.^2  =  3  ih  V^}      ^3  ^^^  ^4  =  2  i  y—  1  • 

§  219.    Reduction  der  vollständigen  Gleielmng  mittels  Reducente 
(22)  auf  eine  solche ,  in  welcher  das  zweite  und  vierte  Glied  fehlen. 

Die  Methode  von  Mallet  zeigt,    wie   mittels  der  Reducente 
a-d  —  y^  =  0 
die   Yariirte   auf  eine  reciproke  gebracht  wird.    Wir  wollen  jetzt 
zeigen,  wie    die  Reducirte  sich   weiter  in  eine  Gleichung  von  der 

Form 

w*  +  Äu'-  +  B  =  0 
transformiren  lässt. 

Die  Variirte  sei  nach  der  Einführung  der  Reducente  (22)  ver- 
wandelt in 

x""  +  ax^  +  ßx^  -{-yx'  +  '^,  =  0. 

Man  substituire  weiter 

,  -i/y     u  —  1 

X    =  X  —  Z  ==  ]/ j-r  • 

Die  Transformirte  ist  alsdann 

"  aß  -f-  2y  +  2ß:|/äy  a;|3  +  2y -f  2a  >/«  y 

Die   Wurzeln  derselben  mögen  bezeichnet  werden  mit  u^ ,  ii., ,  ii.^ , 
W4,  dann  ist 

Für  ß  genügt  es^   den  reellen  Wurzel werth  der  Resolvente  XXII. 
einzusetzen. 

Es  möge  noch  bemerkt  werden^  dass  wenn  man  die  Gleichung 
ii'  +  Äu'  +  B  =  0 
variirt,  indem  man  u  =  'tj  -\-  ^  setzt,  in  der  Variirten 

Maithiesseu,  Grimdzüge  d.  ant.  u.  mod.  Algebra.  40 
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V'  +  iin'  +  {G?  +  A:)7f  +  (4S^  +  2At},i  +  (g^  +  A^)  =  0 
stets    die    Reducente    (21)  I.    verschwindet.     Daraus    erklärt    sich, 
warum  die  Formen 

4 

d'^d  —  c^  und  a^  —  Aah  -\-  Sc 
immer  zugleich  auftreten. 

Beispiel.   Aufzulösen:  x"^  —  10;:^^  +  33^^  __  46^  -f  20  ^  0. 
Die  Resolvente  von  Hallet  ist 

12^3  -  4:60'  +  ?>2z  +  29  =  0, 

und  die  reelle  Wurzel  ^i  =  —  -^  -     Die  durch  3^  =  ~  ~    variirte 
Hauptgleichung  ist 

^'4  _  i2x'^  +  49|-  x^  ~  Slx'  +  (^\^  =  0  . 
Die  Gleichung  in  u  liefert  die  Wurzeln 

2         7  +  1/29  ,  >/29  +  (7  +  2  1/5") 

7  -  y29  '  ^  ^         >/29  -  (7  ±  2  ^/5  )  ' 

0         5  +  ]/29  ,  1/29  +  (5  +  2  1/^^) 

5  — "|/29  ^  *         ]/29  —  (5  ±  2  y— 1) 

Die  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  sind  demnach 


Xj^  und  .'»2  =  ^  it  l/ö ;      ^3  ^^^  ^4  =  2  +  ]/ —  1 . 

§  220.    Reduction  einer  biquadratischen  Gleichung  mittels  Redu- 
cente (22)  auf  die  Differenz  zweier  Quadrate  oder  das  Product  tri- 
nomischer  Factoren. 

Setzt  man 

(x^  +  mx'  +  nY  — 2)^x^  =  0, 
oder,  indem  man  nach  Potenzen  von  x'  ordnet, 

x'^  +  2mx'^  +  (m^  +  2n  —  p^)x^  +  2mnx'  +  n^  =  0, 
so  wird  wegen  der  Relation 

{2myn^  =  (2mYif 
offenbar  die  Bedingung  «^^  —  ^^^  =  0  erfüllt.   Die  variirte  Gleichung 
lässt  sich  nun  in  das  Product 

[x^  +  (m  +  p)x  +  w]  [x^  +  (m  —  p)x'  +  w]  =  0 

zerlegen.    Die  Grössen  m,  n  und  jt9  lassen  sich  mittels  <^  bestimmen 
aus  den  Gleichungen 
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4^3  +  3az-  -\-2hz-\-c 


2  m  =  4,e'  +  a ,     n 


A:Z  -\-  a 


^  =  +  Y  K  4.  4-  a         • 


+ 

Demzufolge  ist 

Da  die  Absolutglieder  der  beiden  trinomischen  Factoren  ein- 
ander gleich  sind,  so  sind  die  Wurzeln  der  Transformirten  die 
vier  Glieder  einer  geometrischen  Proportion.  Drückt  man  das 
obige  Product  kürzer  aus  durch 

ipc"^  +  ux'  +  n){x^  -\-vx   +  w)  =  0, 

so  ist  die  entwickelte  Gleichung 

x""  +  {u  +  v)x"'  +  (uv  +  2n)x''  +  (u  +  v)nx  +  n^  =--0. 

Wegen  der  Relationen  « 

i  aß  — 2y 

sind  \i  und  v  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

,    a|3  — 2y         ^ 

Demnach  ist 

und  rr  =  a;'  -|-  ^ . 

§221.    Reduction  einer  biquadratischen  Gleichung  durch  Variation 

auf  die  Form 

'x"^  -{-mx'  -\-  n\2 


Diese  Transformation  lässt  sich  durch  Einführung  der  Redu- 
cente (22)  a^8  —  y'^  =  0  in  die  Yariirte  bewerkstelligen.  Ent- 
wickelt man  nämlich  nach  Potenzen  von  a;',  so  resultirt  die  Gleichung 

'1  —  2"  [_    1  —  2'  J  1  —  3 

40* 
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welche  die  Reducente  zum  Verschwinden  bringt.    Die  Variirte  sei 
nun  wiederum  in  kürzerer  Form 

Durch  Vergleichung  der    homologen  Coefficienten   erhält  man   die 
Bestimmungsgleichungen 

9         a  —  2m         ß  —  m^  —  2  71         y  —  2mn  ,      «         ^ 

^  a  —  2p         ß  —  p^  —  2n         y  —  2p n  ' 

Aus  denselben  folgt 

n  =  y  :  aj     a(m  -\~  p)  —  2p)M  —  2 ß  -]-  4:y  :  a  =^  0 . 
Es    bleibt    also    eine    der    Grössen    m    oder   p    willkürlich^    oder 
auch  q. 

Angenommen  es  sei  jd  =  —  m^  so  wird 


m 


aß  —  2  y  2         a  —  2  m 


=  Yd, 


a        '      ^  u-{-2m^ 

wobei   die  Resolvente   XXII.  die  Werthe   a,  ß,  y,  d  liefert.    Die 
transformirte   Gleichung  reducirt    sich   dann    auf   die   quadratische 

x"^  +  mx'  +  w  =  +  q{x^  —  mx'  +  >^) , 
also 

x'^^m^-^^x  +n  =  0,   und  x^  +  m\^x'  +  n  =  Q. 

Hieraus  ergeben  sich  mit  Berücksichtigung  der  Gleichung  x  =  x  -\-  z 
die  vier  gesuchten  Wurzeln  x^y  x^^  x^j  x^. 

Es  werde  noch  angenommen,   dass  q^=p:m  sei 5   dann  sind 
^  und  m  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 


1  ,     «3  —  4aß4-8y         ^ 
—  ~  all  -\ 7-^" =  0 . 

2  -^     '  4a 


Die    transformirte    Gleichung    reducirt    sich    dann    auf    die    qua- 
dratische 

]/m  (x'^  +  mx  +  ^)  =  ±  Vi^  (^'^  +  i^^'  +  ^0  y 
also 

x"^  +  G^^  +  y^^^-2^ + i))^^' + w = 0 , 

x^  +  (w  -—  l/wi?  +  i?)^''  +  n  ==  0, 
oder,  gemäss  der  Gleichung  in  «/, 
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§  222.  Methode  der  Auflösung  mittels  einer  harmonischen  Proportion. 

Man  suche  zwei  Grössen  u  und  v  zu  bestimmen,   zu  welchen 
die  gesuchte  Wurzel  x  die  mittlere  harmonische  Proportionale  bildet. 
Es  sei  also 

u  :v  =  (u  —  x)  :  (x  —  v) j 

oder 

2wr 

X  =  — i 

U  -\-  V 

Substituirt  man  diesen  Werth  für  x  in  die  allgemeine  bi- 
quadratische Gleichung,  so  resultirt  nach  Multiplication  mit  {a  -\-  vf 
die  nach  Potenzen  von  u  geordnete  Gleichung 

+  {-ihv^  +  Qcv^  +  Qdv^)u''  +  (2cü^  +  Adv^)u  +  dv''  =  0. 
Diese    Gleichung   wird    in    eine    reciproke   verwandelt,  wenn    man 
die  Reducente  (22) 

a'd  —  f  =  0 
in  die  Coefficienten  einführt;  also 

d{4av^+Ahv''+3cv+2dy-{cv+2dy\16v^+8av'+4:hv'+2cv+d)==0, 
Nach  Potenzen  von  v  geordnet  und  2v  gleich  0  gesetzt,  liefert 
diese  Gleichung  die  Resolvente  XXIIL,  welche  der  Resolvente  XXII. 
homolog  gebildet  ist,  nämlich 

ic'---a^d)0^+{ac'~  —  4ahd+Scd)0'  +  (hc^  +  2acd-4h\I+16cT')0 
+  {c'  —  Ahcd  +  Sad')  =  0 . 

Berechnet  man  hieraus  die  eine  reelle  Wurzel  2  und  aus  der  Re- 
ducirten  die  vier  Wurzeln  w^,  Wg?  ^^37  ^^4;  so  findet  man 

2u.  z  2 1*2  ^  2UaZ  2u.z 

•^1     ^  . .  I        „I        '^9    ^  ..  I       „  »        «^'S    ex  ..         I        „  »        «^J.    


2u^-{-z^       '^         2u^-{-z^     ^         21*3  +  ^'       •*         2u_^-\-z 
Die  beiden  Resolventen  XXII.  und  XXIIL  lassen  eine   eigen- 
thümliche    Aehnlichkeit   mit   den    symmetrischen    Hälften    der    bi- 
kubischen Covariante  Ci,6(^)  erkennen.  Wenn  man  in  XXII.  a  =  0 

und  —  =  2y^  setzt,  so  erhält  man  die  bekannte  Cartesische  Re- 
solvente XIV.  Setzt  man  in  XXIIL  c  =  0  und  az  =  2y^,  so  er- 
hält man  die  Form 

if  -{-2ly^+  (h''  —  Ad)if  -  crd  =  0 , 
welche  sich  von  XIY.  nur  im  letzten  GHede  unterscheidet. 
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§  223.    Eine  andere  Methode  mittels  harmonisclier  Proportion. 

Man  suche  zwei  Grössen  ti  und  0,  so  dass  eine  derselben  z.  B. 
u  das  harmonische  Mittel  zwischen  der  gesuchten  Wurzel  und  der 
andern  Grösse  werde.     Es  sei  also 

X  :  0  =  (x  —  ti)  :  (u  —  0) , 
oder  u  =  — j —  • 

X  -f-  z 

Setzt  man  den  Werth  x  in  die  gegebene  Gleichung  ein,  so  ist 
die  nach  u  geordnete  Gleichung 

(^^  -  as^  +  h^^  ~C3~\-  d)ii^  +  2{as^  -  21^^  +  3^^"^  -  Adz)ii^ 

+  Aihs'^  -  3c^^  +  Qdz^)ii'  +  8(c^^  -  Adz^i  +  166?/  =  0. 
Durch  Einführung  der  Reducente  (22)  a^ö  —  y^  =  Q  erhält  man 
die  Resolvente  XXIII.    Die  gesuchten  Wurzeln  sind 

zu^  zu^  zu^  zu^ 

^i  "~  27^^i '   ^2  —  ^^~zr^; ^   ^3  —  20  — i*3?   ^i  ^  2J^i7^ ' 

§  224.   Methode  der  Auflösung  mittels  einer  disharmonischen 

Proportion. 
Man  suche  zwei  Grössen  u  und  Vj  so  dass 

u  :  V  =  V  :  {2x  —  v) , 
oder 

2  w 

Substituirt  man  diesen  Ausdruck  für  x  in  die  biquadratische 
Gleichung  und  ordnet  die  Transformirte  nach  Potenzen  von  u,  so 
resultirt 

('y^  +  2av^  +  Uv^  +  8cv  +  16d)ii'^  +  (4^;^  +  6av'  +  Shy^  +  Scv^i^ 

+  (6  V«  +  6av''  +  Uv^)u^  +  (4v'  +  2av')u  +  v'' =  0 . 
Setzt    man    der    Kürze    wegen    v  =  20 ,    %  ==2y ,    so    geht    die 
Gleichung  über  in 

{0^  +  az^  +  &^2  +  c0-\-  d)y'^  +  (4^5  +  3a^*  +  26^^  +  c^^)^/' 

Führt  man  die  Reducente  (22)  ein,  so  erhält  man  die  Resolvente 
XXII.     Die   Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  sind  alsdann 
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§  225.    Methode  von  Sommer*). 

Die  Auflösung  geschieht  nach  demselben  Princip,  wie  die  der 
kubischen  (§  160)^  indem  substituirt  wird 

Ordnet  man  die  Transformirte  nach  Potenzen  von  u^  so  er- 
hält man 

,         4i/^4-2«i/^-2yy-46-     3  6y^  -  2^^  +  6^    _  ..2 

4.y^-2ciy'  -j- 2yy  -  4^  y^  -  ccy^ -^  ßy^  -  yy -j- d  ^  ^ 

.    '^  y'  +  ccy'+ßy'  +  yy  +  s''^  y'-^ccy^  +  ßy'  +  yy  +  d        "^ ' 

Die  Gleichung  wird  quadratisch^  wenn  das  zweite  und  vierte  Glied 
verschwinden,  wenn  also  gesetzt  wird 

4:y^  +  2at/  —  2yy  —  46  =  0, 

4y'-2ca/  +  2yy--4ö  =  0. 
Durch  Addition   und   Subtraction   dieser   beiden    Gleichungen    er- 
hält man 

<^  =  2/S       y  =  (^y\ 

oder 

c^$—  ./  =  0. 

Man  gelangt  also  zur  Reducente  (22)  und  somit  auch  zur  Re- 
solvente XXII.  Dadurch  wird  die  Gleichung  in  x  reciprok  und 
von  der  Form 

x'^  +  ax^  +  ßx'-  +  yx'  +  ^',  =  0 . 

Hat  man  einen  Wurzelwerth  z  gefunden,  so  findet  man  mittels  y 
den  Werth  von  u  aus 

2yJrccß-~2a^y  _ 
^  2y-\-aß+2a^y         ^ 


u'  + 

2 

2y 

6y 

-aß 

iß  +  2a'^y 

d 

zwar  ist 

u' 

<>«,_i 

ru 

l 

J_  o, 

2      [67 

aß  ±y4y{a'  —  4aß  +  Sy)]  . 

An  die  Stelle  von  «^  —  4aß  -\-  Sy  kann  man  bei  linearen 
Transformationen  stets  den  gleich werthigen  Ausdruck  0^^  —  4ah-\-8c 
setzen.    Da  nun 

(x  —  z)-}-y 


u  = 


{x  —  z)  —  y 


*)  Grün.  Arch.  XXVII.  S.  354.  1856. 
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ist,  so  findet  man  aus  Zjy  und  den  vier  Wurzeln  11^,11^^11^,11^  die 
vier  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung,  nämlich 

I       ^1  +  1  I       w.  +  1 

Xo  =  B-\-y   ^         ,    x,=  0  4-  li  -^— ^  • 
3  '^^3  —  1'      *  i-'t^^  —  i 

§  22G.    Methode  der  Auflösung  einer  reciproken  Gleichung  vom 

vierten  Grade. 

Es  ist  in  §  220  gezeigt  worden,  dass  durch  die  Reducente  (22) 
jede  linear  transformirte  biquadratische  Gleichung  auf  das  Product 
zweier  trinomischen  Factoren  reducirt  werden  kann.    Sei  also 

f(x)  =  {x^^  +  (m  -{-  p)  x'  -{-  n)  {x"^  -\-  (ni  —  p)  x'  -{-  n)  ==  0 . 
Es  ist  nun  offenbar 

1       2     J  H      4     '  '^  1 

folglich 

.  1^1    tX/2      t^3    .X/4    , 

oder 

Xi    :  ^3   ==  X^   \  X,^  . 
Man  kann  jetzt  wegen  der  Variationsgleichung  x'  =  x  —  0  setzen 

x,'x;  =  {x,  -  ^,){x,  —  0,), 
oder 

und  ebenso 

Folglich  ist 

und  wegen 


X1X2       {x^  -j-  X2)  ^i  —  ?^i       ^1  , 

X^X^  —  (^3  +  X^  ^1  =  %   —  S^'  . 


(x^x^y  -  2^n, 


Xo  Xa  tt  •  JI/-I  Ji'2 


—  ^1     —   2  ^^1 


^i^Tg  -}-  d  =  0. 


Setzt  man  für  w  seinen  Werth  ein,  nämlich 

a  4:2  -\-  a 

+  „«,__  (a^  _  4&)  +  ^  ^17+^ 


so  resultirt 
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(,.,:c,y  -  i  p  -  46  -  "^^^^]  ^^x,  +  rf  =  0, 
und  analog 

(^1^3)'  -  {  [a'  —  4&  -  ^^^^^^^]  a^i^s  +  ^  =  0, 

/         \9         ir«»          47         «^  —  iab  -\-  Sc~\  ,      -,        ^ 

K^J-  -  j  l^a-  -  4& iz,  +  a—  I  ^1^^  +  ^/  =  0. 

Hiervon  liefert  die  erste  Gleichung  die  Producte  rr^iCg  ^^^^  ^3^4?  di® 
zweite  iCjiCg  und  a;2ir4,  die  dritt«  x^x^  und  a;2a'3. 

Zur  Darstellung  der   separirten  Wurzeln   gelangt  man  weiter 
auf  folgende  Art.    Es  sei  der  Kürze  wegen  gesetzt 


Xi  X2  und  x.^x^  =  -3fi  +  l/J/i"  —  d  =  y^  und  % , 
x^x^  und  iTgic^  =  Jlfg  +  yj^2"  ~  (^  =  Vi  i^d  ^2  > 
iCiic^  und  x^Xq  =  Ifg  +  l/J/3^  —  d  =  2/3  und  1^3 . 
Mit  Berücksichtigung  der  Relation  yy]  =  d ,  findet  man 


^:-±V^,  ^-±]/^>  -^3=+]/^,  -^=±|/^' 

oder 

je  nachdem 

((?+  i?ii?2  +  1^1 1;3  +  i?^,i?3)  :  Yrüri^i  =  +  «, 

oder 


f 


^ 


(d  +  2/12/2  +  ^12/3  +  y^Vz)  •  yi?/i  2/2^/3  =  +  « 

ist;  in  anderer  Darstellung  dieser  Bedingungsgleichungen 
je  nachdem 

oder 

ist. 
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§  227.    Ueber  den  Innern  Zusammenliang  der  fünf  Resolventen  XXI, 
XXII,  XXIII,  XXX  nnd  XXXI. 

Aus  den  in  §  217  über  die  Factorenzerlegung  der  Co  Variante 
(74,6  der  Cayley'schen  Form  aufgestellten  Sätzen,  lassen  sich  ver- 
schiedene wichtige  Relationen  zwischen  den  genannten  fünf  Resol- 
venten ableiten.    Sie  lassen  sich  sämmtlich  in  die  Form  XXX: 

f -^-J  +  2^^  =  0 
durch  geeignete  Substitutionen  überführen. 

1)^  Gehen  wir  aus  von  der  Resolvente 

(74,6(^)  =  (a^  —  4a&  +  Sc)^'  +  2(a'h  -f  2ac  —  U^  +  Wd)  ^^ 
-f  b{a'c  +  Sad  —  Uc)  ^^  -f  20{a'd  —  c^)  z^ 

-  b{ac^  -  4.ahd  -i-  ^cd)s^-2{hc^  +  2acd-A:Wd+lidd^)s 

—  {f  —  Ucd  +  Sad')=0. 

Ein  Factor  derselben  ist 

2  _,    2ah  —  12c  +  12a^     _,    2bc  —  12ad  +  12c^ ^ 

^'      '       3^2  _  8&  +"24T  ^  "■     2ab  —  12c  +l2^  ~  ^' 

WO  J  eine  Wurzel  von  XXX: 

S'  — ^?  +  2^  =  0 
ist.    Wenn  man  demnach  umgekehrt  jene  trinomische  Function  in 
C4,6(^)  =  0  substituirt,    so   wird    diese  bikubische  Resolvente   auf 
XXX.  reducirt. 

2)  Gehen  wir  aus  von  der  Resolvente  XXII.,  so  ist  ein  Factor 
derselben 

(ßa'  -  Sh  +  24^)0  +  (ah  -■  6c  +  6at)  =  0 . 
Wenn  man  demnach  umgekehrt  den  Werth  von  0  in  die  Resolvente 
XXII.  einsetzt,  so  wird  dieselbe  auf  XXX.  reducirt. 
^    3)  Von  der  Resolvente  XXI.  ist  ein  Factor 

(ah  —  6c  +  6aQz  —  (hc  —  6ad  +  6ct)  =  0 . 
Substituiren  wir  also  den  daraus  sich  ergebenden  Werth  von  0  in 
XXL,  so  nimmt  diese  Resolvente  ebenfalls  die  Form  XXX.  an. 

4)  Geht  man  aus  von  der  Resolvente  XXIII. ,  so  ist  ein  Factor 
derselben 

(hc  -  Qad  -  6ct}s  +  (3c'  -  8hd  +  24:dt)  =  0. 
Durch  die  Substitution  des  entsprechenden  Werthes  von  0  geht  auch 
die  Resolvente  XXIII.  in  XXX.  über. 

Aus  diesen  vier  Formeln  lassen  sich  weiter  leicht  die  Rela- 
tionen herleiten,  welche  zwischen  den  Wurzeln  je  zweier  der  Resol- 


§  227.     Zusammenhang  der  Resolventen. 
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venten  stattfinden.    Um  z.  B.   die  Beziehung  zwischen   der  Wurzel 

0Q  von  XXII.  und  der  Wurzel  ^^   von  XXI.  zu  erhalten,   eliminire 

man  J  aus  den  beiden  Gleichungen 

(3a-  -  86  +  24  0^0  +  (.^h  —  6c  +  ßa^)  =  0, 
(ah  -  6c  +  6ai^-,  -  (hc  —  6ad  +  6c9  =0. 

Bemerkens werth  ist  ausserdem,   dass  die  beiden  Resolventen  XXI. 

und  XXII.  gemeinschaftliche  Resultanten   der  beiden   Gleichungen 


—  d 
=  —  ^ ,    y 


9.1 

ay 


—  9 


az'^  -\-  hz  -{-  —  c 


c      "  4:Z  -\-  a 

sind  und  zwar  so,  dass  wenn  man  z  aus  der  ersten  in  die  zweite 

einsetzt,  man  die  Gleichung  XXI.  erhält;  dass  dagegen,  wenn  man  y 

aus  der  zweiten  in  die  erste  substituirt,  die  Gleichung  XXII.  resultirt. 

5)  Bezeichnet  man  wieder  wie  früher  die  Wurzel  der  Gleichung 

XXI.  mit  7t,  die  der  XXII.  mit  —  (?,  so  gilt,  wie  man  leicht  findet, 
folgendes  System  von  Gleichungen: 

1 


+ 


1 

—  ait 


aa 


ca 


^+         \c        =0, 
+  d  =  0 . 


Dies  sind  die  Gleichungen  von  Heilermann  und  ihre  Determinante 
ist  die  z/ -  Determinante  von  Aronhold,  nämlich 


+ 


2^=2 


1, 


1 


o, 


(i-iO 


(^+0 


(),"+(}. 


1 


„  f-^ 


g3_^j^2^  =  0. 


+ 


Sondert  man  J  aus  den  drei  Gleichungen  ab,  multiplicirt  die  erste 
Gleichung  mit  tc  ,  die  zweite  mit  0  und  addirt  alle  drei  Gleichungen, 
so  erhält  man 

7t(    it     +^a(?+|&y 
+  ^  (t  «^  +  1  ^^  +  T  ^)  "  =  1  S(^^  -  ^^) . 
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§  228.    Theorem  von  Ball*). 

Es  ist  von  Ball  gezeigt  worden,  dass  sämmtliche  Methoden 
der  Auflösung  der  vollständigen  biquadratischen  Gleichung  zuletzt 
auf  die  Resolvente  XXX: 


+ 


2z/ ==2 


1 


(i'+o 


d'-i')' 


(i'+t) 


c, 


^f^ 


^3„^g_j_2^  =  0 


+ 


führen.  Das  Charakteristische  einer  Methode  der  Auflösung  würde 
darnach  wesentlich  bestehen  in  der  Art  und  Weise,  wie  man  zur 
Gleichung  2  z/ =  0  gelangt,  sowie  in  der  Form  der  Wurzeln  der 
vorgelegten  Gleichung.  Die  Resolvente  XXX.  ist  zuerst  angegeben 
von  Strehlke**)  in  der  Form 

1   /-,. 


e^- 


48 


3ac+  12d)i 


später  von  Heil  ermann***)  in  der  Form  eines  Systems  von  drei 
linearen  Gleichungen  für  die  binäre  Form 


y^ 


f(x,  y)  =  (a,h,  c,  d,  e)  {x,  y)\ 
nämlich 

l{aß)  +  (e-^myaS  +  ßr)+  d{yS)  =  0, 

(c  +  m)  (a/3)  +  diaä  +  ßy)  +  eiyd)  =  0 , 

worin  a^  ß,yj  8  bestimmt  sind  durch  die  Substitutionen 

x  =  ai-]r  ßn,    y  =  y^  +  ^n\ 

endlich  in  der  Form  der  Determinante  dieses  Systems  von  Aronholdf ). 


*)  Quarterly  Journal  of  Matbematics  VII.  p.  6  and  358.    1865. 
Enneper,  Notiz  über  die  biquadratische  Gleichung.    Zeitschr.  für  Math, 
und  Physik.    XVIII.    S.  93.    1873. 

**)  Strehlke,  Crelle's  Journ.  XII.  S.  358.  1834. 
***)  Heilermann,  Programm  der  Realschule  zu  Trier  1855,  und  Zeitschr. 
für  Math,  und  Physik.    XXL    364.  1876. 

t)  Aronhold,  Crelle's  Journ.    LH.    1856. 
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Her  mite*)  hat  weiter  gezeigt  ^  dass  die  biquadratisehe  Gleichung 
sich  vorher  so  transformiren  lässt,  dass  in  der  Resolvente  XXX. 
die  entsprechende  quadratische  Invariante  verschwindet,  wodurch 
sie  rein  kubisch  wjrd,  nämlich 

^/  +  2^,  =0. 
Sie  lässt  sich  übrigens,  wie  weiter  unten  gezeigt  werden  soll,  durch 
Auflösung  derselben  dazu  erforderlichen  Hülfsgieichung 

auf  den  Kubus  einer  zweitheiligen  Grösse  reduciren.  Das  Theorem 
von  Ball  möge  zunächst  an  der  Mallet'schen  Methode  nachge- 
wiesen werden. 

Mau  geht  jedesmal  aus  von  der  reducirten  Form 

(§217,  5.)      a'f{x)  =  {ax  +  hy-(^^^  V,{ax  +  hf 

Für  die  gewöhnliche  Form  der  Gleichung  ist 
a=l,     h  =  ^a, 


4 


1 


V,  =  B  =  ^^{^a'-U), 

(§217,6.)  F,  =  3F:/-aV,,2  =  3J5- J^, 

und  wegen 

4F/-  V.^  =  a\V^J,,,  +  aJ,,,): 
4B'  —  G'  =  B^  +  ^. 
Substituirt  man  in  der  abgekürzten  Form  der  vorgelegten  Gleichung 

y^  _  ßBf  +  4Gy  -  {3B'  -  ^)  =  0 
y  =  s  -\-  —  und  ordnet  nach  Potenzen  von  s ,  so  wird  die  Gleichung 

eine  reciproke,  wenn  man  die  Reducente  (22)  a^d  —  y~  =  0  ein- 
führt. Wenn  man  nun  die  Reducente  nach  Potenzen  von  0  ordnet, 
so  erhält  man  eine  Resolvente  vom  dritten  Grade,  nämlich  • 

Gh^  —  QBGz^  +  (12  J5'^  —  ^)^  —  2G  =  0. 


*)  Hermite,  Sur  la  theorie  des  equations  modulaires.   i^aris  1859.     Man 
vergl.  oben  §  217  (29). 
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Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  G  und  berücksichtigt,    dass 

ist,  so  erhält  man 
G^3^3  _  qjbq2^^2  _j_  (-r(i2 J52  _  ^)  ^  _  8  j53  ^  2B^  +  2^  =  0. 

Substituirt  man  endlich  G0  —  2B  =  t,,  so  resultirt 

Diese  Gleichung  lässt  sich  leicht  auf  den  Kubus  einer  zweitheiligen 
Grösse  reduciren,  wenn  man  die  Reducente  (G)  a^  —  3)3  =  0  in  ihre 

Variirte  einführt.    Man  setze   J  =  ^r] j  r ,  ordne  nach  Potenzen 

von  ]/i2  und  bilde  die  Gleichung  ihrer  Wurzelquadrate,  wie  folgt: 

Nimmt  man  an  «^  —  3/3  =  0,  so  ist  die  Bedingungsgleichung 

und  die  Gleichung  in  1^ 

Die  Wurzel  der  quadratischen  Resolvente  in  r  ist 

Die  Resolvente  XXX.  lässt  sich,  wie  bereits  bemerkt,  noch  auf  die 
binomische 

reduciren,  wenn  man  die  gegebene  Gleichung  derartig  transformirt, 
dass  die  quadratische  Invariante  ^^  gleich  Null  wird.  Statt  einer 
reducirten  Gleichung  von  der  Form 

/  -  Q>By^  +  4.Gy  —  {3B^  -  ^)  =  0 
erhält  man  dann  die  einfachere 

y^  -  6By'  +  4Gy-  3B^  =  0, 
oder,  wenn  man  y  =  rj  YB  setzt, 

7]^  -C)lf  +  4^7]   -   3  =  0. 
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Diese  Gleichung  lässt  sich  dann  vermittels  der  Wurzel  einer  rein 
kubischen  Resolvente  in  eine  quadratische  verwandeln.  Denn  setzt 
man 

so  wird 

Da  nun^  für  ^  =  0^  G'-  —  413^  in  —  ^  übergeht,  so  hat  man  in 
diesem  speciellen  Falle  g^  -f-  2^  =  0. 

Um  den  Process  der  Transformation  genauer  zu  verfolgen,  sei 
die  vorgelegte  Gleichung 

o;^  +  ax^  +  hx^  +  ex  +  d  =  0. 
Man  substituire 

X-  +  vx  -\-  ii  ==  x~  -{-  vx  +  (iv  —  y)  =  0. 
Bezeichnet  man  die  Coefficienten  der  Gleichung  in  u  mit  a,  ß^y^d , 
setzt  ihre  quadratische  Invariante 

if.  =  ^(r-3aj'+12i5)  =  0 
und  weiter 

v^  —  av  -{-!)  =  r  -{-  —  1)  ^ 

so  wird  nach  den  Discussionen  in  §  217  (29) 

Setzt  man  u  =  w  —  y  und  setzt  in  der  nach  y  geordneten  Gleichung 

Aw  —  a{v  —  a)  —  26  =  0, 
so  verschwindet  das  zweite  Glied  derselben  und  es  resultirt 

—  3  Uv~-\  h(i'  +  ^h\  +  ?>cv  -  2ac  +  2ci\V  ==  0 . 
Trimmt  man  nun  an,  es  sei 

y  =  y^  \^iv^  _  i  r?,  A.  +  1?,\  +  ^cv  —  2ac  +  2^1  U, 


so  wird 


9?^  — 6i?-  +  4-^??  —  3  =  0. 
B  ^ 
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Hier  ist  der  Kürze  wegen  gesetzt 

^{3a'-8ß)  =  B,.. 

Diese  beiden  Ausdrücke  lassen  sich  aus  den  beiden  quadratischen 
Gleichungen  in  v  und  r  berechnen  und  die  Verwandlung  der 
Gleichung  in  rj  nach  der  vorhergehenden  Auseinandersetzung  in 
quadratische  bewerkstelligen  und  zwar  durch  Auflösung  der  bino- 
mischen Gleichung  von  Her  mite 

§  229.    Reduction  der  biquadratischen  Gleichung  durch  die  Redu- 
cente  (21)  H.  auf  eine  quadratische. 

Bildet  man  die  Variirte  und  setzt 

oder,  indem  man  diese  Gleichung  entwickelt  und  nach  Potenzen  von 
x'  ordnet, 

•^       iyi  —  r^'^'       r  ^2_,.2  -^     n^  2/^  — r^         '    2/^  — »'^ 

SO  wird  hierdurch  die  Bedingung  (21)  H: 

ß'  -4:ßyd  +  8ad^  =  0 

erfüllt.  Entwickelt  man  diese  Function  nach  Potenzen  von  0,  so 
erhält  man  die  Resolvente  XXXI: 

Nach  der  Auseinandersetzung  in  §  227,  i  lässt  sich  diese  bikubische 
Resolvente  in  quadratische  Factoren  zerlegen  von  der  Form 

WO  J  eine  der  Wurzeln  von 

J^-^J  +  2^-0 

bedeutet. 

Um  die  Wurzel  x  =  x'  -\-  ^  zu  erhalten,  hat  man  noch  u ,  y 
und  r  zu  bestimmen.    Aus  den  Relationen 
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2yu  2w 


;r2  =  r 


^'  +  '-y  =  ß        '     =ö 

y^  —  r^  P'      y^  —  r^         "  ' 


folgt 


K  7  -1  /a' 


§  230.    Methode  der  Transformation  durcli  Einfülirung  der  Reducente 
(23)  in  die  Variirte. 

Eine  biquadratische  Gleichung  kann  auch  auf  eine  quadratische 
reducirt  werden,  indem  man  die  Reducente  (23) 

a^8  —  4/3d  +  y-  =  0 
setzt.    Zwischen  den  Reducenten  (23)  und  (22)  findet  eine  einfache 
Beziehung  statt,  welche  sich  in  folgenden  Sätzen  ausdrücken  lässt: 

Wenn  zwischen  den  Coefficienten  einer  biquadratischen  Gleichung 
die  Beziehungen 

a^d— 4.1(1 -^€-  =  0 
oder 

d'd  —  c-  =  0 
stattfinden,  so  gilt  für  die  entsprechenden  Coefficienten  der  Gleichung 
ihrer  Wurzelquadrate  die  Beziehung 

und  umgekehrt: 

Wenn  zwischen  den  Coefficienten  die  Beziehung 
ahl  —  c-  =  0 
stattfindet,  so  ist  in  der  Gleichung  ihrer  Quadratwurzeln  entweder 

A'D-ABD  +  C-  =  0, 
oder  auch 

A^B  —  C^  =  0 . 
Um  dies   zu  erweisen,    schreibe  man  die  Reducente    (23)   in 
der  Form 

{a^  —  2ß)d  =  y^  —  2ßd. 

Bildet  man  aus  der  variirten  Gleichung  die  Gleichung  ihrer  Wur- 
zelquadrate 

{x"'f  -  («2  _  2ß){x''f  ^{ß^  —  2ay  +  28\x'^f 
-(r-2^^)(^-^;  +  ö^^^0, 

Matthiessen,  Grandzüge  d.  ant.  u.  mod,  Algebra.  41 
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SO  wird  diese  unter  derselben  Bedingung  reciprok.    Denn   quadrirt 
man  die  vorhergehende  Gleichung,  so  muss  auch 
(a'  —  2ßyd'  —  (/  -  2ßöf  =  0 
sein,  worin  die  Form  der  Reducente  (22)  erkennbar  wird.    Uebrigens 
wird  man  auch  finden,  dass,  wenn  man  die  Gleichung  der  Wurzel- 
quadrate von 

a;'^  +  ax''  +  ßx'^  +  yx-  -  -^^  =  0 

bildet,   das  Absolutglied    gleich  dem  Quadrate  des  Quotienten  aus 
dem  zweiten  und  vierten  Coefficienten  wird. 

Um  nun  die  Reducente  (23)    zur  Auflösung  der  vollständigen 
biquadratischen  Gleichung 

x^  +  ax^  +  hx^  -f"  ^^  +  f^  =  0 
zu  benutzen,  bilde  man  die  Variirte,  führe  in  deren  Coefficienten 
a,  /3,  7,  d  die  Bedingung 


a 


4^(5  -\-f  =  Q> 


ein  und  entwickele  sie  nach  Potenzen  von  ^,  wie  folgt: 

(4^+a)2(^+a^^+&^2+c^+^)-~4(6^2_|.3^^_|_  y^  (^_p^^3_|_^^2_|_^^_j_^^) 

+  (4^^  +  ^az"  +  21z  +  c)^  =  0 . 
Hieraus  resultirt  die  bikubische  Resolvente  XXV: 

^6  _|_|^^5  _|_i  (^3^2  _|_  2&)^*  +|(a3  +  4a&)^3  +  |(a'^6+2ac-8if)^2 

Dieselbe    lässt    sich    in    drei  quadratische  Factoren    zerlegen    von 
der  Form 

4^2  + 26^^  +  22/1  =  0, 

4^2  _|_  2az  +  2i/,  =  0  , 

4^2  +  2a^  +  2^/3  =  0  , 
wobei  y^,y 27  Vs  die  Wurzeln  der  Resolvente  XIII  bedeuten.    Dividirt 
man  nämlich  die  drei  Partialgleichungen  durch  4  und  multiplicirt 
sie  miteinander,  so  resultirt 

ß'+~az'^  +  l(y,  +  ij,+y,  +  ^a'y^  +  la(y,+y,  +  y,  +  \^^^^ 

+  |-  [2/i2/2  +  2/2!/3  +  ^a2/i+  2  ^'(2/1  +  2/2  +^3) 
+  8  «(2/1 2/2  +  2/22/3  +  2/32/1)^  +  I2/12/22/3  =  0  . 
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Setzt  man  nun  in  den  beiden  bikubischen  Gleichungen  die  homo- 
logen Coefficienten  einander -gleich,  so  erhält  man  folgende  Be- 
stimmungsgleichungen für  y^y^yV^' 

2/i  +  !/2  +  ^3  =  ^  ; 

yiy-i  +  y-iVs  +  ^s^/i  =  ac  —  4(i , 

yiViV-i  =  ^'ä  —  Ahd  +  c"  . 
Die  Gleichung  in  y  ist  demnach  die  Resolvente  von  Simpson: 
y^  _  j)y2  _f_  (ac  -  4:d)y  -  (a'-d  -  Ud  +  c^)  =  0  . 
Wir  wollen  noch  diese   Gleichung  von  ihrem  zweiten  Gliede 
befreien  und  petzen  deshalb  an  ihre  Stelle 


3^ 


+  ~i'12bd  +  9ahc-  21aH-  27c-  — 2fc')  =  0. 


Wenn  man  nun 


y-^==n 


substituirt,  so  geht  die  kubische  Resolvente  über  in 
Man  erhält  auf  diese  Weise 


oder 


4^'  +  2a^  +  |&==  -4J, 


'  (6^2  +  3a^  +  6)  =  -|S, 


einen  Ausdruck,  der  wiederholt  bei  bikubischen  Resolventen  schon 
vorgekommen  ist.  Wir  können  ihn  auch  hier  benutzen,  um  die 
Resolvente  XXV  durch  die  beiden  Invarianten  auszudrücken.  Da 
nämlich 

(40' -  16^(4  0+  1283^  =  0 
ist,  so  geben  wir  der  Resolvente  XXV  nunmehr  die  Form 

Uz''  +  2as  +  !?>)'—  16^  (4^'  -^2az  +  \h\  -  128^  =  0  , 

oder 

(6^2  +?>az  +  hf  —  36^(6^2  -f  ?>az  +  h\  -  4323^  =  0  . 

Um  die  Bedeutung  der  Grösse  y  klarer  hervorzuheben,  so  folgt  aus 
der  Gleichung  von  Simpson 

'    41* 


644  Vierter  Abschnitt.     Substitutionsmethoden.    V. 

y^  =  =  iCj  X^  -\-  ^3  ^4  j 

und  hieraus  die  drei  folgenden 

^*l  =  ^2  +  2/3  =  (^1  +  ^2)(^3  +  ^i)  ; 
^2  =  ?/i  +  ?/a  ==  (^1  +  ^3)  (^2  +  ^4)  ; 
^%  ==  2/1  +  !/2  ==  (^1  +  ^Jfe  +  %)  • 

^1?  ^2;  ^3  si^^   ^1^0   ^^^    Wurzeln  der  |Gleicliung   der  Wurzelsum- 
men  der  Gleichung  in  y^  also  von  der  Resolvente  XVI: 

u'  —  2hu^  +  {W  +  ac  —  U)u  +  {a^d  -  alc  +.c^)  =  0  . 

Ferner   folgt  aus   der   Bedeutung  von  Uj    wenn    x^^  -\-  X2  =  ß  ge- 
setzt wird, 

a^  -\-  aö  -{-  Uj^  =  0  , 

ö"  +  a  (7  -j-  ^2  ==  0  , 

6^^  -\-  a  ö  -\~  11.^  =  0  . 
Diese    drei    quadratischen  Gleichungen  geben  die  Wurzeln  (?j,  cr^, 
(?3,  (?4,  (?5,  (7e,  und  zwar  ist 

Ö^  =  X^  -f-  X2  y  ^^  G  ^^  ^3  ~r  ^4  5 
(^2  =  ^1  +  ^3  ;  (?5  =  ^2  +  ^4  ? 
03  =  i^i   +  ^4  ;       <^4  ^^  ^2  ~r  ^3  • 

Demgemäss    lassen  sich  die  Wurzeln   x^,X2,x^yX^  der  vorgelegten 
Gleichung  ausdrücken  durch  alle  sechs  Werthe  von  a^  nämlich 

^1  =  Y  i^l   +  (^2  +  <^3  +  ^)y 

^2  =  Y  (<?1   +   <?5   +   <?4  +  «)  ; 

^3  =  Y  (^6  +  <?2   +   <^4  +  «)  ; 

^4  =  Y  ^^6  +  <^5  +  <^3  +  «)  • 

Da  ferner 

(?  =  -  |-  (fj  +  Ya^  —  4:u) 
ist,  so  sind  die  Wurzelformen  auch  noch 

^1  und  X2  =  —  Y  ^^  +  y«^  —  4mi  +  (Ya^  —  4%  -\-Y^^  —  4%)  ] , 
iCo  und  rr^  =  —  —  [«  —  j/a'^  —  4?«^  +  (Y^^  —  ^^^2  —  V^^^  ~  4%)  ]  • 
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Es    lassen    sich    übrigens    die    vier    AVurzeln    auch    ohne    die 
Gleichung  in  u  berechnen  aus  dem  Typus 

Man  setze 

^1^2  =  Pi  7     ^3^4  =  ^1=  d  :p^  , 

^1^3  =^ Ih  y     ^»^A  =  ^2  =  d  :p2  y 

^i^i=Ps>     X2X^=7t.^=d:ps, 
Daraus  folgt 

f-yp  +  d-^o,     . 

und  somit 

Pi  und  ^1  =  Y  *^^i  ±  VyJ—^)  > 
p.  und  ^r^  =  y(?/2  + 1/2/2' ~4fZ), 
i?3  und  ^Tg  =  y  (i/3±l/!/3'  — 4^)  . 
Demgemäss  sind  die  Wurzelformen 


^^  —  ±V ~~d~ '    ^2  —  ±y  —^— , 

r   —'-4-  l/^ii^2^3        r   —  -4-  l/KKK      * 
wenn 

[Äi>2i^3  +  (ih  +  Ih  +  lh)(^  '  VPiP-iP^d  =  +  a 
ist,  oder 

wenn  die  Bedingung 

[ä  P2  Ps  +  (Pi  +  P2  +  iO^]  :  VKKM  =  +  (c  :  )/^)  ; 

oder,  was  dasselbe  ist,  die  Bedingung 

E  [n^TC^Tt^  +  (:ri  +  tt^  +  jrg)^]  :  }/ jt^  it,  n^  r/  =  +  « 

erfüllt  wird. 

Für  die  angeführten  arithmetischen  Wurzelausdrücke  kann  man 
auch  folgende  logarithmische  setzen: 
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log(x./)  ==  \ogp,  +  log  7t,  +  log  7t.,  --  log  d , 
log  (^5')  =  log  jTi  +  log  2h  +  log  %  ■-  log  ^  , 
logfe')  =  log  ^1  +  log  7t^  +  log  ^3  —  log  d  . 
Die    vier    Wurzeln    lassen    sich    auch    mittels    eines    einzigen 
Werthes  von  p  finden,  z.  B. 

i' = i- (2/1  + "1/2/7 -^'?)..         .  ■ 

Wegen  der  identischen  Gleichung 

^^  ,  _. {^1  +  ^2  +  ^3  +  ^4)^1  ^2  —  r^i ^'2  (^3  +  ^4)  +  ^3  ^4  (^1  +  ^2) ] 

IIa  /y»     /y /v»     /y» 

ist 


^1  +  ^2  = 

(c- 

-  ap)iy 

-        ^2 

-d     ' 

und 

^3 

+ 

^4  =  —  a  — 

(c-( 

p'- 

-  d 

ad~ 

P'- 

-cp 

-  d 

Daraus  folgt 

x^  -  (x. 

+ 

X^X  +  ^Tj^Tg 

=^x^ 

{c~ 
■  ~P' 

ap)p 
-d 

x+p  = 

=  0, 

und 

, 

x'  -  (x^ 

+ 

^4)^  +  ^3^4 

=^x' 

ad- 
P'- 

-d^ 

+  '-  = 
^  p 

^0. 

Demgemäss  sind  die  vier  Wutzelwerthe  der  vorgelegten  biquadra- 
tischen Gleichunty 


X,\         (c  -  ap)p  ±  l/(c  -  apYp^  ■ 

-4.p{p^'-dY 

X^]                                       2{p^-d) 

) 

X.,  \         {ad  -  cp)  +y{ad  —  cpY.- 

-  4.d{p''~dy:p 

X^]                                    Hp'-d) 
Beispiel.     Aufzulösen 

Die  kubische  Resolvente  in  y  ist 
und  eine  Wurzel  derselben  2/1  ==  —  2  —  5    daraus    folgt  p  ==  —  2 
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und  7t  =  ~  — .     Die  vier  Wurzeln  der  Hauptgleichung  sind  dem- 
gemäss 

Die  Variation  ^  ergibt  sich  aus  der  Gleichung 

4^2  +  4  ^  —  5  =  0  , 


und  der  Weiih  von  ?  aus  der  Relation 

72 
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§231.    Reduction   einer  biquadratischen  Gleichung  mittels  Redu- 
cente  (23)  auf  die  Differenz  zweier  Quadrate. 

Setzt  man 

(o;'-  +  mxf  —  (nx'  -}-  pY  =  0  , 
oder,  indem  man  nach  Potenzen  der  variirten  Unbekannten  x'=x--^ 
ordnet, 

x^  +  2mx^  +  (m'  —  n^)x'^  -  2  npx   -  p^  =  0  , 
so  wird  wegen  der  Relation 

-  (2m)Y  +  4(wr  -  w^^  +  (2wij)-  =  0 
offenbar  die  Bedingung  a-ö  —  4ßd  -\-  y-  =  0  erfüllt.    Die  variirte 
Gleichung   lässt    sich    dann    in    das   Product    zweier    trinomischer 
Factoren  zerlegen,  nämlich  in 

(x'^  +   [^>^  +  «1^^'  +i>)  (^'^  +   b^^  —  ^^W  —  P)  =  ^  y 

oder  kurz 

(a;'^  +  ux'  -\-  p)  (a;'^  +  ^^'  —  j))  =  0  . 
Entwickelt  man  dies  Product  nach  Potenzen  von  x\  so  resultirt 

x'^  +  0^  +  ?;)a;'^  +  uvx'^^  -\-  (ti  —  v)px'  —  p-  =  0  . 
Wegen  der  Relationen 

u  -\-  V  =  a  j     UV  =  ß  j    p  =  y—  d 
sind  ^l  und  v  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

7}-  —  at]  +  /3  =  (I  . 
Die  vier  Wurzeln  der  variirten  Gleichung  sind  also  enthalten  in 

x' '+  n^x  —    ,     ^         =  0  , 
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^■'^  +  n^^'  H — ; — -^- —  ==  0 . 

Endlich  ist  x  =-x'  +  ^',   wo  ^  eine  Wurzel  der  Resolvente  XXV 
bezeichnet. 


§  232.    Reduction  der  biquadratischen  Gleichung  durch  Variation 

auf  die  Form 

Wn —  1    —  ^'^  ==  0 . 

X  ^  -}-p       J         ^ 

Diese  Transformation  lässt  sich  durch  Einführung  der  Redu- 
cente  (23)  a^d  —  Aßd  -{-  y^  =  0  in  die  Variirte  bewerkstelligen. 
Entwickelt  man  nämlich  die  substituirte  Function  nach  Potenzen 
von  x' j  so  erhält  man. 

'    1  —  g  1  —  3^  '    1  —  2^  '       1  —  ^-^ 

Die  Variirte  sei  wiederum 

x^  +  a^-'^  +  ßx''  -\-  yx'  +  d  =  Oi 
dann  erhält  man  durch  Vergleichung  der  homologen  Coefficienten 
die  Bestimmungsgleilihungen 

2 a  —  2m  ß  —  m^  —  2 n y  —  2mn  8  —  n^ 

,       ^  a  ß  —  2p      "  y  d  —  p'^  ' 

Da  jedoch  drei  Bestimmungsgleichungen  genügen,  so  bleibt  das 
Verhältniss  zweier  Grössen  willkürlich,  z.B.  q^  =  n  : p.  In  diesem 
Falle  ist 

n  ==  y  :  a  ,    p  =  —  ad  :  y  ,     m  =  2ß  :  a  ,     q=  —  y^  :  a^d  , 
und   es  wird  zugleich   die  Reducente   (23)   zum  Verschwinden  ge- 
bracht.    Die  transformirte  Gleichung  wird  durch  Wurzelausziehung 

Yp  {x'^  +  ^^^^'  -{-  n)  =  ^Yn  {x'^^  +  p) , 
oder  geordnet 


Yp  +   Yn 

Die  Grössen  p  und  n  sind  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

'      '  ay  *  ' 

also 

x'  +  -r7-^4^7^^  ^'  + 1/=^=  0  . 
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Von  der  Gleichung  in  i]  lässt  sich  auch  die  Gleichung  ihrer 
Quadratwurzeln  bilden,  nämlich 

yay 

Die  Resolvente  ist  hier  wie  früher  die  bikubische  XXV.  Sie  ist 
immer  lösbar,  entweder  dadurch,  dass  man  sie  in  drei  quadratische 
Factoren  zerlegt,  wie  oben  gezeigt  worden  ist,  oder  auch  dadurch, 
dass  man  das  zweite  Glied  zum  Verschwinden  bringt.     Setzt  man 

.nämlich  ^  =  —  ^' —  j«,  so  verschwinden   alle  ungeraden  Potenzen 
der  Resolvente  und  man  erhält  XVIII: 
z''  —  (3a'  -  Sby^  +  (3a^  —  16a'h  +  ßUc  -  266d)2'' 

-  (a'  —  8a^b  +  ßAa^c  -  16Sa'd  +  20486^  -  612c')  =  0  . 

§  233.    Anwendung  des  Theorems  von  Ball  auf  die  vorangehenden 

Methoden. 

Substituirt  man  in  der  reducirten  Gleichung 

i/-6Bi/  +  AGy-(ßB'-är)  =  0 

y  :=  s  -\-y z ,  ordnet  nach  Potenzen  von  s  und  führt  die  Reducente 
(23)  ein,  so  wird  die  Gleichung  in  s  direct  lösbar.  Entwickelt 
man  die  Reducente  nach  Potenzen  von  ^,  so  resultirt 

0'  -  dBz'  +  (dB'  —  ^)z  —  (B'  -B^  +  2^)  =  0. 
Substituirt  man  endlich  noch  z  —  J5  =  ^,  so  gelangt  man  wieder 
zur  Resolvente  XXX,  nämlich 

^'~^i  +  2^  =  0. 

§  234.    Methode  der  Transformation  durch  Einführung  der  Redu- 
cente (24)  in  die  Variirte.  —  Methode  von  Schlesicke. 

Eine  biquadratische  Gleichung  wird  auf  eine  quadratische 
reducirt,  wenn  die  Summe  zweier  Wurzeln  gleich  Null  ist,  in  wel- 
chem Falle  die  Reducente  (24)  verschwindet.  Es  lässt  sich  nun 
durch  eine  lineare  Transformation  eine  neue  Gleichung 

x^  +  ax"'  +  ßx'  ^yx   +ö  =  0 
bilden,  in  welcher 

a'ö  -  aßy  +  y'  =  0 
wird.     Entwickelt  man  diesen  Ausdruck  nach  Potenzen  von  z,  so 
resultirt  die  Resolvente  XXIV: 
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^'  +  o  «^'  +  {  (3«'  +  25)^^  +{(«'  +  4a5)^'^ 

+  ^  (2a-(^  +  ac  +  6'^  -  4^)^^  +  ^  (a^c  +  a^^  —  4.ad)2 

-  ^  (a^f?  —  ahc  +  c'O  =  0  . 

Dieselbe  findet  sich  bei  Lacroix  (1804),  Blomstrand  (1847), 
Schi  es  icke  (1851),  Job  (1864)  und  ist  identisch  mit  der  Gleichung 
der  halben  Wurzelsummen  oder  der  arithmetischen  Mittel  je  zweier 
Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung.  Die  Bildung  dieser  Gleichungen 
ist  in  §  19  gelehrt  worden  und  es  fiiöge  hier  dieselbe  noch  speciell 
für  die  biquadratische  Gleichung  vorgenommen  werden.  Es  sei  zu 
diesem  Zwecke  angenommen 

—  [X^    -j-    X2)    =  ^  ;        ~2    ^^^  ^2)   =  ^     • 

Dann  ist  allgemein  x  =  x'-^s.  Man  erhält  nun  die  Gleichung 
der  arithmetischen  Mittel  der  Wurzeln,  wenn  man  x'  eliminirt 
aus  den  beiden  Gleichungen 

I.     (x'  +  0y  +  a(x   +  zf  +  h{x'  +  zf  +  c{x'  +'z)  +  d  =  0, 
IL     (x'  —  zf  -  a{x  ~  zy  +  h(x—  zf  —  c(x—z)  +  d  =  0. 
Die  übrig  bleibende  Function  ist  dann 

(xi  +  x.^—-  2z){x^  +  ^3  —  2z)(xi  +  x^  —  2z)  X 
(x.^  +  x.^  ~  2z)  {x.^  +  ^4  —  2^)(^3  +  x^  —  2z)^0  . 
Entwickelt  man   die  Gleichungen  I.  und  IL,   so  ist  die  halbe 
Summe  derselben 

IIL  x^'  +  (Qz'  +  ?>az  +  }))x^  +  {z^-\-az^  +  -bz^  +  cz  +  d)  =  0 
die  halbe  Differenz 

IV.     (4^  +  a)x'^  +  {Az^  +  Zaz'  +  2lz  +  c)x   =  0  . 
Dividirt  man  die  letzte  Gleichung  durch  x'  und  setzt   den  Werth 
x'^^  in  die  vorhergehende  ein,  so  erhält  man  die  Reducente 

Die  Formen  der  beiden  Gleichungen  IIL  und  IV.  legen  es  uns 
nahe,  eine  derartige  Theilung  des  Polynoms  vorzunehmen,  wie  es 
auch    von    Francoeur*)    und    Schlesicke**)    direct    ausgeführt 


*)  Cours  compl.   de  mathem.  II.  §  581.     Paris  1837.    Man  vergl.  auch 
oben  §  214. 

**)  Grün.  Arch.  XVI.  58.  1850. 
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worden  ist.  Schlesicke  und  Job*)  haben  gezeigt,  wie  man 
die  bikubische  Resolvente  XXIV  in  drei  quadratische  Factoren  zer- 
legen kann.     Man  setze  zu  diesem  Zwecke 

4^2  +  2a„^  +  Wi  =  0  , 

4z~  +  2az  +  u.,  =  0, 

4^2  _|_  2az  +  M3  =  0  , 

worin  die  Absolutglieder  u^^,  n.2^  %  noch  unbestimmt,  aber,  wie 
gleich  gezeigt  werden  wird,  die  Wurzeln  der  kubischen  Resolvente 
XVI  sind.  Dividirt  man  nämlich  diese  drei  Partialgleichungen 
durch  4  und  multiplicirt  sie  mit  einander,  so  erhält  man 

+  ^  <Vh  +  «*2«'3  +  %%)^  +    ^  ^h^2^h  =  0  • 

Setzt  man  in  den  beiden  kubischen  Gleichungen  in  2  die  homologen 
Coefficienten  einander  gleich,  so  erhält  man  folgende  drei  Bestim- 
mungsgleichungen für  ifj,  ^2»  ^3- 

?(!  -{-  U2  -{-  ti^  =  2h  j 
^  U1U2  +  ^2%  +  Vh  =i'^  -\-  ctc  —  4d  j 

«<i«2%  =  —  (^^^  —  ahc  -\-  c^)  . 
Demnach  sind  «f^,  1*2;%  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung 
^  ^*3  —  2hu^  +  (&2  +  ac  —  4d)u  +  {ard  —  ahc  +  c^)  =  0  . 

Diese   vollständige  kubische    Gleichung  kann  mau  auch  noch 
von  dem  zweiten  Gliede  befreien  und  an  ihre  Stelle  setzen 

(^,  _,  I  ?>y  -  i  {¥  -  3ac  +  12^)  (^  - 1  ?>) 

-  ^  (12hd  +  9a&c  -  21a'd  —  27 c^  -  26^)  =  0  . 
Wenn  man  nun  weiter 

substituirt,  so  geht  die  kubische  Resolvente  über  in 

r^  — J^^-f  2^  =  0. 
■    Man  erhält  auf  diese  Weise 


*)  Job,  Beitr.  zur  Aufl.  der  Gleichungen.    Progr.    Dresden  1864. 
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und  weil 

(2g)'-4J^(2J)+  163^  =  0 
ist,  so  nimmt  die  Resolvente  XXIV  nunmehr  die  Form  an 

Üb'  +  2az  + 1  ?>Y  -  4ef  (^4^2  +  2az  +  f  ^)  +  16^  =  0, 

oder  auch 

(6^^  +  3a^  +  hf  -  9  J^(6^2  +  'daz  +  6)  +  54^  =  0  . 
Aus  der  Gleichung 

4^2 +  2«^ +  !-&==  2g      . 

folgt  weiter 


(2.  +  lay=2?  +  ia^-|6  =  i2/% 


und  somit 


1       ,    1 


4       -  ■-  4 

Führen  wir  aus   der  vorhergehenden  Gleichung  für   J  seinen 
Werth  in  die  Gleichung 

.       g3__^j_j_  2^  =  0      • 
ein,  so  erhalten  wir  die  Resolvente  XYII: 

y^  _  (3^2  __  g^^)^4  _(_  (3^4  _  iß^2^  _^  iß^^  _|_  iß^2  _  QM)y^ 

—  \a^  —  4.ah  +  ^cf  =  0, 

welche  sich  zuerst  bei  Lagrange  findet.  Es  ist  dies  übrigens  die- 
selbe Gleichung,  welche  wir  erhalten  haben  würden,  wenn  die 
Variation  durch  die  Substitution 

,1  .   ,    1 

x-\-  —  a  =  X  -f-  -r  z 

'4  '4 

ausgeführt  worden  wäre. 

Wie  nun  aus  den  abgeleiteten  Formeln  die  vier  Wurzeln  ge- 
funden werden  können,  ist  leicht  zu  übersehen.     Mit  Hülfe  von 

findet  man  aus  der  Gleichung 

4:Z^  +  2az  +  ^h  =  2t 

ö 

sechs  Werthe  von  Zj  nämlich 
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^1  =  Y  (^1  +  ^2)  ,        ^G  =  Y  fe  +  ^4)  y 
^2  =  Y  (^1  +  ^3)  ;        ^5  =  Y  ^^'^  +  ^-^^  ' 

^3  =  Y  (^i  +  ^'^) '      ^^  =^  Y  (^^^  +  ^3)  • 
Daraus  folgt  durch  Addition  je  dreier  Gleichungen 

^1  =  -1  +  ^2  +  ^3  + Y^^ 

^      ^3  =  ^6  +  ^2  +  ^4  +  Y  ^ ' 

^4  =  ^G  +  %  +  ^3  +  Y  «  • 

üebrigens  lassen  sich  die  vier  Wurzeln  auch  mittels  eines 
einzigen  Werthes  von  0  berechnen.  Aus  III.  und  IV.  folgen  die 
Gleichungen 

'    cc 

Dividiren  wir  die  letzte  Gleichung  in  die  Variirte 

^'i  +  ax'  +  ßx'  +  yx'  +  ^l^Lzil!  =  0  , 
so  ergibt  sich  daraus  noch  die  zweite  quadratische  Gleichung 

/  o     ,  ,     .     aß  —  y         ^ 

X  ~  4-  ax   H =  0  . 

Man  findet  demnach  x^,  x.2j  x.^,  x^  aus  den  Gleichungen 

'      rt  ' 

ic  -  +  «a;  H — ^- ^  =  0  , 

und 

x'  -{-  Z  =  X  . 

§  235.    Reduction  einer  biquadratisclieii  Gleichung  mittels  Redn- 
cente  (24)  auf  die  Differenz  zweier  Quadrate. 
Setzt  man 

{x'^  +  7)1  x'  ^-  nf  —  (mx'  +  p)~  ==  0  , 
oder,  indem  man  nach  Potenzen  der  variirten  Unbekannten  x'  =x  —  0 
ordnet, 
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x'^  +  2mx'^  +  2nx'^  +  2m{n  —  p)x'  -\-  n^  —  p^  =  0  j 
so  wird  durch  die  Relation 

(2my(n^  -  p')  -  (2my2n(n  -  p)  +  (2my(n  —  pf  =  0 
die  Reducente  a^d  —  aßy  -{-  y^  zum  Verschwinden  gebracht. 
Die  Variirte  lässt  sich  in  das  Product 

(x'^  +  n  —  p)(x^  +  2mx'  -j-  n  -{-  p))  =  0 
verwandeln,  oder  kurz  in 

(x^  +  q){x^  +  ux   +v)  =  0. 
Entwickelt  man  dies  Product  in  das  Polynom 

x^  +  ux'^  +  Ö  +  v)x'^  +  qux'  -j-  qv  =  0  ^ 
so  gelten  die  Bestimmungsgleichungen 

ccß  —  y 
u  =  a  ,     q  =  y:a,     v=  ^~—~  ' 

Die  Grössen  q  und  v  sind  demnach  die  Wurzeln  der  Gleichung 
und  die  vier  Wurzeln  der  variirten  Gleichung  gegeben  durch 

x^-\-  ax'  +  ^o  ==  0  . 
Endlich   ist    x  =  x'  -\-  z,   wo  ^  eine  Wurzel  der  Resolvente  XXV 
bezeichnet. 


§  236.    Reduction  der  biquadratischen  Gleichung  durch  Variation 

auf  die  Form 

-\-  mx   -{-  Vi 


(X  ^  -\-  mx   -\-  n^Y         /!!?:V  0 
Yx'  +  q         )    ""   \p)    ~~ 


Diese  Transformation  lässt  sich  durch  Einführung  der  Redu- 
cente (24)  in  die  Variirte  bewerkstelligen.  Denn  entwickelt  man 
die  Substituirte  nach  Potenzen  von  x' ,   so  resultirt  die  Gleichung 

x^-\-2mx^-{-2nx^-\-2m- ^— rr  -{- ^ —  =  0, 

welche  der  Bedingung  a^d  —  aßy  -{-  y^  ==  0  Genüge  leistet. 
Setzt  man  der  Kürze  wegen  also 

und   setzt  die  homologen  Coefficienten    einander  gleich,   so  erhält 
man  folgende  Bestimmungsgleichungen: 
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1  1    ^  1  a-d  -{-  y'  a'^d  —  y^ 

2'  2  ^  2         ay  7-tx  ^2y 

Es  bleibt  also  eine  der  Grössen  p  und  q  willkürlich. 

Setzt  man  q:2)  =  p:on^  so  fallt  die  Methode  mit  der  im  vorher- 
gehenden Paragraphen  beschriebenen  zusammen;  es  wird 


p  = 


2  ay 

Daraus  ergeben  sich  wieder  die  Gleichungen 

§  237.    Anwendung  des  Theorems  von  Ball  auf  diese  Methoden. 

Wenn  man  in  der  reducirten  Gleichung 
(cc  +  I  aX  -ßB(x+^aX  +4G  (x+  \ci\  -(3B'-^)=0, 

oder  in  kürzerer  Form 

1/  -  6By'  +  4.Gy  -  (3B'  -  ^)  =  0 , 

2/  =  5  +  l/ — Y^  setzt  und  nach  Potenzen  von  s  ordnet,   sowie 

die  Reducente  (24)  in  die  neuen  Coefficienten  einführt,  so  wird  die 
Gleichung  in  s  direct  lösbar.  Ordnet  man  die  Reducente  nach  Po- 
tenzen von  0,  so  resultirt 

z^  -  ÖBz'  +  {12B'  —  #)^  -  (SB^  -  2BJ'  -f  2^)  =  0  . 
Substituirt  man   endlich    z — 2B  =  —  t,,    so    gelangt   man   wieder 
zur  Resolvente  XXX,  nämlich 

^^-  #g  +  2^  =  0. 

§  238.  Methode  der  Transformation  durch  Einführung  der  Redu- 
cente (24)  I  und  (26)  in  die  quadratisch  varürte  Stammgleichung. 

Eine  biquadratische  Gleichung  lässt  sich  immer  auf  eine 
quadratische  Form  bringen,  wenn  die  Wurzeln  eine  arithmetische 
Proportion  bilden,  in  welchem  Falle  die  kubische  Variante  G  oder 
Fg  verschwindet.  Bei  der  allgemeinen  Gleichung  muss  man  suchen, 
die  kubische  Variante  der  Variirten  zum  Verschwinden  zu  brinsren. 
Dieses  kann  durch  eine  quadratische  Transformation  bewerkstelligt 
Averden,  indem  man  setzt  {x  —  £f  =  x  .  Dieselbe  führt  auf  die 
Gleichung 
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x^  +  a,x^  +  ß^x^  +  y^x'  +  d^  =  0, 
und  die  Entwickelung  der  Reducente  {2Q)^  nämlich 

-  {a,'  -  4«ift  +  871)  =  a'  —  Qa^ß-{-^a\a'y  +  /3^  —  ^) 
-lQaßr  +  ^y^  =  0 
nach  Potenzen  der  Variation  z  führt  auf  die  Resolvente  XX  unter 
der  speciellen  Form 

+  ^(3a-^—  16a3&  +  20a2c+  IGaZ;^  -  32ar/ —  lQhc)z 

+  4  (^'  -  6a*6  +  Sa^c  +  8a^5^  —  ^a^d  -  X^alc  +  Sc^)  =  0. 

Dieselbe  findet  sich  zuerst   in  den  Schriften  von  Lagrange  (Re- 
flexions etc.  pag.  193).     Setzt  man 

1  a^  —  Aab  +  8c 

"  —  a  — 


^  4[8^  +  |(3a^-8fc)]' 


SO  resultirt  die  Resolvente  XXX. 

Die    vorgelegte    biquadratische    Gleichung   wird    durch    diese 
Transformation  nun  auf  die  Form 

x^  +  a,x'  +  ß,x'  —  4-  («1'  -  ^ciißi)^'  +  <^i  =  0 

gebracht,  welche  sich  in  zwei  quadratische  Factoren 

X  ^  -{-  ~  a^x   +  "■    ^  ^  ^  —  ==  0 

und 


zerlegen  lässt.  Hieraus  findet  man  schliesslich  x  ==  Yx  -{-s.  Die 
Berechnung  der  Grössen  c^u  ß^yiy  ä^  ist  aus  dem  Früheren  (§  217) 
bekannt;  es  sind  nämlich  die  Coefficienten  der  Gleichung  der  Wurzel- 
quadrate der  linear  transformirten  Gleichung. 

§  239.    Reduction  der  biquadratischen  Grleichung  mittels  der  Redu- 
cente (21)1  auf  die  Differenz  zweier  Quadrate  oder  das  Product 
zweier  trinomischer  Factoren. 
Eine  biquadratische  Gleichung,  in  welcher  die  Reducente  (21)  I 
gleich  Null  ist,  lässt  sich  stets  auf  die  Form 
{x^  +  mx'  -f-  tif  —  2)2  =  0 
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bringen  oder  auch  in  das  Product 

{x^  +  mx'  +  [n  +  p\){x'^  +  mx'  -\-  [n  —  p])  =  0 
verwandeln.  Entwickelt  man  dasselbe  nacb  Potenzen  Nonx,  so  resultirt 
x""  +  2mx^  +  {m^  +  2n)x''  +  2mnx'  +  (w^  -  f)  =  0  . 
Vergleicht    man    die  homologen  Glieder  der   beiden  variirten 
Gleichungen,    so     ergeben    sich    daraus    folgende     Bestimmungs- 
gleichungen für  m^  n  und  ji;: 


Hieraus  ergeben  sich  leicht  die  im  vorhergehenden  Paragraphen 
aufgestellten  Formeln.  Man  kann  denselben  eine  etwas  modificirte 
Form  geben,  nämlich 

»'■'  +  I  «ix'  -  I  («r  -  4ft)  ±-l-V{ar-4ß,y-6U,  =  0. 

Die  Function  (a{^  —  "^ßif  —  64  (J^,  welche  hierbei  auftritt,  hat 
noch  eine  bemerkenswerthe  Bedeutung.  Wenn  nämlich  dieselbe  in 
einer  biquadratischen  Gleichung  gleich  Null  wird,  so  verschwindet 
zugleich  die  kubische  Variante  der  Gleichung  ihrer  Quadratwurzeln. 
Hat  die  primäre  Gleichung  also  die  specielle  Form 

^.4  _{_  ax'  +  hx'^  +  CX  +  ^"^^^r^  ==  ^  ^ 
so  hat  die  andere  Gleichung  die  Form 

x^  +  Ax^  +  Bx"^  —  -\  {A^  —  AAB)x-  +  D  =  0  . 


§  240.    Reduction  einer  biquadratischen  Gleichung  durch  Variation 

auf  die  Form 

f^:;+"'";+"Y  -  «^ = o . 

\x  -  -}-  in X    -J-  pj 

Wenn  man  die  Reducente  (21)1  in  die  Coefficienten  der  qua- 
dratisch Variirten  einführt,  so  lässt  sich  die  transformirte  Gleichung 

x^  +  oL^x^  +  ßi^'  +  Ti^'  +  dj  =  0 
stets   auf   eine    der   voranstehenden   analoge    Form   bringen.     Man 
kann   zunächst  n^  willkürlich   annehmen,   z.   B.   gleich  —  1.     Ent- 
wickelt man  die  Substituirte,  so  resultirt  bei  den  Annahmen 
1 
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y 
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Die  Coefficienten  dieser  Gleichung  erfüllen  die  Bedingung 
a^  —  4ai/3^  +  8y^  =  0  und  diese  gibt  nacli  Potenzen  der  Variation 
s  entwickelt,  die  Resolvente  XX.     Die  redacirte  Gleichung  ist 

^/2  + 1  ^^^'  ^  I  [  (2,^  _(.  ^^)  4_  (^^  _  ^^^)  -,/:rT]  =  0 . 

Die  Grössen  y^  und  ^2  herechne  man  aus  den  Relationen 

Vi  +  2/-2  =  2^1  :  «1 , 
?/i'  +  2/2'  =  2  d, ,     

Man  kann  auch  «/i  =  0  und  \^  =  2/1*2/2  setzen.  Die  reducirte 
Gleichung  wird  alsdann 

x'  +  -  a,x   +  TT^^^  =0. 

^  y  2/1  +  y2/2 

Die  Entwicklung  der  substituirten  Function  ergibt 


x"^  +  a^x"^  + 


1  «^2_,_  ^22/,  ?/.  1  ^.2+  ^il^  ^^  _^  _2A  2/^  _  0 , 

4:  ^  '        2/1       -     2/2J  2/1—2/2  2/1     —    2/2 


und  die  Hülfsgrössen  2/1  ^^nd  2/2  bestimmt  man  für  diesen  Fall  aus 
cc,  ^1  «1  y^  ^1 

Endlich    kann    man    auch    noch    annehmen,    es    sei    n  =  y^, 
p  =  y.^  und  iv^  =  1/2 : 2/i  •     Die  Reducirte  lautet  in  dem  Falle 

x^  +  \  cc,x'  +  {y,-\-  Yy.y,  +  2/2)  =  0 . 

Entwickelt  man  wieder  die  substituirte  Function  nach  Poten- 
zen der  variirten  Wurzelgrösse  x' ,  so  resultirt  die  Gleichung 

x'+a,x^+   |«/+2(2/i+2/2)1^'''+«i^2/i+2/2>'+(2/i'+2/i2/2+2/2')=0. 

Die  Bestimmungsgleichungen  für  y^  und  y.^  sind  alsdann  fol- 
gende : 

2/1  +  2/2  =  71  :  ^1 ; 

2/1' +  2/12/2 +  2/2'  =  ^!  • 

Hieraus  findet  man  mit  leichter  Mühe 


2/1 


+/..i/;+..==::-+r-^ 
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§  241.    Anwendung  des  Theorems  von  Ball  auf  diese  Methoden. 
Um  die  Stammgleicliuiig  fix)  =  0  auf  die  Form 
,3  +  „^s^  +  As  -  I K^  -  4«,A)s  +  d,  =  0 
zu  bringen,  setze  man  in  der  Gleichung 

2/*  —  6i?2/'  +  ^Giy  -  (ß^'  -  ^j  =  0 

y  =  ys und  bilde  die  Gleichung  der  Wurzelquadrate.    Ordnet 

man  dieselbe  nach  Potenzen  von  s  und  führt  die  Reducente  (21)  I. 
ein,  so  wird  die  nach  z  geordnete  Resolvente: 

G'h'  +  6BGz'  +  (12^^^  --ü')z  +  2G  =  0. 
Multiplicirt  man  dieselbe  mit  (rund  substituirt  Gs  —  2B=  —  Ij 
so  resultirt  abermals  die  Resolvente  XXX,  nämlich 
f -^e  +  2#==0. 

§  242.    Methode   der  Auflösung  einer  biquadratischen   Gleichung 
durch  die  Bildung  der  Gleichung  ihrer  Quadratwurzeln. 
Diese  Methode  ist   der  in  §    167   für  die  Auflösung  der  ku- 
bischen Gleichungen  entwickelten  ganz  entsprechend.    Bildet   man 
von  der  Gleichung 

y4  ^  At/^Bf-  -\{A'-  iAB)ij  +  fl  =  0, 
welche  sich  in  die  quadratischen  Factoren 

f  +  ^Ay~  l(A'-AB)±^y{A'  -4By  -  64n  =  0. 
zerlegen  lässt,  die  Gleichung  ihrer  Wurzelquadrate: 

y'  -  (Ä'  -  2B)y'  +  ^  (A^  -  AÄ'JB  +  451+  8D)y^ 

—  ^  [Ä\Ä'  —  4Bf  —  128^i>]r  +  D-  =  0 , 
oder  kurz 

SO  findet  für  diese  Gleichung  die  Beziehung 
(cc'  -  4/3/  -64:0  =  0 
statt.     Bildet  man  demnach  von  der  Stammgleichung 

x^  +  ax^  +  hx^  -^cx  +  d  =  0 
die  Variirte  und  setzt  die  vorstehende  Gleichung  in  die  Coefficienten 
ein,  so  wird 

a,.'^  +  „a.-"  +  ßx-'  +  yx'  +  ^^^-^  =  0, 
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und  die  Resolvente  ist  die  lineare 

{a'  —  4ah  +  Sc),z  -  J-  (a*  -  8 a'^h  +  IGh' —  Md)  =  0 . 

Um  die  vorhergehende  Gleichung  in  x'  aufzulösen,  bilde  man  die 
Gleichung  ihrer  Quadratwurzeln,  welche  die  Form 

,f  +  Af  +  Bf'  -  I  {A'  -  4AB)y  +  7)  =  0 
hat.  Die  Coefficienten  berechne  man  aus  den  Bestimmungsgleichungen 

Eliminirt  man  aus  der  zweiten  dieser  drei  Gleichungen  B 
mit  Anwendung  der  ersten,  so  resultirt  die  nach  Potenzen  von 
Ä  geordnete  kubische  Resolvente 

^6  _|_  4,aÄ^  +  4(3^2  -  Sß)Ä'"  +  S{a^  -  4a/3  +  8;^)  =  0. 
Die  Gleichung  in  B  ist  ebenfalls  vom  dritten  Grade,  nämlich 

j^3  _|_  1  aB'  +  |-(7«2  —  ?j2ß)B  —  y  («^  —  G4y)  =  0 . 

B  lässt  sich  natürlich  berechnen  mittels  der  ersten  Bestimmungs- 
gleichung, wenn  ein  Werth  von  Ä  bekannt  ist.  Aus  y  berechnet 
man  i^' und  mittels  <^  auch  ri;,  wobei  zu  bedenken  bleibt,  dass  auch 
hier  wie  bei  den  Variationen  höherer  Ordnung  fremde  Lösungen 
auftreten.  Es  wird  deshalb  weiter  noch  eine  Prüfung  anzustellen 
sein,  ob  man  einen  wahren  Wurzelwerth  gefunden  hat  oder  nicht. 
Die  kubischen  Resolventen  können  ebenfalls  auf  die  bekannte 
Form  2  z/  =  0  gebracht  werden.  Bildet  man  nämlich  von  der 
ersten  Resolvente  die  Gleichung  ihrer  Wurzelpro d acte 
z'+4:{3a^—8ß)z^+32a{a'''~4aß-{-Sy)z'-\-e)4(a^~4aß-}-8rf==0 
und  substituirt 

^2_32g_±(3«'^-8/3), 

so  erhält  man  die  der  Resolvente  XXX.  entsprechende  Form 

§  243.    Methode  der  Transformation  durcli  Einführung  der  Redu- 
cente  (30)  in  die  quadratisch  variirte  Stammgleichung. 
Bildet  man  von  einer  vorgelegten  allgemeinen  biquadratischen 
Gleichung  die   Gleichung  der   Wurzelquadrate    der   Variirten    und 


i 
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setzt  ihre  Discriminante  gleich  Null,  so  erhält  man  durch  Ent- 
wickelung  derselben  nach  Potenzen  der  Variation  z  die  Gleichung 
der  arithmetischen  Mittel  XXIV.  Diese  ist  zwar  vom  sechsten 
Grade,  lässt  sich  jedoch  nach  §  234  auf  die  einfache  Form 
(6^2  +  3a0  +  hf  -  9 #(6^-2  _j_  3^.  +  5)  +  54^  =  0 
reduciren.  Daraus  berechnet  man  zunächst  ^.  Um  x  zu  finden, 
bedarf  es  nur  noch  der  Bestimmung  von  x'  aus  den  beiden  Gleichungen 

x"^  +  a^x^  +  ß^x"-  +  y,x'  -{-  d,  =  0 
und 

4x^  +  ^a^x'  +  2ß,x'  +  y^  =  0. 

§  244.    Methode  der  Transformation  durch  Einführung  der  Redu- 
cente  (31)  in  die  Gleichung  der  Wurzelquadrate  der  Variirten. 

Wenn  man    die    vorgelegte    Gleichung  f(x)  =  0  quadratisch 
variirt,  indem  gesetzt  wird  (x  —  z)-  =  x\  so  erhält  man 
x""  +  a,x^  +  ß,x'  +  y,x'  +  d,  ==  0. 

Setzt  man  die  kubische  Invariante  ^u  dieser  Gleichung  gleich 
Null  und  ordnet  sie  nach  Potenzen  von  ^,  so  resultirt  die  Resol- 
vente XXXIL ,  nämlich 

432^  (^4/^  +  2a2  +  ^  hY  -  288^'  Uz'  +  2az  +  -|-  bY 
+  4  .  432^^  Uz'  +  2az  +  f  ^)  +  1-^8^^  —  8  .  864^^^  =  0. 

9 

Substituirt  man  Az'  +  2az  -{-  ~  h  =  27]^  so  lässt  sich  die 
"Gleichung  umformen  in 

Hieraus  berechnet  man  ?^  und  z.  Um  x'  zu  finden,  gehe  man 
aus  von  dem  Producte 

(x'  +  2ux'  +  UV  +p)  (x'-  +  2vx+  HC  —  j>)  =  0. 
Entwickelt  man  nach  Potenzen  von  a;',  so  erhält  man 
f  x''+2(u+v)x^+6tivx''+[2tw(^i+v)+2p(y—i(?ßx+(i(^v'-^ 

Durch  Vergleichung  der  homologen  Coefficienten  erhält  man 


u  +  v  =  ~  cc„      UV  =  y  A,     p  =  y  l/A^-36d, 
u  und  V  sind  demnach  die  Wurzeln  der  Gleichung 


1  I       1      3  /^ 
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und  X    wird  berechnet  aus 

Die    vier   Wurzeln    dieser    Gleichung   repräsentiren    vier   har- 
monische Puncte : 

—  i{j  —  '^u^  —  HjV  —  j)  j     —  V  ^-  yv^  —  UV  -\-  p , 

—  u  -\-  Yu"^  —  UV  —  p y     —  V  -\-  Yv^  —  UV  -\-  Pf 
denn  es  ist 


ti  —  v-\-yu'^  —  uv-{-p  —  y«;''*  —  uv-\-p u—v-j-yv^'^ — uv-\-p  -\-yu'^—uv — p 

—  {u— v)-\-yu^ — UV — p-{-yv'^ — uv-fj)    u  -v-\-yv^ — uv-\-p—yii^ — uv — p 

Diese  Ausdrücke  lassen  sich  auf  folgende  Art  herleiten.    Es  sei 
{x^  +  2ux  +  y)  {x^  +  2vx  +  ^)  ==  0, 
also  die  Wurzeln 

Xy  und  a:o  =  —  u  +  ]/?<"  —  y , 
-  rr^  und  x^^  =  —  v~-\-  Yv'^  —  ^  • 

Diese  Wurzeln  haben  folgende  drei  Bedingungen  zu  erfüllen: 


X^           X'jj 

^  X^    --  Xj^ 

-  1 , 

X^            ^2 

Xq  —  x^ 

x^       x^ 

^2            ^3 

^  x^  —  x^ 
x^  —  x^ 

2, 

iCg                    Xi 

_    Xr^     X^ 

1 

Setzt  man  die  Werthe  für  x^^ ,  X2,  x^,  x^  in  diese  Ausdrücke 
ein,  so  erhält  man  jedesmal  die  Bestimmungsgleichung 

?/  +  ^  =  2uv  ^ 
folglich  ist 

y  =  uv -{- p ,    s  =  uv — p. 

§  245.    Verallgemeinerung  der  Euler'schen  Methode  nach  Lagrange. 
Gegeben  sei  die  vollständige  Gleichung 

x'^  +  ax^  +  Ix^  -\-  CX  +  d  =  0  . 
Man  setze 

wo  z^,  S2,  ^3  die  Wurzeln  der  kubischen  Resolvente 

^'  +  fz''  +  gs  +  h  =  0 


§  245.     Methode  von  Lagrange.  663 

bedeuten.    Die  substituirte  Function    werde   beiderseits   zum  Qua- 
drat erhoben,  also 

oder 

Erhebt    man    auch    diese   Gleichung  zum   Quadrat,    so   erhält 
man  unter  Berücksichtigung  der  Relationen 

:  ;^4  ^  ^^3  _j_  i.  (^3^2  _|_  iß^)^2  ^  J_(^3  _|_  16a/ _  128  y^^)  x 

+  ^((^'  +  o2a'f+  256/--  -  1024^  -  512«]/:^,)  =  0. 

Vergleicht  man  die  homologen    Coefficienten   dieser  und  der 
vorgelegten  Gleichung,  so  resultiren  die  Bestimmungsgleichungen: 


I 


/•=— ^  (3fr-86),    </  =  ji,(3ß*-lG(T-'6+16ac+16&--64rf), 
h^-^^ia^-Uh  +  Scf. 

Dies  führt  uns   also   auf  die  Resolvente  XVII,   welche  durch 
die  Substitution 

auf  die  Normalform  XXX.  gebracht  wird. 
Die  gesuchten  Wurzelwerthe  sind  nun 

a^i,  und  :ro  =  —  y  rt  +  ]/^i  +  (Yz,  +  Y^.^ , 
^3   und  j:^  =  —  -~a  -  Y^i  ±  (l/^>  -  V^s) ; 


]/  —  /i  =  y^i ^2 %  =  ~~  ^  ("^  —  'iah  -\-  Sc)  positiv  ist ; 
dagegen 

x^   und  a;,  ==  -  ^  rt  —  y^i  =F  (V'^2  +  Y^s) , 

^-3   und  o:,  ==  —  ^  «  +  Yh   H-(l/^2  -  y^) , 
wenn 

Y^i^2^3  =  ~  ^  C^'  ~  ^^^  +  8c)  negativ  ist. 
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-     .  §  246.   Methode  von  Grrunert*). 

Zwischen  den  vier  Grössen  t,  tt,  v,  iv  findet  folgende  identische 
Gleichung  statt^  wobei  der  Kürze  wegen  t-\-ii-\-v-\-iv==s  ge- 
setzt ist: 

5.4  -4^5^+  2(3  f—  u^-^v"^  -  iv~)  §2-4  [2uviv  +  t{f--  %^-  v"-  w')'\ii 
+  \t^  —  2^^(«f2  +  v'  +  lü^)  +  ^i^viüt  —  Mxi'v'  +  v'iü'  +  whi') 
+  iii'  +  v'  +  vff\  ==  0 . 

Gegeben  sei  nun  die  Gleichung 

x"^  +  ^^'  +  ^^^  +  c^  +  f^  =  0  • 
Man  nehme  an,  es  sei 

X  ==  s  =  t  -\-  U  -\-  V  -\-  IV 
und 

'  ^  4i^  +  a  =  0, 

so  ist  offenbar 


^t2^2^^2_^^_^^^_(^3_4^^^g^)2^ 


Aus  der  Beziehung 

4  [2wt"i^   +    J^(^'^   —    %i'   -    '^2  ___  ^2^)-|   _,   __  ^ 


folgt  noch 


uviv  =  —  ji"  (ö^^  —  4ö^?^  -f  Sc) 


Nun  ist  klar,   dass  ii^  v^  iv  die  drei  Wurzeln  der  Resolvente  XV: 


16 


sind   und  dass   im  Uebrigen   diese  Auflösungsmethode  so  ziemlich 
genau  mit  der  vorigen  übereinstimmt. 


>=)  Grunert's  Arch.  XL.  394.  1863. 
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§  247.   Methode  der  Auflösung  durch  die  Bildung  der  Gleichung 
der  Wurzelquadrate  der  substituirten  Function*). 

In  §  209  ist  eine  sinni-eiclie  Methode  initgetheilt  worden,  welche 
Hulbe  anwandte,  um  die  unvollständige  biquadratische  Gleichung 
aufzulösen.  Dieselbe  lässt  sich  in  folgender  Weise  verallgemeinem. 
Man  substituire 


t 


«^+(a;  +  |«).'^+i..'  +  <Z  =  0, 


und  bilde  hiervon  die  Gleichung  der  Wurzelquadrate.  Man  erhält 
nach  den  bekannten  Regeln 

,.«  -\(x  +  ^  aj  -  2ij]  «'  +  ^1^  -2(x  +  I  a)  qy-q^  =  0, 
oder  kurz 

Hieraus  folgen  die  Bestimmungsgleichungen 

P  =  Y  [(^  +  T  ^)"  +  ^"]  ' 
p^  —  2(2  (x  +  ^  aj  =(j,     (f  f=  —  /^. 

Eliminirt  man  p  und  q  aus  diesen  Gleichungen  und  ordnet  die 
Resultante  nach  Potenzen  von  x,  so  findet  man 

x'  +  ax^  +  ^  (3«^  +  K^f)x''  -f.  -L  (a^  +  16«/—  128  Y^^i) x 

+  ^!g  (rt^  +  32a- f+  2m f  —  1024 f/  —  512a  V'^h)  =0. 

Vergleicht  man  die  homologen  Coefficienten  dieser  und  der  vorge- 
legten Gleichung,  so  resultiren  daraus  die  drei  Bestimmungs- 
gleichungen von  fyO,  h  und  damit  Avieder  die  Resolvente  XVH. 
von  Lagrange. 

§  248.    Methode  von  Cayley,  Hesse,  Hermite,  Aronhold  und 

Lebesgue**). 

Man  gehe  aus  von  der  reducirten  Form  der  Gleichung 
y'  -  GBy'  +  -iGy  -  (32>*^'  -  ^)  =  0, 


*)  Grunert'ß  Archiv  XLV.    415.    1866. 

**)  Crelle's  Journal  LIL  1856.   Nouv.  ann.  de  math.  par  Terquem  XVJI. 
389.    1858. 
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und  substituire 

y  =  yj0~+~C  +  yj^T+C  +  VA^.,  +  C  ==u  +  v  +  w. 
Es  seien  ^^ ,  ^2 ;  ^3  ^^®  Wurzeln  der  Resolvente     ' 

<s'  +  Qs  -  B  =  0. 
Zur  Bestimmung  der  Grössen  Ä  und  C  hat  man  nun 

^1  +^2  +  ^3  =  0, 

y  =  u  -\-  V  -\-  IV , 
y^  —  3(7=  2(mv  +  '^*^  +  ^'^^")  • 
Quadrirt  man  abermals,  so  resultirt 

/  -  6O2/'  +  9(7^  =  4(^^2^2  _|_  ^^2^2  _j_  ^2 ^^.2)  _j_  8^^'^;^(;^  ^ 

oder,  indem  man  die  Werthe  von  ^t^,  t?^,  e{;^  einsetzt, 

^^  —  6(7^2  -  Suvzuy  —  (3(7^  +  4^^e)  =  0. 
Vergleicht  man  diese  mit  der  angenommenen  Form,  so  erkennt  man, 
dass  C=B  und  4Ä'Q  =  -  ^  ist. 
Es  ist  nun  weiter 

uvtv  =  yÄU{  +  Ä'BQ  +  B'  ==  —  ^G^ 
folglich 

Ä'B  —  ^B^  +  B'  =  ~G', 
41  4.        ' 

oder 

4B'  —  G'-B^  =  ^  =  —  4Ä'R. 
Daraus  folgt 

^^  —  T-T'  ^  +  7-T3  =  0 . 

Setzt  man  2Äz  =  S,  so  erhält  man  wieder  die  Resolvente  XXX, 
und  beachtet  man,  dass  C=  V^,  G==V^  ist,  so  gelangt  man  zu  den 
exacten  Wurzelformen  der  vollständigen  biquadratischen  Gleichung, 
nämlich : 

x^  und  X2  = 

/  o    '^^ iZIIIZZZZZZZZIZZII  q 
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I 


x.^  und  a?4  = 


Die  Vorzeichen  der  vorderen  Radicale  gelten  nur,  wenn  die  kubische 

Variante  ^^3  =  ^  (^^  —  4«?)  +  8  c)  negativ  ist,  wodurch  die  Be- 
dingung 

]/n + i?i  •  yv. + 4  ?.  •  yy. + Y& =-  Y  n 

erfüllt  wird.    Ist   dagegen   F.    positiv,    so   sind  von   sämmtlichen 
Vorzeichen  der  vorderen  Radicale  die  entgegengesetzten  zu  nehmen. 

§  249.    Die  Methode  der  falschen  Substitutionen*). 
Es  sei  gegeben  die  vollständige  Gleichung 

fix)  =  x^^  ax'  +  hx~  -{-cx  +  d  =  0. 
Siud  z^  und  ^g  zwei  Substitutionen  für  die  Unbekannte,  welche  den 
beiden  Gleichungen 

4.-,^,(.-,  +  g.^  +  „[{z,  +  zj  +  ^z,z,]  +  2hiz,  +  z,)  +  2c  =  0, 
2a.-,'0,'  +  2bg,g,(z,  +  z.;)  +  c[ig,  +  g,y  +  2z,g.^+4d{z,  +  z.;)  =  0 
genügen  und 

/■(--.)  =  -'.*  +  "-?/  +  hsr  +  <;-^:  +  ''  =  To 

/(-'.)  =  ^/  +  «^/  +  &«/  +    C«2   +    rf  =  9. 

die  Pelller  der  Gleichung;   ausserdem  0^  und  0^  die  Wurzeln  der 

Gleichung 

fig,)u'  +  3i(g,  -  gj'ir  +  /•(«,)  =  0, 
so  ist 

^  =  -^ ^r-^  ' 

^1    ^2 

Um  dies  zu  beweisen,  nehmen  wir  an,  es  sei 


X  —  z,  z,  —  z.,u 


X  —  z.,  -  7      -  1  —  u 


*)  Man  vergl.  §  161. 
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Wird  der  Wertli  für  x  in  die  vorgelegte  Gleichung  eingesetzt  und 
das  Polynom  nach  Potenzen  von  u  geordnet,  so  resultirt 

+  («^i^  +  26^i-  +  3c^i  +  4t^)]w  +  (^iH«^i^  +  ?>^i2_j_^^^_|.^)_Q^ 

Diese  Gleichung  lässt  sich  auf  eine  quadratische  reduciren,  indem 
man  das  zweite  und  vierte  Glied  gleich  Null  setzt,  also 

{\zi  +  3a^/  +  22»  ^2  +  c)^i  +  (^^2'  +  26^.'  +  ^c^^  +  4^0  =  0, 
\\z^  +  3a^/  +  2&^i  +  c>2  +  \cLh^  +  2&^i2  +  Zcz^  +  4^)  =  0 . 

Subtrahirt  man  beide  Gleichungen  von  einander  und  dividirt  durch 
^2  —  ^1 ;  so  erhält  man 

I.    ^ZAiz,  +  «2)  +  «  [(^>  +  ^.)-  +  2ä,#J  +  26(«.  +  «,)  +  2c  =  0. 
Multiplicirt  man  die  erste  mit  b-^  ^  die  zweite  mit  <02^  und  sub- 
trahirt beide   von   einander,    so  lässt  sich  die  Differenz   ebenfalls 
durch  ^2  —  "^1  dividiren  und  man  erhält 

IL  2a^,V  +  2&^i^2(^i  +  ^2)  +  4(^i+^2)'+2^i^2]  +  4^(^i+^2)  =  0. 
Aus  I.  folgt  weiter 

TTT       .  o>    —         1  «(^1  +  ^2)'  +  26  (^1  +  ^,)  +  2c 

lii.    ^,^2  —  -  2  "-  "      2(^rT^H:rtt 
Multiplicirt  man  I.   mit  z^z.^  und   subtrahirt  IL,   so  resultirt 
IV.     z,  +  ^J  ==  -  4  "lIIj^  . 

Substituirt  man  diesen  Werth  in  die  vorhergehende  Gleichung, 
bezeichnet  z^z.^  kurz  mit  it  und  entwickelt  nach  Potenzen  von  :r, 
so  erhält  man  die  Resolvente  XXL: 

{a^  —  Aiab  +  8c)7r-'^  —  (a^c  +  8«f?  —  A})6)%^  —  (ac'^  —  4a6f?+  8cd)7i; 
+  (c^  —  4&c^?  +  8ad^)  =  0 . 
Hieraus  kann  z^Z2  und  mittels  der  Relation 

^     '      ^  a^i  Z^  —  c 

jedes  zusammengehörige  Paar  von  Werthen  berechnet  werden. 
Es  lassen  sich  aber  noch  zwei  andere  kubische  Resolventen  bilden 
und  zwar  in  ^^  +  ^2  ^^^  i^  ^  allein.  Die  erstere  erhält  man,  wenn 
man  ^^  Z2  aus  III.  in  IV.  substituirt  und  entwickelt.  Man  erhält 
auf  diese  Weise  die  Resolvente  XXII: 
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(«3  „  4,,j  _j_  g^)  (±y  ^  (^2j  _p  2ac  -  46-^  +  16fZ)(|y 

+  (a^c  —  4&C  +  Sad)  l^\  +  {ahl  -  c^)  =  0 . 

Um  die  Gleichung  in  z  allein  zu  erhalten,  gehe  man  aus  von 
der  quadratischen 

^'  —   (-^1    +   %)  ^  +  '^l-2'2   =  0. 

Setzt  man  den  Werth  von  z^  +  z.^  ein,  so  erhält  man 

^2  +  4  -'^^^=-^  ^  +  ;r  =  0  , 
^        an  —  c       ^  ' 

und  nach  Potenzen  von  it  geordnet 

{Az  +  a)7i''  +  (a/^  -  c-)>t:  —  {r-z  +  4f7j^  =  0. 

Wenn  man  aus  dieser  und  der  Resolvente  XXI.  die  Grösse  n 
eliminirt,  so  erhält  man  die  Resolvente  XXXI.: 

welches  hekanntlich  die  Form  der  bikubischen  Covariante  ist. 

Es  bleibt  noch  übrig,  die  Gleichung  in  u  zu  formiren.  Das 
mittelste  Glied  ist  nach  §  227,  5  gleich 

+    Ki^+  l^^  +  ^O 
Die  reducirte  Gleichung  nimmt  demnach  die  Form  an: 

fiz.^u'  +  H{^,  -  ,.:fu' + f{,,)  =  0 . 

Diese  Methode  steht  im  innern  Zusammenhange  mit  der  Me- 
thode von  Mallet  (§  218).  Die  vollständige  Gleichung  in  u  lässt 
sich  durch  die  Reducente  a^d  —  y^  =  0  nicht  auf  die  reciproke 
Form  bringen,  weil  dies  auf  die  Relation  z^  =  z^  führen  würde. 
Sobald  aber  das  zweite  und  vierte  Glied  gleich  Null  gesetzt  sind, 
die  Gleichung  also  auf  die  kanonische  Form 

11^  +  Au-  +  J5  =  0 
gebracht  ist,  so  wird  diese  reciprok,  wenn  man  annimmt 

m-\-  y 


=  -ol{z,-z.;f. 


u  = 
m 
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Dies  gibt  nämlicli 

Sind  0^  und  0^  ^i^  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

^^  —  (^1  +  ^2)^  +  ^1^2  =  0 
und  0  die  Wurzel  der  Resolvente  von  Hallet,  so  ist  0^  -{-  02==  ^^, 
und  nach  dem  Vorhergehenden 

v'  —  20v  —  ^  as  +  \  yöF^'+YcT+'TÖd  =  0 , 
oder 

folglich 

V  =  0  ±^0^  -^  a0'  +  h0'  +  C0  +  d  =  0  ±  Yl' 
Dadurch  wird 

1  —  u  ^      Y     a     1  —u 

Bildet  man  also  die  Variirte  von  fix)  =  0,  und  setzt 

X   =  X  —  0  =  I/  —  •  — —z, 

Y    a.      u  —  1 ' 

ordnet  nach  Potenzen  von  w,  so  vt^ird  die  Gleichung  von  der  Form 

%""  +  Au^  -\-B  =  0, 
und  zwar,  wie  in  §  219  und  §  225  gezeigt  ist, 

4         ,.  a(3—  6y  „     1     «l?  +  2y  —  2a  l/^         ^ 

ir  —  2 — — r=  ?r  +  -'--' — -—.  =  0 . 

(v|3  +  2y  +  2ayay  a^  +  2  y  +  2a"|/o:  y 

§   250.    Methode   der   Substitution   quadratischer  Functionen    der 

Unbekannten  mit  Anwendung  der  Eliminationsmethode  von  Euler, 

Lacroix  und  Poisson. 

Das  folgende  Verfahren  ist  bereits  in  §  170  auf  die  Auflösung 
kubischer  Gleichungen  angewendet  worden.    Gegeben  sei 
f[x)  ==  ^'^  +  ax^  +  hx'  +  CX  +  d  =  0. 
Man  substituire 

x^  -\-  vx  -\-  u  =  0  j 
und   suche    die   Finalgleichung  in  u.     Zu  dem   Zwecke   setze   man 
nach  einander  die  beiden  Wurzeln  x^  und   x^   der  Substituirteu  in 
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f{x)   ein  und  mnltiplicire   die   Polynome  f{x^  und  f{x.^,.    Daraus 
resultirt  wegen  x^x.^  =  u: 

u^  +  a{S,  +  a)  u^  +  h{S.,  +  aS,  +  l)n''-  +  c{S^  ^aS.,  +  hS,-{-  c)u 
+  d{S,  +  aS^  +  hS.,  +  cS,  +  d)  =  0. 
Nun  ist 

Demnach  ist  die  transformirte  Gleichung 

u^^[a,'-{a^  -  2h)\u^+  [ftt^^-  (a&  -  3c)v+  {h^  -  2ac  +  2ä)-\iv' 
-  [cv^  —  (ac  —  U)v'  +  (6c  —  ^ad)v  -  (c^  —  2&f7)]n 
+  d{v^  —  av''  +  hu'^  -cv  +  d)  =  0. 

Führt  man  die  Reducente  (21)  I.  in  die  Coefficienten  ein,  so 
erhält  man  die  Resolvente  XX.  Die  Gleichung  in  u  lässt  sich 
dann  transformiren  in  die  Form 

,/  +  Af  +  B  =  0, 

wenn  man  annimmt   u  =  y  -\-  —-  (av  —  a-  -\-  2  h)  . 

§251.    Dieselbe  Auflösung  mit  Anwendung  einer  andern  Elimina- 
tionsmethode  mittels  symmetrischer  Functionen. 

Es  werde  wie  vorhin  die  quadratische  Function 
x^  +  vx  -\-  u  =  0 
eingeführt.    Betrachtet  man  v  als   constant    und   n    als    abhängig 
variabel,  so  gelten  folgende  Gleichungen: 

Z{h)   ==  —  vS,  -  S.,  =  av  -  a'  +  2h , 

2:{n^)  =  v'^S,,  +  2vS,  +  S^  =  («.2  -  2hy^  -  2{a^  —  3ah  +  3c)v 

+  («^  -  4a'^h  +  4ac  +  2h^  —  4d), 
Ziu^)  =  -  v^S,  —  3v'S^  —  3vS,  —  Sq  =  (a^  —  ?>ah  +  3c)t;^ 
.    —  ^a""  —  Aa^h  +  Aac  +  2h~  —  Ad)v^ 

+  3(fl5  -  ba^h  +  ba¥  +  ba^c  -  bad  —  bhc)v 

Z{u'')  =  {a'  —  Aa'-h  +  Aac  +  2h^  -  Ad)v'^ 

—  A{a^  —  baH)  -\-  baW  -\-  bare  —  bad —  bhc)v^  -\ 

Mittels  dieser  Gleichungen  lässt  sich  die  Transformirte 
n^  +  au^  +  ßu'^  ^yu-\-  8  =  0 

in  exacter  Form  darstellen.    Um  dies  zu  bewerkstelligen,  beachte 
man  die  Newton'schen  Gleichungen 
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U^ti)   =  —  a, 

2;(V)  =  —  a^  +  3aß  —  3y , 
2;(i/)  =        a^  —  Aa'-ß  +  4ay  +  2/3^  —  4  d  . 
Diese  Gleichungen  führen  nacheinander  auf  die  unbestimmten 
Coefficienten  a^  ß,  y,  ö  und   schliesslich   auf  die   Gleichung  in  tt, 
welche  wir  bereits  im  vorhergehenden  Paragraphen  kennen  gelernt 
haben.    Ordnen  wir  dieselbe  nach  Potenzen  von  v^  also 

dv^  —  (cu  -\-  ad)v^  +  \hu^  +  {ac  —  4,d)u  +  'bd]v^ 
—  [aii^  +  (<^^  —  ?>c)ii^  +  (hc  -^  ?>ad)u  +  ccT\v  ' 

niultipliciren  dieselbe  mit  d^  und  führen  die  Reducente  (21)  I.  in 
die  Coefficienten  ein,  so  gelangt  man  zur  Resolvente  XXL  in  fol- 
gender Form: 

(a^  —  4ah  +  8c)  f^Y  -  {a'c  -  46c  +  8ad)  f-^ 

-  (ac^  —  4ahd  +  Scd)  ß\  +  (c^  —  Ucd  +  Sad")  -=  0 . 

-    §  252.    Reduction  der  biquadratischen  Gleichung  mittels  der 
Eliminationsmethode  von  Sylvester  und  Hesse. 

Die  Substituirte  sei  wiederum  x^-{-vx-\-u  =  0^  oder  etwas 
allgemeiner 

x^-{-vx-\-w  —  y  =  0. 
Es  werde  die  Gleichung  in  y  formirt  nach  dem  in  §§  42,  44,  172 
beschriebenen  Verfahren,  indem   man  folgendes   System  von  line- 
aren Gleichungen  bildet: 

of^  +  (f''^^  +  ^^^^  +  ^^'^  -\-  dx  =  0 ^ 
x^  +  ax^  +  hj^  +  eoty^  +  dor  =  0, 

x^  +  '^^'^  ~h  ^''^'  ^^  ^^? 
x:^  +  vxr"  +  '^lor  =  ^? 

xy'  -{-  vx'^  -\-  ux^  =  0, 

X*'  -|-  '^'^''  -\-  tix^  ==0. 

Es  muss  nun  die  Determinante  dieses  Systems  verschwinden. 
Man  kann  dasselbe  aber  noch  reduciren.  Setzt  man  x  =  x^y  x^  =  x.^j 
x^  =  x.^,  x'^  =  x^^,  x^  =  Xr^y  ^*^  =  iT^j,  eliminirt  x^^,  Xr,  und  x^^  so 
erhält  man  folgendes  System: 
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(v-  —  av  +  2?f  +  V)x^  —  {au  —  c)x-^  —     (ir  —  d)x.2  =  0, 

Xj^  +  vx^  +  ux.^  =  0, 

{vu  —  au)x^  +  (?r  —  hu  -j-  d)x.^  —  (ch  —  dv)x.,  =  0. 

Bildet  man  hiervon  die  Determinante,   so   erhält  man  als  Fi- 
nalgleichung die  frühere  Gleichung  in  ii: 
i('  -  [a(v  -a)  +  2h]u'^  +  [h(v''  —  av  +  h)  +  3cv  -  '2ac  +  2d]tr 

-  [c(v^  —  air  +  hv  —  c)  +  d{4:V^  —  3ar)  +  2hd]u 
+  f?(r*  —  av'^  +  hv^  —  cv  +  d)  =  0. 

Dieselbe  lässt  sich  in  der  oben  vorgeschlagenen  Weise  ver- 
allgemeinern, indem  man  ti  =  tv  —  y  substituirt  und  nach  Poten- 
zen von  y  entwickelt,  wie  folgt: 

y*  —  [Aw  —  a(v  —  a)  —  2h]y^ 

-f  [(jiv-~3(av-a^  +  2h)w  +  h(v'--av  +  h)+-^cv-2ac  +  2d]y- 

-  [4w'-3(av-a'-+2h)iü'-+2[b(v-—av+h)+^cv-2ac+2d]n' 

-  {cv^  —  av'^  +  hv  —  c)  +  fZ(4r-  —  3«r  +  2b)  ]  ]y 

+  lw^—(av~a^-{-2h)w^+  {h{v--  av  +  h)  +  3cv  —  2ac-\-2d]w- 

-  [c(v^  -  av''  -\-hv  -  c)  +  d{Av'^  -  3ar  +  2h)  ]  iv 
+  diy''  —  av^  -f  hv'^  -  er  +  d)]==0. 

Diese  Gleichung  nimmt  die  kanonische  Form 

/  +  Aj/  +  B  =  0 

au,  wenn  man  den  zweiten  und  den  vierten  Coefficienten    gleich 

Null  setzt.  Eliminirt  man  aus  diesen  beiden  Bestimmungsgleichungen 

für  V  und  w  die  letztere  Grösse,  so  erhält  man  die  Resolvente  XX. 

1     c 
Ist   a  =  0   und   wird  v  =  —  ^  ~~  g®^^^^'^?   so  o^^t  dieselbe 

über  in  die  Resolvpnte  von  Cartesius  und  Euler. 

§  253.    Transformation  der  Gleichung  in  eine  andere,  in  welcher 

drei  Zwischenglieder   fehlen,  nach  Tschirnhausen,   Lagrange, 

Jerrard  und  Hermite. 

In  §  51  ist  das  Theorem  bewiesen  worden,  dass  man  durch 
Substitution  einer  algebraischen  Function  im  Stande  ist,  das  zweite, 
dritte  und  vierte  Glied  einer  biquadratischen  Gleichung  zum  Ver- 
schwinden zu  bringen  und  dass  es  hierzu  nur  der  Auflösung  einer 
kubischen  Resolvente  bedarf.    Substituiren  wir  nämlich 

tx^  +  vx^  -}-  nx  +  (iv  —  y)  =  0, 
so  wird  die  Determinante 

Mattbiessen,  Gnmdzüge  d.  ant.  u.  mod.  Algebra.  43 
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Dieselbe  lässt  sich  abkürzen  in  eine  andere  von  25  Elementen. 
Setzt  man  der  kürzern  Bezeichnung  wegen  vorläufig  tv  ~  y  =  s  j 
so  kann  man  schreiben: 

0  s        (as  —  dt)  (hs  —  dv)  (es — 

lade  d 

(at—v)  (ht—u)    (ct  —  s)        dt  0  =0 

0  t  V  u  s 

t  V  u  s  0 

Diese  Resultante  der  substituirten  Function  und  f(x)  =  0  ist  nun 
eine  homogene  Function  der  Grössen  ty  v  y  u,  s  vom  vierten  Grade. 
Setzt  man  wieder  s  =  tv  —  y  und  ordnet  die  Resultante  nach  Po- 
tenzen von  y,  so  entsteht  die  Gleichung 

y'  +  ccy'  +  ßy'  +  ry  +  ö  =  0 
worin  a  eine  homogene  Function   der   drei  Unbestimmten  u,  v,  tv 
vom  ersten  Grade ^  ß  eine  solche  vom  zweiten,  y  vom  dritten  Gjade 
ist;  also  etwa 

a  =  Äiv  +  Bv  +  Cu  +  Dt, 

ß  =  Etv^  +  Fv'  +  Gu'  +  Hf  +  Itvv  +  Ktvn  +  Ltvt 
+  3fvu  +  Nvt+  Out. 
Die    binäre   Form  ß    lässt    sich    nach  der  Eigenschaft  homogener 
quadratischer  Functionen  in  die  Summe  der  Quadrate  von  vier  linearen 
Functionen  zerlegen,  also  in 

ß  =  (A^tü  +  B,v  +  C,u  +  Djy  +  (Ä,tv  +  B,v  -f  C.uf 

+  (Ä,tv  +  B,vy  +  {Ä,tvy, 

Lässt  man  nun  die  drei  mittleren  Glieder  a,  ß,  y  verschwinden, 
so  kann  man   die  Gleichung  für  ß  zerlegen  in  die  beiden  andern 

A^tv  +  B^v  +  C,u  +  B^t  =  {A^tv  +  B^v  +  C.,ii)  V^^ , 

A^tv  +  Br^v  ==    A,^tv  y —  1 . 

Eliminirt  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  und  der  ersten  Gleichung 
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«  =  0  drei  der  Grössen  WjVyUytj  so  behält  man  noch  eine 
Gleichung  mit  zweien,  welche  sich,  weil  linear,  in  ;^  =  0  substi- 
tuiren  lassen,  ohne  die  Gleichung  über  ihren  dritten  Grad  zu  er- 
höhen.   Die  Resolvente  ist  demnach  eine  kubische  und  die  Reducirte 

Hieraus  bestimmt  man  y  und  mittels  der  Reducente  t,üyV,w, 
Die  gesuchte  Wurzel  hat  alsdann  den  Werth 

P^Qy  +  Ry^ 

welcher  durch  die  Bestimmung  des  grössten  gemeinschaftlichen 
Divisors  der  beiden  Polynome 

x^  4"  ^^  +  ^^^  -\-  ex  -\-  d  =  0 , 

tx^  +  vx-  +  nx  +  i'iv  —  y)  =  0 
gewonnen  wird. 

§  254.    Die  italienische  Methode  verallgemeinert  von  Simpson*). 

Die  Methode  von  Ferrari,  auch  die  italienische  Methode  ge- 
nannt, setzt  die  Wegschaffung  des  zweiten  Gliedes  voraus.  Simpson, 
Lagrange  und  Euler  haben  sie  für  die  vollständige  Gleichung 
verallgemeinert. 

Das  Princip  derselben  besteht  in  der  Substitution  einer  biqua- 
dratischen Function  der  Unbekannten,  welche  sich  in  die  Differenz 
zweier  Quadrate  oder  in  das  Product  zweier  trinomischen  Factoren 
verwandeln  lässt.    Ist  die  vorgelegte  Gleichung 

x^  -\-  ax^  -{-  hx~  -\-  ex  -[-  d  =  0 , 
so  nehme  man  an,   das  Polyncfin   lasse  sich   durch   eine   geeignete 
Bestimmung  anderer  Hülfsgrössen  z ,  q  und  r  auf  die  Form 

(x^  +  ^(^x  +  zX  —  {qx  +  r)-  =  0 
reduciren.    Entwickelt  man  diesen  Ausdruck  in 
x^  _|-  ax'  +  (j  «-  +  2z-  q'\x'  +  (^^  -  ^^''^^  +  (^"'  ~  '*')  =  ^> 
und  vergleicht  die  homologen  Coefficienten  dieses  und  des  vorge- 


*)  Simpson,  Treatise  of  algebra.    London  1745. 
Euler,  Vollständ.  Anleitung  zur  Algebra  II.    Cap.  XIV.    1770. 
Lagrange,  Nouv.  mem.  de  Tacad.  roy.  des  sciences,  annee  1770.  p.  173 
seqq.    Berlin  1772. 
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legten  Polynoms,  so  ergeben  sich  daraus  die  drei  Bestimmungs- 
gleichungen 

g^  =  2«+i(a2-4&), 

2qr  =  az  —  c, 

J.2  =  ^2  —   ^J^ 

Multiplicirt  man  die  erste  mit  dem  Vierfachen  der  dritten  und  sub- 
trahirt  das  Product  von  dem  Quadrate  der  zweiten  Gleichung,  so 
resultirt  die  Resolvente  XIII.  in  der  Form 

z^  —  ~  hz'  +  \  (ac  -  U)z  —  \  {ahl  -  Ud  +  c^)  ==  0 . 

Diese  Gleichung  hat  wenigstens  eine  reelle  Wurzel,  und  die  vier 
Wurzeln  werden  berechnet  aus  den  beiden  quadratischen  Gleichungen, 
worin  sich  die  Transformirte  zerlegen  lässt,  nämlich 

x'  +  (^l  a  ±q\  X  +  (s  ±r)  ^  0 . 

Nach  dem  Vorhergehenden  ist  nun  noch 

d  =  z^-  —  r^  =  (ß  -\-  r)  {z  —  r) , 
und  wegen  der  Relationen 

x^  -\-  (~a-\-(j\x-\-{z-\-r)  =  x^  —  {x^  -\-  x.^x  -{-  x^x.^  =  0 , 

^'^  +  (^(^  —  q)^  +  {^  —  '^)  =  ^^  —  fe  +  ^4)  ^  +  ^3^-1  =  0? 

finden  noch  folgende  bemerkenswerthe  Gleichungen  statt: 

x^X2=z  +  r  =  tj, 

^3^4  =  ^  —  1-  =  d  :y . 
Hieraus  folgt 

Setzt  man  diesen  Werth  in  die  Resolvente  XIII.  ein,  so  resultirt 
die  reciproke  kubische  Resolvente  XVL,  welches  die  Gleichung  der 
Wurzelproducte  von  f{x)  =  0  ist,  und  wie  später  in  dem  Kapitel 
über  die  Combinationsmethoden  gezeigt  werden  wird,  die  elegan- 
testen Wurzelformen  liefert. 

Führt  man  die  Werthe  von  q  und  r  durch  z  ausgedrückt  in 
die  quadratischen  Factoren  der  Transformirten  ein,  so  zerfällt  das 
Polynom  f{x)  offenbar  in  das  Product 
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^  +  r^-  -  v^^^ 


[x^-+     ^a-y^a^-h  +  2. 


=  0. 


§  255.    Eine  andere  Methode  der  Substitution  einer  biquadratischen 

Function. 

Gegeben  sei  die  vollständige  Gleichung 

•       x"^  +  ax^  +  hx^  J^  ex  +  d  =  0'^ 
man  substituire 


X-  -\-   —  a.v 


-J  -  ii'  =  0. 


\ 


.r  4-2/ 
Entwickelt  man  diese  Function  nach  Potenzen  von  x ,  so  erhält  man 

x^  +  ax^  +  ^[a^  —  4.ir  +  ^s\x'^  +  {az  —  2iirtj]x+[z''  —  ii'ij]==0. 

Aus  der  Vergleichung  der  homologen  Coefficienten  dieser  und  der 
vorgelegten  Gleichung  ergeben  sich  folgende  Bestimmungsgleichungen 

für  z  j  y  und  t* : 

ir  =  —  («-  —  45)  +  2-3'  =  — ^ =       2     • 

Daraus  folgt 

(«^  —  cf  =  (a'  —  U  +  8z)  (/-  -  d) , 
oder  die  Resolvente  XIII.  in  der  Form 

z'-^hz'  +  j  {ac  —  U)  z—  ~  {a-d  —  Ahd  +  r)  =  0. 

Aus  der  Substituirten  folgt  die  Reducirte: 

*■'  +{k^±^  ya'  —  Ah~-fSz^x  +  z±yz'  -d  =  0, 
d.  i.  dieselbe  Wurzelform  wie  in  der  vorhergehenden  Methode. 

§  256.    Eine  dritte  Methode  der  Substitution  einer  biquadratischen 

Function. 

p  Geht  man  aus  von  der  hypothetischen  Gleichung 

\x- -}- y,x -{- z,J  ' 

so  erhält  man  durch  Entwickelung  dieser  Function  nach  Potenzen 
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der  Unbekannten  x  und  Yergleichung  der  homologen  Coeflicienten 
der  Hauptgleichung: 

a  —  2ij.,         h  —  y.;'—2z.,         c  —  2y.^z.^        ~d  —  ^  * 
Hieraus  leitet  man  zunächst  die  Bestimmungsgleichungen  für  y  und 
s  ab.    Es  ist  für  u  =  ]/—  1 : 


n. 


^1  +  ^2==^ 


W  +  y.'), 


HL        2/1^1  +2/2^2  =  C; 

IV.       ^;^  +  ^/  =  2(?. 

Aus  n.  und  IV.  folgt 

2^1  ^2  == 


(2/1''  +  y/) 


2(L 


Aus  I.  folgt 

22/i2/2  =  «'  — (^i'  +  2/2'); 
und  endlich  aus  H.  und  HL  die  beiden  andern 

1 


^.  = 


0.,  == 


-y.]^i 


(2/1^  + 


2/.^)] 


2/1 

c  +  2/1  U 


(2/1^  +  2/.^) 


2/1  —2/2 


Substituirt  man  noch 

^i'  +  2/2'  =  2i?, 
so  erhält  man  die  Resolvente  XVI: 

^3  _  2h r]^  +  (&2  _f-  ac  —  4f/)  rj  +  («'^^  -  a2>c  +  c')  =  0.    ' 
Die  vier  Hülfsgrössen  2/1;  2/2;  ^1;  ^2  ergeben  sich  aus  den  Ausdrücken 

2/1  und  2/2  =  Y  (^  ±  V4^  —  «') , 
^,  und  ^2  =  Y  \-(fi  -V)±  1/4^  -  (6 
Da  sich  die  Gleichung 

\x'  -{-  y^x-{-  z^)    "f" 
auch  in  folgender  Gestalt  schreiben  lässt: 


rif] 


\x'  +  ir,  +  ^2)^  4-  n'^. 


sy+^=«' 
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so  ist  klar,  dass  man  der  hypothetischen  Gleichung  aucli  die  all- 
gemeine Form 

geben  kann. 

§  257.   Vierte  Methode  der  Substitution  einer  biquadratischen 

Function. 

Man  gehe  aus  von  der  hypothetischen  Gleichung 

Entwickelt  man  diesen  Ausdruck  nach  Potenzen  von  x  und  setzt 
die  homologen  Coefficienten  der  beiden  biquadratischen  Gleichungen 
einander  gleich ,  so  erhält  man,  wenn  man  vorläufig 

a  —  2  ?/ 9 

setzt,  folgende  Bestimmungsgleichungen  für  y  und  s: 

2 a  —  2y b  —  y'-^  —  2Zi  c  —  2yz^  d  —  z^^ 

"  rt  +  22/         1)  —  %f  —  2^2         c  +  2yz,         d  —  z.^ ' 

Durch  Eliminiation  von  ^^  und  z^  kommt  man  schliesslich  auf  die 
Resolvente  XVI.  in  der  Form: 

yf  _  26?/^  +  (6-'  +  ac  —  Ad) y-  +  (ahl  —  ahc  +  c-)  =  0 . 
Ausserdem  findet  man  leicht 

y^  -\-  hy  -{-  c 


^.  = 


2y-\-a 


^  2y  —  a 

Aus  der  substituirten  Function  folgen  nunmehr  die  beiden  quadra- 
tischen Gleichungen 

'      1   +  M  "^  '  1   +  26 

Ist  in  einem  speciellen  Falle  a  =  0  und  setzt  man  ij=  4-?^ )/—  1 , 
so  erhält  man  die  Cartesischen  oder  sogenannten  Ampere^schen 
Formeln  *) : 


*)  Ampere,  Sur  une  resolution  de  l'equation  du  quatrieme  degre.  Corr. 
math.  et  phys.  par  Quetelet  IX.   147.    1836.    Grunert's  Archiv  I.    16.    1841. 
Heis,  Aufgabensammlung.    §  97.    Köln.     1878.     50.  Aufl. 
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x^  und   x.,=       f  [^  ±  ]/-  rf  -2{b+^ 


x^  und   ^^  =  —  i  U  +  ]/—  jf  —  2 


c 

71/ J 


§  258.    Methode  der  Substitution  zweier  linearer  Functionen  der 
Unbekannten  nacb  Franke  und  Job*). 

Man  gehe  von  der  Bemerkung  aus,  dass  das  complexe  Binom 
a  -{-  ß  ]/—  1  die  allgemeinste  Form  der  Wurzel  sei.  Es  ist  be- 
kannt, dass  auch  zugleich  der  Ausdruck  a  —  ß]/—  1  eine  zweite 
Wurzel  ist.    Man  substituire  demgemäss 

X-  {a±ßy'^^)=x-  a(l  +]/-  f->)  — 0, 
wofür  man  auch  der  Kürze  wegen  setzen  kann 

Setzt   man   dies  in   das  Polynom  f(x)  ein,   so  zerfällt   dasselbe  in 
einen  reellen  und   einen  imaginären  Theil,   welche   einzeln   gleich 
Null  gesetzt,  zwei  Bestimmungsgleichungen   für  z  und  n  abgeben. 
Man  findet  auf  diese  Weise 
(^1  +  az'  +  hz''  -\-cz  +  d)  —  nz\Qz'-  +  ?>az  +  5)  +  n'z^  =  0, 
{Az^  +  3a^^  +  2hz  +  c)  —  nz\Az  +  «)  =  0 . 
Das  Princip  dieser  Methode  stimmt  demnach  mit  demjenigen  überein, 
wonach  die  Trennung  der  reellen   und  complexen  Wurzeln  vorge- 
nommen wird  (cf.  Eytelwein,  Grundlehren  I.  §  133.  1824). 

Setzt  man  den  Werth  von  nz^  aus  der  zweiten  in  die  erste 
Gleichung  ein,  so  erhält  man  die  Resolvente  XXIY.,  welche,  wie 
schon  früher  gezeigt  worden,  die  Gleichung  der  halben  Wurzel- 
summen ist.    Da  nämlich 


^2  =  ^1  (1  —  V—  n,) 
ist,  so  erhält  man  durch  Addition  dieser  beiden  Gleichungen  sofort 

—  [x^  -f-  X2)  =  Zi . 
Subtrahirt  man  beide  Gleichungen,  so  ergibt  sich 


*)  Franke,  die  Elemente  der  Zahlenlehre.    §  140.    Leipzig  1850. 
Job,  Beiträge  zur  Auflösung  der  Gleichungen.    Dresden  1864. 
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also 

Aus  der  letzteren  der  beiden  Bestimmungsgleicliungen  folgt  demnach 


2   «.-^i  —  ^2)  —  ±   y  4^,  +«         ~         ' 

und  wenn   man  die  Gleichung  ^1  =  -^  (^1  +  ^2^2)  ^^^^  addirt: 


I 


^,  und  .•„  =  ,,  +  -l/iil4i,l  +  l«4±lii  +  i). 

Was  die  Berechnung  der  beiden  andern  Werthe  betrifft,  so  ist  in 
§  234  gezeigt  worden,  dass  die  bikubische  Gleichung  drei  Wurzel- 
paare besitzt,  deren  jedes  gleich  dem  halben  Coefficienten  a  ist.  Es 
ist  nämlich 

^' +  Y  ««^^  +  4- ^'1  =0, 

^'  + Y^^  + T^'^  ""^^^ 
^'  +  Y  ^^  +  T  ^*3  =  Ö . 

Wenn  man  jetzt  5  +  y  ^  ^^  T  ^  setzt,  so  erhält  man  eine  bikubische 
Resolvente,  in  welcher  die  ungeraden  Potenzen  von  7]  fehlen,  und 
man  erhält  das  zweite  Wurzelpaar  x^  und  x_^,  wenn  man  yj  mit  —  rj 
vertauscht.  Der  vorige  Ausdruck  in  ^  geht  nach  jener  Substitution 
über  in 


und  die  andern  beiden  Wurzeln  sind 


X,  und  ^^^-l^.-i,+l]/-''.^-(«"'-«^)''--^C^-'>"^  +  «^) . 

Diese    Wurzelformen    können    als    die    Yerallgemeinerungen    der 
Ampere'schen  betrachtet  werden. 

Da    die    Resolvente    XXIV.    in    XYIL    übergeht,    wenn    man 

^  =.j,y — j  ci  setzt,    so    ist   rj   eine  Wurzel   von  XVII.    Da   das 

Absolutglied  der  Gleichung  XVII.   wesentlich  negativ'  ist,   so  hat 
sie  immer  eine  reelle  positive  Wurzel  und  man  wird  deshalb  stets 
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zwei  gleiche  reelle  Werthe  rj^  und  —  tj^  von  entgegengesetzten  Vor- 
zeichen finden  können,  welche  die  vier  Wurzeln  der  vorgelegten 
Gleichung  mit  Hülfe  der  beiden  abgeleiteten  Formeln  liefern.  Was 
das  Verhältniss  der  übrigen  Wurzeln  %  ^^^  —  %,  y]^  und  —  ri.^ 
zu  den  Wurzeln  x^,  x^,  x.^,  x^^  anbetrifft,  so  findet  dasselbe  seinen 
Ausdruck  in  folgenden  Formeln: 

X^  und  XA  1  1     ,  ,  X  1  -1  /^V  —  (3  a^—  8  &)  r?2  +  2  (a^— 4a&  +8c) 

X,  und  a:J  =  ±4'?2- 4«(±)  4  y , 

X.  und  xA         ,1            1     ,  ,  X  1  T  /—  »/o 3"-^"^2Z:8~&)^  +  2 (a3_ ^ah-\-  Sc) 
x,rxnAx,]^^-i'^^-i<^^-^Y Ä 

§  259.    Methode  der  Zerlegung  einer  biquadratischen  Gleichung  in 
zwei  quadratische  nach  Lacroix*). 

Die  in  §  202  entwickelte  Methode  der  Zerlegung  des  Polynoms 
nach  van  Schooten  lässt  eine  Anwendung  auf  die  vollständige 
Gleichung  zu.  Dieselbe  lässt  sich  auf  sechs  verschiedene  Arten  in 
das  Product 

{x^  -\-  8x  -]-  p)  {x^  +  y^  -\-  ^)  =  0 

zerlegen.  Indem  man  durch  Yergleichung  des  Products  der  beiden 
Factoren  mit  der  vorgelegten  Gleichung  die  Coefficienten  SfP,y,q 
zu  bestimmen  sucht,  findet  man  nach  Elimination  dreier  von  ihnen, 
dass  die  Finalgleichung,  von  welcher  der  vierte  abhängt,  vom  sechsten 
Grade  ist. 

In  der  That  liefert  das  Product 

oo^  +  {^^  +  y)x^  +  {p  +  ^y  +  g)oo'  +  (yp  +  ^q)^  +  va 

Glied  für  Glied  verglichen  mit 

x^  +  ax^  +  hx^  -\-  ex  -\-  d 
folgende  Bestimmungsgleichungen: 

2  +  y  =  a, 
p  +  ^y  +  q  =  'b, 

yP  +  H  =  Gy 

pq  =  d . 
Aus  der  zweiten  und  dritten  folgt 


*)  Lacroix,    Compl.    d'Algebre    §   49,    1804;    Ley,    Progr.    Köln    1850; 
Grunert's  Archiv  XXXIX.  198.  1862;  Blomstrand,  p.  20.  1847. 


r 
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z{h  ~  zy)  —  c 


P  = 


z  —  y         ' 

c  —  y{h  —  zy) 


Die  erste  gibt 


l)  = 


z-y 

y  =  a  —  2j 
beiden  G 

z^  —  az'^  -\-  hz  —  c 


und  wenn  man  dies'  in  die  beiden  Gleichungen  einsetzt,  resultirt 


2^  —  a 

^2   _]_   (.,2 


g^  —  2  az^  +  («'  '\-h)z  —  {ah  —  c) 
"iz  —  a 


Setzt  man  diese  Werthe  in  die  vierte  Bestimmungsgleicbung  ein 
und  ordnet  nach  Potenzen  von  z ,  so  erhält  man  die  Gleichung  der 
Wurzelsummen. 

Demnach   sind   die   beiden  quadratischen  Gleichungen,  welche 
die  gesuchten  Wurzeln  liefern: 


ö 
X 

X, 


il       9    ,             ,    z.^  —  az.^  4- hZi  —  c        ^ 
\l   X-  4-  z,x  + ^'    ^ — ' ==  0, 


X^j  '    ^  ^^        '  2z,  —  a 

Hier  sind  z^  und  a  —  z^  zwei  zusammengehörige  Werthe  von  z , 
und  wenn  man  die  beiden  andern  Wurzelpaare  der  Resolvente  mit 
Z.2  und  a  —  Z2,  z^  und  a  —  %  bezeichnet,  so  ist  auch  noch 


>  X- 
^3/ 


9    I  ,    2.2^  --  «-^2^  4-  hz^  —  c        ^ 


r2  4-  r  r  4-  ^3^  -  «^3^  4-  i^^s  -  c  _  n 
^    -T'^s^-i  2^, -a  —  ^' 


sowie 

4  x^  +  {a-  z.)x  +  ^-^  -  ^--^-^  +J-^  +  ^^^-  -  (^^  -  ^)  ^  0  , 

Diese  quadratischen  Factoren  werden  von  verschiedenen  Algebristen 

noch    modificirt.      Blomstrand     substituirt     3  =  iq  -\-  —  a    und 

erhält  Ausdrücke,  welche  denen  in  §  258  gegebenen  ähnlich  sind. 
Ley  substituirt  in  den  vier  Bestimmungsgleichungen 
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p  +  ^y  +  a  =  ^y  M^ä, 

das  Product  0y  =  rj  und  erhält  dadurch 

0  und  y  =      (a  +  Va^  —  4iy)  , 

p  und  ^  =  Y  (/>  —  ^  +  Yip  —  ^y  —  4:d)  . 

Die  Grösse  t]  ist  dann  eine  Wurzel  der  Resolvente  XVI.  Zu  diesen 
letzteren  Ausdrücken  gelangte  auch  Spitz*). 

Es  genügt  nun  zwar  zur  Berechnung  aller  vier  Wurzeln  rTj,  X2j 
x^j  x^  die  Kenntniss  einer  einzigen  W^urzel  der  Resolvente.  Man  kann 
indess  durch  Anwendung  eines  Combinations Verfahrens  auch  alle 
drei  Wurzeln  der  kubischen  Resolvente  zur  Berechnung  verwenden. 

Substituirt  man  nämlich  p  +  f/*=  S;  so  erhält  man 

Z  -\-y  =:a 

und  hieraus  weiter  die  Gleichungen 

g^^a  +  ^  Va'  -  46  +  4|, 


V  = 

1 

2 

a-^Va'- 

-u  +  H, 

Setzt 

man 

diese  Werthe 

in  die  dritte  Gleichung 

oder 

yp  +  ^a  = 

d 

yp  +  ^-^  = 

ein,  macht  die  Gleichung  rational  und  setzt  p  -\ wieder  gleich 

jt)  -J-  g  =  J  j  so  erhält  man  die  Resolvente  XIII.    Da  nun 

p^-lp  +  d  =  0 
ist,  so  findet  man  weiter 

x^x.j^  und  x^x_^  =Pi^  und  7t ^  =  ~  (g^  +  Vti^  —  4(?) ; 
x^x^  und  x.^x,^  =  p.2,  und  tt^  =  y  {ti  4:  Vt^  —  4f^) , 
x^x,^  und  x^x^  =  Pä  und  %  =  ir  (^s  i  V^'^  —  4^) ; 


0  Spitz,  Grunert's  Archiv  XXXIII.     S.  442.     1859. 
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und  hieraus 


I 


^    _     1     l/  1    (^r+  V^^'  -  ^d)  U.  +  V^2''  - 

-  Ad) 

'    ~v  '         fc-n3^-4ci) 

> 

^  _  1   l/i  (^2-V^.'-^d){^,-y^,^- 

-id) 

'         -~V    ^                     a,-nr^-4ci) 

y 

,     l/l    (^.  -V^,^-4rf)  ^3-1/^32- 

-id) 

'    -K.2         fe-n.^-4d) 

y 

.  _  .  i/i  a. -n,^-4d)(^,-yl,*- 

-4.d) 

Diese  Wurzelformen  sind  gültig  für  den  Fall 

bh  P2  P3  +  (Pi  +  p-2  +  ih)  ^ :  VKKp^=  +  «• 

Wenn  dieser  Ausdruck  aber  den  Werth  +  iß  •  Y^  annimmt^  so 
sind  sämmtliclie  Vorzeichen  vor  den  inneren  Wurzelzeichen  umzu- 
kehren. 

§  260.    Eine  andere  Methode  der  Factorenzerlegung. 
Wir  setzen  voraus,  es  sei 

x^  +  (^  a  +  ii\x  +  y  =  0 

ein  trinomisch  quadratischer  Factor  der  biquadratischen  Gleichung 

a;*  +  ax^  +  hx''  +  cx-{-d  =  0, 
und  suchen  nun  den  andern  durch  Division  zu  bestimmen  wie  folgt: 

{x^  _[_  ax^  +  hx'  +  ex  +  d) :  fx^  +[\a  +  ulx  +  y\ 

Dass  der  Rest  Ex  -\-  S  gleich  Null  werde,  fordert  die  Erfüllung 
der  Gleichungen 

-u'-:Latc^-^\(a'-U  +  4y)u  +  ^{a'-4ah  +  Sc)-=0, 

-  yn'  +  f  +  j  («^  -  ^h)y  +  d  =  0. 

Aus  der  zweiten  Gleichung  folgt  aber 
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Ah). 


I.  ,,'^  =  ^  +  -i(a^ 

Aus  der  ersten  Gleichung  folgt 

Aus  der  zweiten  Gleichung  ergibt  sich  auch  noch 
y^  —  U'  —  \(^^  +  ^)y  =  —  dy 
und  wenn  man  sie  zu  einem  Quadrat  ergänzt: 


III.      [y-A(„^_la^  +  &y 


li^  —  -ra^  4-1) 

4  ' 


-d 


1          c 


Quadrirt  man  II.  und  multiplicirt  I.  mit  dem  Vierfachen  von 
III.  ^  so  resultirt 

(t«^  -  c)'  =  4  (-1,^  '-  d)  (0  +  I  «^  _  6)  , 

und  nach  Potenzen  von  0  geordnet  die  Resolvente  XIII.    Die  wei- 
tere Berechnung  der  Wurzeln  ist  einfach. 

§  261.    Methode  der  Factorenzerlegung  von  Bardey*). 

Diese  Methode  bietet  im  Vergleich  zu  den  vorhergehenden 
Methoden  nichts  wesentlich  Neues  dar,  denn  es  wird  zu  der  Factoren-^ 
Zerlegung  des  Polynoms  f(x)  in 

(x^  -\-  zx  +  p){x^  +  2/^  +  9')  =  0 
in  der  zweiten  Bestimmungsgleichung  (§  259) 

angenommen,  wodurch  man  direct  auf  die  allgemeine  Resolvente  XXX 

f  -  #5  +  2f^  =  0 
geführt  wird.     Nimmt  man  an,  das  Product  sei 


[«"+('2 « — «') 


x+  ^-i>  +  i  —  v 


0, 


*)  Aufgabensammlung  Kap.  39. 
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so  resultiren    aus   der  Entwicklung  und  Vergleicliung  homologer 
Coefficienten  die  Bestimmungsgleicliungen  für  u  und  v\ 


Multiplicirt  man  die  ersten  beiden  Gleichungen  mit  einander 
und  führt  die  dritte  ein,  so  erhält  man  die  Resolvente  XXX.  Da 
t,  drei  verschiedene  Werthe  hat,  so  ist  dies  auch  für  u  der  Fall. 
Aus  den  beiden  quadratischen  Factoren  ergeben  sich  sofort  fol- 
gende sechs  Combinationen  der  Wurzeln: 

x^  J^x.,==  —  i^^a—u\  ,     x.^  +  x^  =  —  {\ci-\-n\  , 
^1  +  ^3  =  —  (y^— ^2)  ;     ^2  +  ^4  =  —  {^o.+  u^  , 

I  ^1  +  ^4  =  —  (y^-  %)  .     ^2  +  ^D  =  —  (y^^+^^s)  ; 

wo  2u  die  Wurzel   der   Resolvente  XVII  bezeichnet.     Da  u  eine 
Quadratwurzel  ist,  so  kann  das  Vorzeichen  dieser  Grösse  +  oder 
—  sein.   Um  zu  entscheiden,  welches  Vorzeichen  genommen  werden 
muss,  beachte  man  den  Werth  der  Reducente  (21)1: 
--  (a^  —  4a&  +  8c) 

==  [X-^   "IT  ^-2  ^Z  '^4J  1*^1  ^-2      \      ^i  ^l)  V^l  '^2  ^i      \      ^a) 

Wenn  demnach  der  Ausdruck  a^  —  4h -{- 8c  negativ  ist,  so 
gelten  die  in  jenen  sechs  Combinationen  angenommenen  Vorzeichen; 
ist  dagegen  a^  —  4ah  +  8c  positiv,  so  muss  man  von  allen 
Vorzeichen  das  entgegengesetzte  nehmen.  Für  den  ersten  Fall 
findet  man  also 


1  =  Y  (""  Y  ^  +  ^^i  +  ^^2  +  ^h)  y 

'2  =  Y  (—  Y  ^  +  "1  ""  '^'2  —  »3)  7 

•3  =  Y  (""  2   «  —  «^1  +  «<2  —  %)  , 

'4  ==  Y  (~  Y  ^  ~"  ^^1  "~  ^2  +  ^'0  • 


X., 


^3  -"    2 
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Das  Product  u^u^u^  bleibt  übrigens  noch  positiv^  wenn  man 
das  Vorzeichen  von  zweien  der  Factoren  ändert^  wenn  man  also 
schreibt: 

^,+oc.,  =  —(~a-  ii\  ,     ^3  +  ^4  =  -  (y«  +^1") , 
^1  +  ^3  =  -  (y^+^^2)  ;     X,  +  .T^  =  —  {ja  —  u\  , 

^1  +  ^4  =  —  (y^+  %)  ^    ^2  +  ^3  =  —  (y«^  —  %)  • 

Durch   diese  Annahme   wird  indess  nur  die  Reihenfolge  der  Wur- 
zelwerthe  geändert,  wie  sich  aus  folgendem  System  erkennen  lässt: 

Ä^i  ==  Y  (—  Y  ^  +  «1  -  n,  ~  n.\  , 

=  Y  (~  Y  '^  +  ^^i  +  ^^^  +  ^^-0  ^ 
L/_A  a  —  u^  —  u.,-\-tL\, 

^4  =  Y  ('"  Y  ^  "~  **i  +  %  -  iio\  . 

Bardey  stellt  noch  weitere  Betrachtungen  über  die  Realität 
der  Wurzeln  der  Resolvente  an.  Die  biquadratische  Gleichung 
kann  nämlich  haben 

1)  vier  reelle  Wurzeln,  oder 

2)  zwei  reelle  und  zwei  complexe,  oder 

3)  vier  complexe  Wurzeln. 

In  jedem  dieser  drei  Fälle  ist  auf  mindestens  eine  Art  die 
Zerlegung  in  zwei  quadratische  Factoren  mit  reellen  Coefficienten 
denkbar;  denn,  die  Wurzelformen  sind: 

Im  ersten  Falle  ist  die  Bildung  quadratischer  Factoren  mit 
reellen  Coefficienten  offenbar  auf  dreifache  Weise  möglich.  Es  niuss 
also  in  dem  Factor 

^'  +  {j  a  ±ii>jx  -\-  \h  +  i  ±v  =^  0 

drei  verschiedene  reelle  u,  aber  auch  drei  verschiedene  reelle  t,  und 
damit  drei  verschiedene  reelle  v  geben.    Denn  J  ist  eine  Function 
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von  u  und  v  eine  andere  von  ^.  In  diesem  Falle  muss  demnach 
die  Resolvente  drei  reelle  Wurzeln  haben. 

Wenn  wie  im  zweiten  und  dritten  Falle  die  vorgelegte  Gleichung 
entweder  zwei  reelle  und  zwei  complexe  oder  vier  complexe  Wurzeln 
hat,  so  ist  offenbar  nur  eine  einzige  Art  der  Zerlegung  des  Poly- 
noms möglich,  und  zwar  verlangt  die  Bedingung  der  Realität  der 
Coefficienten  des  trinomischen  Factors  im  ersten  Falle  die  Combi- 
nation  von  x^  mit  x^ ;  im  andern  Falle  die  Combinationen  (x^^  x.^ 
und  {x.^  x^.  Dies  setzt  voraus,  dass  gemäss  der  Form  des  quadrati- 
schen Factors 

nur  ein  +  ?<  und  ein  entsprechendes  2J4i^'  reell  sei.  Ist  aber 
%i  reell,  so  ist  es  auch  §  und  v. 

Es  ist  nun  für  jedes  reelle  J  nicht  jedes  zugehörige  u  reell; 
es  kann  je  nach  dem  Vorzeichen  des  Radicanden  entweder  reell 
oder  imaginär  werden.  Wenn  demnach  in  dem  erwähnten  Falle 
alle  drei  5  reell  sind,  so  ist  auch  immer  eins  unter  diesen,  welches 
ein  u  und  somit  auch  ein  v  reell  macht.  Ist  nur  ein  ^  reell,  so 
muss  dieses  selbst  u  und  v  in  reeller  Form  darstellen. 

Hat  daher  die  kubische  Resolvente  XXX  drei  reelle  Wurzeln, 
so  muss  unter  diesen  immer  eine  vorhanden  sein,  welche  ein  reelles 
Uj  also  auch  ein  reelles  v  liefert.  Hat  die  Resolvente  nur  eine 
reelle  Wurzel,  so  muss  dieser  ein  reelles  u  entsprechen.  Man  hat 
demnach  folgende  Fälle  zu  unterscheiden: 

1.     Die  kubische  Resolvente  XXX  hat  drei  reelle  Wurzeln. 

Wenn  diese  drei  reelle  Werthe  von  m,  also  auch  von  v  liefern, 
so  hat  die  Gleichung  vier  reelle  Wurzeln.  Wenn  dieselben  ein 
reelles  ?«  und  zwei  imaginäre  ungleiche  Werthe  von  ii  liefern,  so 
sind  die  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  sämmtlich  conjugirt 
complex.  Sind  dagegen  ein  u  reell  und  zwei  imaginär  und  gleich, 
so  dass  die  Resolvente  unter  drei  reellen  Wurzeln  zwei  gleiche 
haben  muss,  so  hat  die  biquadratische  Gleichung,  wie  leicht  aus 
den  AYurzelformen  zu  ersehen  ist,  zwei  gleiche  reelle  und  zwei 
complexe  Wurzeln. 
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2.     Die  kubische  Resolvente  XXX  hat  eine  reelle  und  zwei  com- 

plexe  Wurzeln. 

Der  reellen  Wurzel  J^  entspricht  ein  reeller  Werth  von  ti^  und 
v^'^  die  beiden  complexen  Wurzeln  ^2  ~{~  V^  ^^^  &  —  V^  geben 

U2  =  y  -\-  ^i ,     W3  =  y  —  öl . 
Demgemäss  ist 


1  =  Y  (~~  Y  ^'  +  ^^1  +  ^r)^  (reell), 
^2  ==  y(— Y  ^  +  '^h  —  ^r)  ,  (reell), 
0^3  =  Y  ("—  y  a  —  %  +  2di\ ,  (complex) , 
ic^^  =  —  (  —  Y  ^  —  ^1  —  2(J^  K  (complex) . 

Führt  man  die  Wurzelformen  von  J,  nämlich  Jj,  Sg  +  ''?^'  ^^^ 
J2  —  '»?  i  in  den  Ausdruck  für  u  ein,  so  erhält  man  für  u  die  Formen 
u^  und 

1(2  =  r  w  +  n  ]/ —  1 ,     u.^  =  Vm  —  n  Y —  1  . 
Daraus  folgt 

w^  4-  1^3  =  1/2  (m  +  YrnF+lt^)  , 

?{2  —  W3  =  y2  (m  —  y  m^  -\-  n^)  . 
Substituirt  man 

—  =  tan  d' , 

so  erhält  man  zu  einer  bequemern  Berechnung  die  Formeln: 

ti^  +  «^3  =  2  cos  —  '^  ]/m :  cos  ^  , 

n2  —  Uo  =  2  sin  —  '9'  ]/  —  m  :  cos  -ö* . 

Wenn  m  positiv  ist,  so  wird  Wg  +  u^  reell  und  U2  —  %  imaginär; 
sonst  umgekehrt.  Um  -0-  zu  berechnen,  genügt  es,  den  positiven 
oder  absoluten  Werth  von  m  zu  nehmen. 


§  262.     Methode  von  Hesse. 
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§  262.    Transformation  der  binären  biqnadratisclien  Formen  durch 
lineare  Substitution  in  die  sogenannte  kanoniscbe Form  nach  Hesse*). 

Hesse  geht  in  seiner  berühmten  Abhandlung  aus  von  der  Form 
(1)  f{x^  y)  =  ax^  +  4hx^y  +  Qcx^if  +  ^dxtf  +  ay^ 
und  bemerkt  zunächst,  dass  die  binäre  biquadratische  Function  die 
einzige  sei,  deren  Determinante  ihrer  zweiten  partiellen  Differenzial- 
quotienten  von  demselben  Grade  sei,  wie  die  Function  selbst.  Diese 
sogenannte  Hesse^sche  Form  (Hessiane)  ist  also 

(2)  ^^^.pL-C^'-f 

Hesse  beweist  zunächst  das  wichtige  Theorem,  dass  die  zu- 
sammengesetzte Function 

(3)  U=7if+rv 

eine  Determinante  V  besitzt,  welche  dieselbe  Form  wie  ?7hat;  also 

(4)  V=Kf+Tv. 

Indem  wir  bezüglich  des  Beweises  dieses  Theorems  auf  die 
Abhandlung  selbst  verweisen,  bilden  wir  zuerst  die  Determinante  v 
der  Function  f.     Man  findet  leicht 

(5)  ^  =  C^^^  =  {ac—¥)x^  +  2  {ad -  hc)xhj+(ae+2hd-3c-)xY 

+  2{he  —  cd)xy'  +  (ce  -  d')y^ . 
Bildet  man  weiter   die  Determinante   V  und  setzt  die  Coeffi- 
cienten  x^  und  y^  auf  beiden   Seiten  der   Gleichung  (4)  einander 
gleich,  so  erhält  man  die  neuen  Gleichungen 

(12'[(xa  +  tÄ)(xc  +  rC)  —  {xh  +  rBf]  =  Ka  +  TA, 
|l22[(xe  +  tE)  (xc  +  rC)  —  {xd  +  rDf  ]  =  Ka  +  TE, 

wo  der  Kürze  wegen  gesetzt  worden  ist 

12'\ac  —  ¥)  =  Ä, 
.  12-(«(/  —  lc)  =  Bj 

'12\ae-]-21)d-?>(r)  =C, 


(6) 


(3) 


y.  I2\le  -cd)  =  B, 

12'-{ce  —  c^)  =  E. 


Grelle 's  Journ.  XLI.  S.  243.  1851. 
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Aus    den    beiden    Bestimmungsgleichungen    ergeben    sich    die" 
Werthe: 

|Z  =  2  .  12^  .  J,,^%T  +   3  .   12^  J4,3T^  ; 

Daraus  folgt 

(9)  ^==7cT~tK=^%^  -?>.  12^4,2  r^^  -  3  .  \^  .  J,^,t' , 
und  wenn  der  Kürze  wegen  3«  =  —  12^r  .  l  gesetzt  wird : 

(10)  J  =  ^^^  =  -  4A^  +  J,,,X  -  J4,3  .  ' 

Die  Grössen  iC und  T  lassen  sich  durch  die  partiellen  Differenzial- 
quotienten  von  O  oder  %T — xK  wie  folgt  ausdrücken: 

Die  Transformation  der  vorgelegten  Function  /'  durch  die 
Substitutionen 

nn       •  /^  =  «S  +  /^>?; 

^^  \2/  =  ;^l  +  ^>?; 

in  die  sogenannte  kanonische  Form 

(12)  f{x',y)  =  ^'r  +  err  ^^  +  £^'^' 

erfordert  die  Bestimmung  von  sieben  Unbekannten  a,  ß^  y,  ^y  ^\ 
C\E\     Substituirt   man    die   Werthe  von  x  und  y  aus   (11)   in 

f{x,  y)  =  {a,  h,  c,  d,  e)  {x,yf,  und  setzt  beiderseits  die  Coefficienten 
gleicher  Potenzen  und  Producte  der  neuen  Variabein  einander  gleich, 
so  erhält  man  nur  fünf  Gleichungen,  woraus  hervorgeht,  dass  zwei 
der  zu  bestimmenden  Unbekannten  willkürlich  bleiben,  z.  B.  7^==  d=  1. 
V-on  diesen  fünf  Gleichungen  sind  nur  von  Belang  die  folgen- 
den drei: 

A'=^f{a,y),     E'=f{ß,ä), 

Die  Indices  a  und  ß  deuten  diejenigen  Ausdrücke  an,  in  welche 
die  zweiten  partiellen  Differenzialquotienten  übergehen,  wenn  man 
in  ihnen  statt  x,  y  entweder  a,  y  oder  /3,  ö  setzt.  Die  beiden 
übrigen  Gleichungen,  welche  die  Verhältnisse  a  :  y  und  ß  :  ö  be- 
stimmen, werden  später  durch  äquivalente  Gleichungen  ersetzt. 
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Betrachtet  man  f  als  eine  Function  der  Variablen  |  und  r],  setzt 

und  den  Modul  der  Transformation 

ad  —  ßy  =  ^' , 
so  ist  die  Determinante 

(14)  v  =  yu', 

wie  von  Hesse  (Crelle's  Journ.  28.  Bd.  S.  89)  bewiesen  worden  ist. 

Es  ist  nun 

(15)  v'  =  12^0^  ("^^  1^  +  ^'^^  ~  ^^''  r^^  +  J^'t)  ' 

Setzt  man  diesen  Werth  in  die  vorbergebende  Gleicbung  ein, 
so  wird 

1220'    r    WC..4      ,        yl'J^"'    —   30'%2      2       I       7-      t1 

Multiplicirt  man  diese  Gleicbung  mit 


r 


12^{A'E'  —  9  0' 2) 
die  Gleicbung  (12)  mit 


K 


{A'E'  —9  0' 2) 
und  addirt  beide  Gleicbungen^  so  erbält  mau 
(16)  U=oif+rv  =  Q^'riK 

Hieraus  folgt,  dass  sieb  jede  bomogene  binäre  biquadratiscbe 
Function  und  ibre  Determinante  mit  solcben  Constanten  multipli- 
ciren  lässt,  dass  die  Summe  ein  vollständiges  Quadrat  wird. 

Um  das  Verbältniss  x  :  t  zu  bestimmen,  bemerke  man,  dass, 
da  U  ein  vollständiges  Quadrat  ist,  dieselben  Wertbe  der  Variablen 
X,  ijj  welcbe  V  verschwinden  machen,  auch  die  partiellen  Differenzial- 

quotienten  -^ ,  -^  dieser  Function    werden    verschwinden  lassen. 

Es  ist  nun 

x^-X-  i    ^'^'   =  3  ^ 
dx^  ~^  ^  dxdy  dx  ^ 

dxdy  "•    "^  ciß  cy  ' 

und  wenn    man  diese   Gleichungen   nach    den    linearen    expliciteu 
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Grössen  x  und  y  auflöst^  so  erhält  man  unter  Berücksichtigung  der 
Bedeutung  von  v. 


\d X    dy^        dy    dxdyj  ' 
Y      ^^*    dxdy    '^  dy    dx'y 


Hieraus  ist  nun  zu  ersehen,  dass  für  die  Werthe  von  x  und 
y,  für  welche  die  ersten  partiellen  Differenzialquotienten  verschwinden, 
auch  die  Determinante  v  verschwinden  würde.  Mithin  verschwindet 
für  die  Werthe  der  Yariabeln,  für  welche  die  zusammengesetzte 
Function  ü  gleich  Null  wird,  auch  die  Determinante  V=Kf-\-  Tv 
dieser  Function.  Nun  ist  aber  gemäss  (11)  ^==1,  r]  =  0  für 
X  =  Kj  y  =  y,  und  ^==0j7}  =  liüvx  =  ß,  y  =  d.  Es  ver- 
schwindet also  nach  (16)  die  zusammengesetzte  Function  U='af-\-tv 
für  diese  beiden  Werthepaare  und  ebenso  die  Determinante 

V==Kf-\-Tü 
dieser  Function.  Diese  Werthepaare  genügen  demnach  den  Gleichungen 

^     ^  Kf+Tv  =  0. 

Hieraus  folgt  die  Determinante 


O 


K    T\,-^T-Kr  =  0, 


welche   wir  bereits   in  den  Gleichungen   (9)   und  (10)  kennen  ge- 
lernt haben.     Zur  Bestimmung  des  Verhältnisses  %  :  t  dient  dem- 
nach diese  kubische  Resolvente,  welche  Aronhold  später  in  Form 
einer  zweiten  Determinante  z/  dargestellt  hat.     Es  ist  nämlich 
0  =  3  .  12^ .  T^  z/  =  3  .  12^  t\-  4:P  -f  J4,2A  -  ^4,3)  =  0  . 

Hieran  knüpft  sich  der  Satz:  dass  jedes  binäre  Biquadrat 
und  seine  Determinante  sich  auf  drei  verschiedene  Arten 
mit  solchen  Constanten  multipliciren  lässt,  dass  ihre 
Summe  ein  vollständiges  Quadrat  wird. 

Wenn  man  nun  ein  Wurzelpaar  k  und  t  gefunden  hat  und 
dasselbe  in  (17)  einsetzt,  z.  B.  in  Tcf  -{-  tv  =  0,  so  werden  die 
beiden  Werthepaare  von  x  und  y ,  welche  dieser  Gleichung  genügen, 
die  gesuchten  Werthe  von  ay  und/3^  sein.  Da  man  aber  nur  das 
Verhältniss  x  :  y  findet,  so  ist  z.  B.  y  willkürlich,  und  ebenso  können 
y  und  d  gleich  1  gesetzt  werden.  Die  beiden  andern  Grössen  a 
und  ß  werden  sich  als  die  ungleichen  Wurzeln  der  nach  x  biquadrati- 
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sehen  Gleichung  darstellen^  welche  zwei  Paare  gleichet'  Wurzeln 
hat.  Hat  man  aber  durch  Auflösung  dieser  Gleichung  a,  ß,  y^  d 
gefunden,  so  gibt  das  System  (13)  die  Werthe  der  Coefficienten 
Ä\  C j  E'  der  kanonischen  Form  (12). 

Die  Verhältnisse  a :  y  und  ß :  d  sind  als  die  ungleichen  Wurzeln 
einer  der  biquadratischen  Gleichungen  (17)  bezeichnet.  Man  kann 
aber  statt  dieser  eine  quadratische  Gleichung  bilden,  deren  Wurzeln 
die  ungleichen  Wurzeln  von  (17)  sind.  Zu  diesem  Zwecke  diffe- 
renzire  man  die  durch  die  linearen  Substitutionen  (11)  identische 
Gleichung  (16) 

Kf  +  tv  =  Q^^rf" 

zweimal  partiell  nach  x,  also 

oder,  weil  wir  den  Transformationsmodul  ad  —  ßr]=r  gesetzt  haben, 

Man  nehme  nun  an,  es  sei  in  dieser  identischen  Gleichung 
sowol  rechts  als  links  ay  oder  ßd  statt  xy  gesetzt.  Bei  dieser 
Annahme  verschwindet  das  Product  r]  ^  und  es  bleibt  die  Gleichung 
richtig,  wenn  man  das  mittlere  Glied  — Ayör]^  in  -\-  2ydr]^  ver- 
wandelt. Durch  diese  Aenderung  geht  die  Gleichung  über  in  die 
einfachere 


oder,  wenn  man  für  dr]  -}-  y^  seinen  ursprünglichen  Werth  y  ein- 


setzt^ in 


Dieses  ist  die  gesuchte  quadratische  Gleichung.  Wenn  man 
nun  diese  Rechnung  in  der  Weise  wiederholt,  dass  man  die  Gleichung 
(16)  erst  einmal  nach  x  und  einmal  nach  ?/,  dann  noch  zweimal 
nach  y  differenzirt,  so  gelangt  man  zu  folgenden  drei  Gleichungen: 
c^f  j^      c^         2^     2 A 


(18) 


+  ^  -^^T^.  +  ri-  -^2/  =  0  , 


cxcy^       dxdy    '    r 

^y^         ^y^      ^^ 
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Einfacher  gelangt  man  zu  den  beiden  letzten  Gleichungen, 
indem  man  erst  die  dritte  bildet  durch  Vertauschung  von  x  mit  y 
und  darauf  die  zweite  durch  Combination  der  beiden  übrigen  mit 
(17)  sucht. 

Um  diese  Gleichungen  in  eine  einzige  von  allgemeinster  Form 
zusammenzufassen,  wählt  Hesse  zwei  beliebige  Grössen  ^  und  g, 
multiplicirt  die  drei  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  ^^,  ^gci  und 
(f  und  addirt  die  Producte.     Dies  gibt 

Es  bleibt  noch  übrig,  den  Werth  des  Quotienten  -y  zu  be- 
stimmen. Man  erwäge,  dass  die  angegebenen  quadratischen 
Gleichungen  dieselben  Wurzeln  haben,  welche  die  biquadratischen 
Gleichungen  (17)  doppelt  enthalten.  Aus  diesem  Umstände  dürfen 
wir  schliessen,  dass  das  Quadrat  der  quadratischen  Gleichungen 
z.  B.  der  ersten  in  (18)  in  die  biquadratische  Gleichung,  von  einem 
Constanten  Factor  6  abgesehen,  übergehen,  oder  dass 


=  (3{'nf  -\-  tv) 


sein  muss.    Setzt  man  die  Coefficienten  von  x^  beiderseits  einander 
gleich,  so  resultirt 

a  =  \2\%a  +  tA) . 
Durch  Gleichsetzung  der  beiderseitigen  Coefficienten  von  x'i/ 
erhält  man  eine   Relation,  aus   welcher  sich,  mittels  Substitution 

des  Werthes  von  0,  der  gesuchte  Werth  von ^j  ergibt,  nämlich 

—  ~==  -  ________ 

Um  den  Dividenden  zu  transformiren,-  nehme  man  die  zweite 
Gleichung  des  Systems  (7),  nämlich 

12^ 

B  =  — -  (ad  —  hc) . 

Lässt  man  hierin  die  Grössen  a,h^c,  d  in  die  entsprechenden 
Tta  -{-  tA  übergehen,  so  geht  f  in  lit-{-  "^^  und  v  in  Kf  -\-  Tv 
über.     Daraus  folgt 


p 


§  262.     Methode  von  Hesse.  697 

Kh  +  TB  =  -^"^  [xa  +  rA)(xd  +  zB)  —  {xh  +  tB)(xc  +  rC)] 

und  somit 

2r  _   1^     Kb-^TB 

Q-  6       y.b  -\-  xB 

Da  aber  nach  (17)  ;«T=^r  ist,  so  reducirt  sicli  die  Gleichung 
auf  die  einfachere 

(20)  -^  =  1^. 

Es  lassen  sich  noch  einige  nützliche  Formeln  mehr  herleiten. 
In  der  identischen  Gleichung  (16)  war 

^_ C^ _^  r^Q 

Dividirt  man  die  erste  durch  die  zweite,  so  erhält  man 

^  =  —  192^ 
r  -    ,.2   > 

und  wenn  man  wieder  r  =  ad  —  ßy  einsetzt, 

(21)  C'  =  -  ^"^  -J"'^'  ■  \  . 

Ferner  erhält  man  aus  der  zweiten  Gleichung,  wenn  man  aus 
(20)  den  Werth  von  q  einsetzt, 

(22)  A'E'  -  9C''  =  —  ^''^  •"3^^^'  •  ^  . 

1 J  T 

Um  Alles  zusammenzufassen,  suche  man  aus  der  Gleichung 
0  =  0  ein  Werthepaar  x  und  t,  setze  dies  und  den  Werth  —  2Q:r^ 
aus  (20)  in  eine  der  quadratischen  Gleichungen  (18)  ein  und  suche 
zwei  Werthepaare  a,  y  und  ß,  ö,  den  AVurzeln  der  quadratischen 
Gleichung  entsprechend,  welche  der  Gleichung  genügen.  Diese  sind 
dann  die  Coefficienten  der  linearen  Substitutionen,  durch  welche 
die  Function  f(x,  y)  transformirt  wird  in  die  Form 

f{x,  y)  =  /■(«,  j,)!^  -  («d  -  ßyf  .  ^-^^  ^Y-  +  f(ß,  SW  ■ 

Wir  können  hieraus  nun  die  Auflösung  der  biquadratischen 
Gleichung 

^\ 

f{^y  y)  =  («>  ^.  ^;  ^;  ß)  {^,  VY  =  0 
leicht   herleiten.     Setzen   wir    der    Einfachheit    wegen    y  =  1    und 
7]  =  1,  so  ist  die  Substitutionsformel 
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und  die  Transformirte 

Ä'i^  +  6C^'  +  E'  ==0. 
Die  vier  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  nun 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Substitutionsformel  ein,  so  sind 
die  vier  Wurzeln  der  Gleichung  /"  =:  0 : 


(23) 


Wenn  man  der  Kürze  wegen 

setzt,  so  erhält  man  durch  Elimination  von  ^^  und  ^^  aus  dem 
System  (23)  folgende  Relationen  zwischen  den  Wurzeln  ii;i,^2;^3j  ^4 
und   den    Wurzeln  —  =  ^,  —==  J  der  quadratischen  Gleichung (18): 


(24) 


^1^2   —  Y  (^1   +  ^2)(^  +  i)  +  0^  =  0, 
^3^4  -  V  (^3  +  ^4)(^  +   9   +  ^?  =  0  . 


Es  lässt  sich  nun  jeder  Wurzel  einer  algebraisch  auflösbaren 
Gleichung  eine  Form  geben,  welche  rationale  Functionen  der 
Wurzeln  enthält.  Diese  erhält  man,  wenn  man  alle  drei  Wurzeln 
der  Resolvente  0  =  0  in  die  Rechnung  einführt.    Dieselben  seien 

nun  -!-,  —  ,—  und  die  diesen  entsprechenden  Wurzeln  der  quadrati- 

"^1         '''2         "^3 

sehen  Gleichung  (18)  0^  Jj,  ^gfe?  ^s  ?3-    ^^^  Gleichungen  (24)  werden 
auf  diese  Weise 


(25) 
(26) 


^1^2   —   y(^1  +  ^2)  (^1   +   Sl)   +   ^1?1   =  0, 

•^3<—  yfe  +  ^4)  (^1  +  ^1)  +  ^iSi  =  0; 

^1^3  '—  Y  (^1  +  ^3)  fe  +  &)  +  ^2?2  =  0, 
^2^4  —  4(^2  +  ^4)  (^2  +   &)  +  ^2^2   =  0; 


(27) 
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^1^4  —   Y  (^1   +  ^^'4)  fe  +   Ü   +  ^sfc  =  C), 
T  fe  +  ^3)  fe   +   S3)   +  ^3&  =  ö  . 


2j-~a  3 

Je  zwei  dieser  Systeme  geben  eines  der  drei  folgenden: 

2^  -  Ife  +  Ö  fe  +  &)  +  ^^  =  0, 


(28) 


--3^3   -   |fe  +   &)  (^^I   +   ^1)  +  ^1^1  =  0, 
--1^1    -  |(^^l   +   Q  fe   +   Ü   +  ^^^2  -  0. 


Wenn  man  die  drei  Gleichungen,  welche  aus  der  quadratischen 
(18)  gezogen  werden,   indem  man  successive  die  drei  Werthe  von 

—  einsetzt,  mit  einander  multiplicirt ,  so  erhält  man  eine  Gleichung 

sechsten  Grades,  deren  Coefficienten  symmetrische  Functionen  der 
Wurzeln  von  0  =  0  enthalten,  also  auch  rationale  Functionen 
von  a,  &,  c,  d,  e.  Diese  Gleichung,  zwischen  deren  Wurzeln  ^,  J 
die  Relationen  (28)  stattfinden,  lässt  sich  nun  umgekehrt  mit  Hülfe 
der  kubischen  Resolvente  in  drei  quadratische  Gleichungen  zerlegen 
und  ist  also  algebraisch  auflösbar  in  Rücksicht  auf  die  Coefficienten 
a,  6,  c,  rf,  e,  wie  weiter  unten  gezeigt  wird. 

Addirt  man  die  beiden  Gleichungen  (25)  und  setzt  für 
x^  -\-  Xo  +  ^3  +  ^4 

seinen  Werth ,  so  resultirt 

^1  ^2  ~T"  ^3  *^4  ~r  -^  ^ 

Es  haben  aber  2^  +  ^^  und  z^  g^  folgende  aus  der  ersten  Gleichung 
des  Systems  (18)  entnommene  Werthe: 

^-1  +  ^1  =  - 2^^ , 


ht^  = 


J_    29 
T    '    '  12  '  r^ 


'^0+C-±;        „, 


'-a-{-Ä 


Setzt  man  diese  Werthe  in  die  vorhergehende  Gleichung  ein, 
so  kann  m^n  derselben  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (20),  (8)  und  (7) 


folgende  Gestalt  geben: 
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^x,x,+x,x,)==  —  ^(^-  6.  12. cV 
oder  mit  Berücksiclitigung  von  (10) 


(29) 


^1^2      I      ^3^4  ri    K^^^l      i      ^J' 


Hieraus  ersieht  man,  dass  sich  die  Wurzeln  der  Resolvente 
0  =  0  und  z/  =  0  rational  durch  die  Wurzeln  der  biquadratischen 
Gleichung  ausdrücken  lassen.    Man  erhält  auch  noch  leicht 

(30)  (x,  +  a;,)  {x,  +  x,)  =±(c-l,). 

Addirt  man  zu  der  vorhergehenden  Gleichung  die  beiden  anderen 
Gleichungen 

4c        1  Ä 


2J[x,']  = 


so  erhält  man,  nachdem  man  die  Quadratwurzel  ausgezogen  hat, 


X, 


Xo  Xn 


ä^y-a«+^) 


oder  mit  Berücksichtigung  von  (10),  indem  ;c :  t  ==  —  12^A  gesetzt 
wird , 


^1+^2  —  %  ' —  ^4  =  —  V'^'^  —  ac-\-  al^ . 


Man  hat  demnach  folgende  vier  Gleichungen  |;ur  Bestimmung 
der  Wurzeln: 


(31) 


_i_      _j_  .    _L   .  _  _  ili 
^1  "r  ^2  "1    ^3  ""r  ^4  —         ^  ; 

^1   +   '^2   —   ^3   ~  ^4  =       "  V^^   ~   «<^'  +  <^h) 

x^  —  X2  -\-  x.^  —  x^^  =  -  -  Yb^^  —  ac  -j-  aX.^ , 


tX/9  Xq        I        iX'.j^ 


ac  +  <^4  • 


Von  den  Vorzeichen  der  Wurzeln  bestimmen  immer  zwei  das  dritte. 
Denn  multiplicirt  man  die  drei  letzten  Gleichungen,  so  ist  die  linke  Seite 


32 


gleich 3  (26^  —  Zabc  -\-  a^d),  und  es  müssen  also  die  Vorzeichen 

so   gewählt  werden,   dass   das  Product  das   entgegengesetzte  Vor- 
zeichen der  Variante   Fg  erhält. 
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Hesse  fügt  noch  eine  geometrische  Interpretation  der  vor- 
stehenden Entwickelungen  hinzu.  Betrachtet  man  die  vier  Wurzeln 
x^ ,  X2y  x^,  x^  als  die  Durchschnittspuncte  der  Curve  f{x)  =  Y mit 
der  Ahscissenaxe,  so  stellen  die  Wurzeln  der  Gleichung  (18),  wenn 
man  den  Grössen  x  und  r  das  eine  Paar  von  W'erthen  x^  und  r^ 
gibt,  ebenfalls  zwei  Puncte  ^^  und  J^  auf  derselben  Geraden  vor. 
Die  erste  Gleichung  des  Systems  (25)  ist  die  Bedingung,  welche 
die  Punctepaare  x^,  x,2,  ^i,  ^i  zu  erfüllen  haben,  wenn  sie  har- 
monisch zugeordnet  sein  sollen.    Denn  es  folgt  aus  derselben 


und  aus  der  zweiten 

Z,  Xo       Z-,  X, 


Sl  ^3         Sl 


=  —  1. 


Demnach  werden  die  Gleichungen  (25)  dasjenige  Punctepaar  s^,  ^^ 
bestimmen,  welches  sowol  dem  Punctepaare  x^,  x^  harmonisch  zu- 
geordnet ist,  als  dem  Punctepaare  x.^,  x^.  Auf  gleiche  Weise  be- 
stimmen die  Gleichungen  (26)  dasjenige  Punctepaar  z.^,  ^2  ?  welches 
den  Punctepaaren  x^,  x^  und  x.2,  ri;^  harmonisch  zugeordnet  ist,  und 
endlich  die  Gleichungen  (27)  das  den  Punctepaaren  x^,  x^  und  0^2,  x.^ 
zugeordnete  harmonische  Punctepaar  ^3,  J3. 

Die  so  bestimmten  Punctepaare  {z-^,  Si),  (^2?  S2);  ißzj  Ss)  ^^^ 
ausserdem  einander  harmonisch  zugeordnet,  wie  aus  dem  System 
(28)  hervorgeht    Wir  gewinnen  somit  folgendes  Theorem: 

Wenn  vier  Puncte  auf  einer  Geraden  gegeben  sind, 
so  gibt  es  drei  neue  Punctepaare,  deren  jedes  harmonisch 
ist  zu  einem  Paare,  wie  zu  dem  andern.  Diese  drei  neuen 
Punctepaare  sind  untereinander  selbst  harmonisch  zu- 
geordnet. 

Diese  drei  Punktepaare  werden  durch  eine  bikubische  Resol- 
vente bestimmt,  welche  algebraisch  lösbar  ist,  wie  jetzt  bewiesen 
werden  soll.  Es  werde  demnach  vorausgesetzt,  dass  zwischen  den 
sechs  Wurzeln  ^j,  ^j,  z.^,  tij  -^3?  Sa  die  Gleichungen  (28)  gelten. 
Setzen  wir  der  Kürze  wegen 


\ 


+\  = 

-  Ih  ,       ^-2   +   ^2  = 

-i\>, 

^3   +  Sb  = 

—  P-5J 

^iSi== 

ai  ;               ^2  ^2  = 

^2, 

-3&   = 

Q37 

SO  geht  das  System  (28)  über  in 
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(32) 


^2 
9.i 


P2P3  +  ^'6^^> 
P3Pl  +  (Ii  =  ^y 
P1P2   +   ^2  =  0  • 


(33) 


Die  bikubische   Gleichung  zerfällt  in  die  drei  folgenden  Fac- 
tor en 

^'+i^3^  + ^3  =  0- 

Dieselbe  ist  von  der  Form 

Entwickelt  man  das  Product  und  setzt  die  Coefficienten  gleicher 
Potenzen  von  0  einander  gleich,  so  wird 

f==Pi+P2+P3y 

9  =P2P3  +P^Pl   +PlP2  +  S'l   +  ^2  +  ^3^ 

h  =  p,p,p,  +  p^  (g,  +  ^3)  +  p^  (^3  +  q,)  +  p^  (^1  +  g,) , 
und  mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (32) 

f  =  Pi+P2+P3> 
h  = 


liP2P3+P3Pl+PlP2), 
^PlP2P3' 


Die  Coefficienten  der  zweiten  Glieder  in  (33)  sind  demnach 
die  Wurzeln  der  kubischen  Resolvente 

(34)  v^-fv''-\-^gv-^h  =  0' 

o  o 

Hat  man  hieraus  Pu  p^y  p^  berechnet,  so  findet  man  qi^g_2y  Qs 
aus  den  Gleichungen  (32). 

So  weit  Hesse.  Zur  Herstellung  der  exacten  Formel  (34) 
fügen  wir  hinzu,  dass,  wenn  man  sich  der  partiellen  Differenzial- 
quotienten  der  Gleichung  (10)  bedient,  die  Gleichungen  (33)  fol- 
gende Formen  annehmen 

dh 


1  \dd) 


«+ 


id'd) 


=0, 


so  dass  man  hat 
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(^)  (14)  /|^\ 

V^'A     V^'A     l«*A 

/g^\  /cJ\         (dJ\  /dJ\         /dJ\  (d_d\ 

IG      IgfAj^A  ,k!lAi!fA  ,  l«''Av''A 


S-=-^Ä  = 


[de)\oe),^        [de)Xde)^        V^^Al^^A 


5         /az/\  /az/ 


/(7z/\    /dJ\    /cd\ 
KoejXceJ^ce)^^ 


Die  Ilesolvente  (34)  wird  dadurch 

Bezüglich    der   in    der    Abhandlung    vorkommenden    Grössen 
-Y  und  T(20)  ist  ferner  zu  bemerken^  dass  wegen 

die  Relation 

stattfindet. 

Entwickelt  man  noch  die  übrigen  drei  Coefficienten  i,  Ä",  l  der 
bikubischen  Gleichung  in  ^,  so  findet  man 

(4-)   +  ?(2i  +^2  -f-33) 
•^•=1Q^^  ;. ^ 

^  =  ^l9'2^3; 

weswegen  sich  sämmtliche  Coefficienten  in  Functionen  der  partiellen 
Differenzialquotienten  von  z/  ausdrücken  lassen. 
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§  263.   Methode  der  Factorenzerlegung  einer  binären  biquadratisclien 
Function  nacli  Heilermann*). 

In  den  folgenden  Paragraphen  soll  immer  die  allgemeinere 
Form  des  Biquadrats 

I.     f(x,  y)  =  ax^  +  Ahx^y  +  Qcx^'^if  +  ^dxif  -\~  ey"^ 

=  {a,  h,  c,  d,  e)  {x,  y)\ 
oder  wenn  y  =  1  wird,  die  Form 

f{x)  =  (a,  h,  c,  d,  e)  (x^  Vf 
den  Betrachtungen   zu  Grunde   gelegt   werden.    Um  das  Biquadrat 
f{Xjy)  in  vier  lineare  Factoren  zu  zerlegen,  setzt  Heil  ermann  in 
ähnlicher  Weise  wie  bei  den  kubischen  Functionen 

IL  x  =  al-\-  ß^,     y  =  yl-]-dri. 

Durch  Entwickelung  des  Polynoms  f(^,  rj)  erhält  man  ähnliche 
Ausdrücke  wie  in  der  Methode  der  falschen  Substitutionen  (§  249), 
nämlich 

/•(l^  ri)  =  [aa^  +  Ua^y  +  6cßV'  +  ^day^  +  c/]|* 
+  A[{aa^+  Ua^y  +  ?>cay'+  dy^)ß  +  (J)a'^+  Tyca'y  +  ^»day'^+ey'^  ö\  ^^rj 
+  6[(a«2  +  2hay  +  cy')ß'  +  2(&«2  _|.  2cay  +  dy')ßd 
+  (c«2  +  2day  +  ey^)d%''r]'^ 

+  4  [(aß'+  Shß'd  +  3cßd'+  dÖ^)a  +  (ljß^+  ?>cß^  +  Mßö^+  ed^)y'\irf 
_|_  Yaß^  +  4.lß^ö  +  6c/32(J2  +  Adßd''  +  ed^Ji?^ 

Die  Coefficienten  a,  ß,  y,  d  können  nun  so  bestimmt  werden, 
dass  das  zweite  und  vierte  Glied  verschwinden,  also  die  Function 
/"(J,  rf)  die  kanonische  Form 

Ä^' +  B^'fi' +  Cff 
annimmt.    Man  setze  also 

{aa^-i--Ma'y  +  3cay'+dy')ß  +  (ha^+3ca^y  +  3day'+ey')d=0, 
^^^'   laß^-\-3hß'd+Scßd'+dd"^)a  +  (bß^+3cß''d-{-?jdßd'+cd^)ß=0. 

Durch  Elimination  der  ersten  und  letzten  Glieder  dieser  beiden 
jGleichungen  erhält  man  zunächst  die  beiden  anderen 
[aaß  +  h{ad  +  ßy)  +  cy8](aä  +  ßy)  +  2\J)aß  +  c{a8-{-ßy)  -\-dy8\y  d=0, 
\caß  +  dlaö  +  ßy)  +  ey8]{ad  +  ßy)  +  2[haß  +  c{^a8+ßy)-^eyd']aß  =  0. 


*)  Zerlegung  der  homogenen,  quadratischen,  kubischen  und  biquadratischen 
Functionen  zweier  Veränderlichen  in  Factoren.  Trier  1855.  Man  vergleiche 
auch  Zeitschrift  für  Math.  u.  Phys.  XXI.  364.  1876. 
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Diese  lassen  sich  in  folgende  Doppelgleichung  zusammenfassen : 
jy  aaß-\-b(aS-{-ßy)-{-cyS  __  buß+ciad-{-ßy)-]-dyd  _cccß-{-d{aS-\-ßY)-\-eYd 

Wird    der  gemeinsame  Werth   dieser  drei   Quotienten  mit  —  2A 
bezeichnet,  so  entsteht  folgendes  System  von  linearen  Gleichungen : 

accß  +  h{ad  +  ßy)  +  (c  +  2X)yd  =  0 , 

V.  haß+  (c  -  l)(ad  +  ßy)+  dyd  =  0, 
(c  +  2A)ccß+               cl(ad  +  ßy)+  eyd==0. 

Hieraus    ergibt    sich  nun  zui'  Bestimmung  der  Grösse  X  die 
Gleichung 

VI.  -  4A^  +  J4. .3  —  J4, 3  =  0, 
welche  wir  bereits  früher  kennen  gelernt  haben. 

Die  drei  Wurzeln  derselben  sind 

Nach  Einsetzung  eines  dieser  Werthe  können  die  Gleichungen  V. 

zur  Bestimmung  der  Quotienten  —  und  j  dienen.  Es  «ntsteht  durch 

paarweise  Verbindung  derselben 

VTTT   "_J_^ hc  —  ad-\-2bX cd  —  he-i-2dX'  {c-\-2X)-—ae 

V  iil.  -+  -^  —  p-_  ac  -f  fä ~  ""  C--  M+;i(c-2  ^)  ~"       h{c-{-2X)-ad ' 


VII. 


IX 


a      ß  _c-^  — &c;4-X(c  — 2A)_      ^^— ce  +  eX      ^  (7(c  +  2X)  —  ;;e 
y'd~        l■2_^^^^^J^^       —  c^_i,cl-\-X{c-2X)       bic-\-2X)  —  ad 


Setzt  man  der  Kürze  wegen 

h{c-\-2X)  —ad  =  Ä„ 

(c  +  2A)2—  ae  =2B,, 
f7(c  +  2A)   —he  =C,, 

so  ist  nach  §  121 

Matthiesseu,  Gruudztige  d.  ant.  u.  mod.  Algebra.  45 
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a 


^  y        A-\-B,+y-D, 


(3  _       i>\  +  fi  +  ]/-_A  . 

^  ^1  +  ^1  ±  V-  A 

Hierdurch  sind  die  Coefficienten  «,  ^,  y,  8  hinreichend  be- 
stimmt^ da  alle  Glieder  von  f{^,  rf)  nur  die  Quotienten  —  und  J 
enthalten. 

Durch  Anwendung  der  Gleichungen  V.  kann  man  dem  Coeffi- 
cienten von  1^7^^  eine  sehr  einfache  Gestalt  geben.     Es  ist  nämlich 

. = 6  [{aaß  +  h[ad  +  ßy]  +  cyd)aß  +  (baß  +  c[ccd  +  ßy]  +  dyd){aö  +  ßy) 
+  {caß  +  d[ad  +  ßy]  +  eyd)yd]  =  (M{aö  -  ßyf . 

Die  vorgelegte  Function  f(x,  y)  ist  also  dargestellt  als  Function 
zweiten  Grades  von  den  Variabein  |^  und  tj^  in  der  einfachen  Form 
XI.    f{x,  y)  =  f{a,  y) .  I*  +  6A(«Ö  -  ßr^rf  +  f{ß,  Ö)t . 

Dieselbe   kann   also  nach  §  121   in  Factoren   zerlegt  werden. 
Um  aus  dieser  Darstellung  eine  Formel  für  die  Auflösung  der  bi- 
quadratischen   Gleichung   herzuleiten,    gebe    man    den    Functionen 
/"(«,  y)  und  f{ß^  ö)  eine  andere  Form.    Es  ist  zunächst 
f(a,y)=={aa^+?>ha^y+?>cay^+dy'')a  +  Q)a^-^'^ca^y-\-?>day^-\-ey^)y, 

und  es  ergibt  sich  hieraus  durch  Anwendung  der  ersten  Gleichung 
in  III: 

f{a,  y)  =  "-^-^-^  (aa'  +  Ua^y  +  ^cay^  +  dy^) 

=  ^Py  |-(^^^2  _(_  2lay  +  cy^)a-\-  (ha'  +  2cay  +  dy')y]' 

Dazu    erhält  man,    wenn    man    die    erste    Gleichung    in    dem 
System  V.  mit  a^  die  zweite  mit  y  multiplicirt  und  dann  beide  zu 
einander  addirt, 
(aa'  +  2bay  -f  y')ß  +  (ha'  +  2cay  +  dy')ö  =  -  X(ad  -  ßy)y , 

Demgemäss  ist 

=  (--?^-)'  ([««  +  ^rW  +  [''«  +  'y^r  -  Ar)  ■ 

Mit  Benutzung  der  ersten  Gleichung  in  dem  Systeme  V.  geht 
die  Gleichung  über  in 
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fi.'^,  y)  =  ^^^^P^{[au  +  hy-\[ad  -  (Jrf  -U/S). 

In  ähnlicher  Weise  kann  man   für  ({a,  y)  und  entsprecbend 
aucli  für  f{ßj  ö)  folgende  Systeme  von  Gleichungen  bilden: 

XII  a.  ^  -f{cc,Y) 

=  ^^^Jp^  [3A/3r  +  (ia  +  er  +  2Ay)(«<J  -  ^y)] 
=  ^^^^  [3A«^.J  -  (rfr  +  fi«  +  2A«)(«*  -  ^j.)] 

xiib.   ■  -m,s) 

=  ^^^^  [ä^yä'  +  {aß  +  bd){ad  -  ßrn 

=  (!1^=M!  [3;.„ö2  _  (j^ß  ^  ,5  ^  2Ad)(«d  -  /Jy)] 

=  ~^'  l^'-ß'r  -  (da  +  cß  +  2Xß)iccä  -  ßy)] 


a-y 
{aS-ßyy 


[SXaß^  —  {ed  +  dß){ad  —  ßy)]. 


Die  Darstellung  XI.  der  Function   vierten  Grades  geht  durch 
Substitution  der  ersten  Werthe  von  f(a,  y)  und  f{ß,  ä)  über  in 

fix,y)= -(,,--, .J\Sl~(a0,+  b)i,-.',)](y^y+6li^-,,y(yi.driy- 

cc  6  .  . 

WO  ^1  für  —y  02  ^^^  ^  gesetzt  ist.    In    dieser  Darstellung   ist  die 

Summe  der  Coefficienten 

XIII.  -  (z—  0,)'[3A  -  {az, + h)  (z,  -  ^,)  -  6  A  +  3 A  +  iaz,+b)(z,  -z,)] 

=  a{z,  —  z,;)\ 
und  die  Discriminante  der  quadratischen  Function  ist  gleich 

XIV.  (h-  —  ac  +  aX){z,-  z^)'. 

Durch   Anwendung   dieser    Reductionen    ergibt    sich  zunächst 
nach  §  121,  (7): 

fix,  y)  =  ^^^  [{az,  +  V)f^  -  (az,  +  h)d'~rfr 

r  -  (IL^  (h-^  -ac  +  ca){f^-^  -  d^ff, 

und  hieraus  folgt  weiter  die  Factorenzerlegung: 

4ö* 
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X  [{a^,+h+yb^^^+^xyy^—{a0,+h+  yW^a^Vlförj] 

X  [{a0,+h--yh^~-ac+alfy^  +  {a0,+h—yb'-ac+axydr]] 

X  [{a0,+h~y¥^~c+alfy^-{a0.,+h—yU'-ac+aiy^      . 
Setzt  man  nun  in  Berücksichtigung  von  IL 

SO  geht  der  erste  Factor  über  in 

(az,  +  b  4-  yW—  ac  -\-  a^Y  —  (az.,  -\-b -\-]/b'' -  ac -{-  aXf 

_____       ____    .  -  ^ 

z^iaZi-^-b  -\-  Yb^—  ac  +  al)^  —  Zi  (az^  -{-b  —  "j/ö'-*  —  ac-\-  aX)^ 

____  ^       .  y 

aa;j^\ß)j^yj)^-ac-\-^)-\.(az^-\-b-\-yb^—ac^^Y 

(az.-i-b-^  Yb'  —  ac-^-cay  +  {az,  +  Z>  +  Yb'' -  ac -j- axf 
Durch  einige  Umformungen  erhält  man  noch  für  den  speciellen  Wur- 
zelwerth  A  =  A^ 

{as^  +  h  -{-  yy^  —  ac  -{-  aX^  {az^  +  ^  +  yi>^  —  ac  -\-  al^ 

=  2(?>^  -  ac)  —  a\  +  --/,===-- 

yb^  —  ac  +  ö^'''! 

=  (62  —  ac  +  a  A2)  +  (?>^  —  ac  +  «/I3)  +  2l/(P-'ac+^2X^'^— ac+aA^) 

=  []/62  —  ac  +  alg  +  y^^  —  ac  +  al^\ 

Der  erste  Factor  von  XV.  ist  demnach 

^^jj    ax-\-{b  -\-  yb^  —  ac-\-aXi  +  Yb'^ —  ac-\-aX^  -{-  Yb^  —  ac-\-aX^ii 
^  V 1.  ■ ,1  — X'  7 

worin  die  drei  Wurzelgrössen  der  Gleichung 


XVII.  yV^  —  ac  -\-  aX^ .  yir  —  ac-\-  aX.^ .  yV^  —  ac-\-  aX, 


=  —  ~(2b^  —  3ahc  +  a'^d). 


Für  die  drei   andern  Factoren,    welche    in    XV.  vorkommen, 
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erhält  man  Quotienten,  deren  Dividenden  aus  dem  Ausdrucke  XVI. 
hervorgehen,  wenn  man  in  üebereinstimmung  mit  der  Bedingung 
XVII.  die  Vorzeichen  der  Wurzelgrösseu  abändert,  d.  h.  jedesmal 
zwei  in  die  entgegengesetzten  umkehrt.  Der  Divisor  in  XVI.  und 
die  drei  anderen,  welche  ähnlich  gebildet  sind,  setzen  ein  Product 
zusammen,  welches  gleich  «^(^^^  —  z.^-  ist.  Dadurch  geht  die  Fac- 
torenzerlegung  XV.  über  in 

XVIII.  fix  y)  = 

Ol 

X  [ax + (6  +  yb^  —  ac+al—yb''  —  ac  +  aX.,—yb^—ac+al^)  y] 
X  [ax-\-  (b—yb^  —  ac-\-aXj^-\-yb^  —  ac-\-aL—yb-—a€-{-aX^)y] 

Werden  nicht  die  ersten  Werthe  von  f(a,  y)  und  f{ßj  d)  aus 
XII.  in  die  Darstellung  XI.  eingesetzt,  sondern  die  letzten,  so  er- 
hält man 

XIX.  ax,y)  = 

-^  [ey  +  {d+ ycP  —  ce  +  eX,+ycP—  ce  +eL+ycT'—ce+eX^)x']    ' 

X  Icy  +  (ß+  yd^  —  ce  +  e^i—yd"  —  ce  +  eX.,~yd'-ce+el^)x] 
X  [ey+{d—y(f^^ce~+eX,+y(P  —  ce  +  eX^—yd'—ce+el^)x] 
X  by  +  [d  —  y^'  —  ce  -\-eX^—yd^  —  ce-{-eX^+yd;'—ce+ek^)x\  . 
Die  drei  Wurzelgrössen  genügen  hier  der  Gleichung 

yd'—ce  +  eX^y^—ce+eLyyd'-ce+el.  =  ^{2d^—?>cde-^be') . 

Auch  die  übrigen  Darstellungen  der  Grössen  /*(«,  y)  und  /"(/S,  d), 
welche  unter  XII.  angegeben  sind,  können  zur  Herleitung  einer 
Auflösungsformel  der  Gleichung  f{x,y)  =  0  angewendet  werden; 
insbesondere  gelangt  man  durch  Einsetzung  derjenigen  Ausdrücke, 
welche  die  Differenz  c  —  l  enthalten,  zu  einem  Resultate,  in  welchem 
die  Coefficienten  a  und  e,  b  und  d  symmetrisch  vorkommen. 

Durch  Umformungen,  welche  den  oben  ausgeführten  ähnlich 
und  deshalb  dem  Leser  überlassen  bleiben,  entsteht: 

XX.  ^  = 

y 

[—  (c  —  l)a^  —  (d  —  V(P—  ce  -fa)^y  Y±[—{c—X)aß-{d—Vd.-'-  ce-{-eX)a8  f 

[{c—X)y8^{h  +  yh^-ac+al)a8f-±[{c-X)y8-J^{h^yh^-ac-\-al)ßyf, 
eine  Formel,  welche  schon  zwei  Wurzeln  der  Gleichung  f{Xj  y)  =  0 
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darstellt,  und  auch  die  beiden  andern  liefert,  wenn  gleichzeitig 
die  Vorzeichen  von  Yb'^  —  ac-\-  aX^  und  ]/fF  —  cc  -f-  cA^  in  die  ent- 
gegengesetzten verwandelt  werden.  Setzt  man  unn  noch  die  Werthe 
von  a,  ß,  y,  d,  die  sich  aus  X.  in  derselben  Weise,  wie  bei  den  kubischen 
Functionen  ergeben,  in  die  letzte  Formel,  so  erhält  man 

XXL      -  -  = 

2/ 

Die  vorangehenden  Entwicklungen  setzen  voraus ,  dass  im  All- 
gemeinen  ad  —  ßy   von  Null  verschieden   ist,   weil  man  sonst  zu 

dem  Resultate  —  =  ~~  =  ~F  gelangen  würde.      Es    ist  aber,    wie 


aus  VIII.  und  IX.  hervorgeht,  —    die    Wurzel    einer    bikubischen 

Gleichung,  deren  Goefficienten  Functionen  von  a,  h,  c,  d,  e  sind. 
Man  wurde  also  die  Unbekannte  x  bestimmen  können  durch  Auf- 
suchung des  gemeinschaftlichen  linearen  Factors  dieser  beiden  Po- 
lynome. Ist  in  einem  speciellen  Falle  ccö  —  ßy  =  0,  so  gelten 
demnach  die  Formeln  XVIIL,  XIX.  und  XXL;  jedoch  nimmt  letztere 

den  unbestimmten  Werth  —  an. 

Die  Differenz  ad  —  ßy  wird  aber  nur  gleich  Null,  wenn  sicli 

in  den  Systemen  VIII.  und  IX.  für  die  Quotienten    -  und  ~  gleiche 

Werthe  ergeben;  alsdann  ist  zugleich 

(hc-ad+2hiy-4(h^~ac  +  al)[c'—hd+X(c~~2X)]===0, 

XXIL    lcd—he  +  2dXy-4:ld'-ec  +  eX)[c'-bd+xlc-2l)]  =  0, 

[(c-f  2lf—  aef  —  A{hc  —  ad+2hX){cd  —  he+  2dX)  =  0. 

Wird  aus  zweien  dieser  Gleichungen  oder  aus  einer  derselben 
und  der  Gleichung  VI.  die  Grösse  l  eliminirt,  so  wird  die  Discri- 
minante  D^  =  0,  wodurch  die  Bedingung  ad  —  ßy  =  0  in  den 
Goefficienten  der  Function  f(oo,y)  ausgedrückt  ist. 

Bestimmen  nun   aber  die   Gleichungen  VIIl.  und  IX.  gleiche 

zusammengehörige    Werthe    von  —  und  -|,    so    genügen    dieselben 

Werthe  auch  den  Bedingungen  III.  und  diese  gehen  dadurch  beide 
über  in  die  Gleichung 
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f{a,Y)  =  0, 
welche  wegen  ihrer  Entstehung  zwei  gleiche  Wurzeln  hat. 

Aus  diesem  Grunde  sind  dann  auch  zwei  lineare  Factoren  von 
f{x,  y)  einander  gleich,  und  zwar  ist  das  Product  dieser  Factoren 
dargestellt  durch  die  quadratische  Function 

welche,  gleich  Null  gesetzt,  die  gleichen  Werthe  von  —  und  -^    als 
Wurzeln  ergibt.    Es  wird  dann  sein 

fXx,  y)  =  (Ax'  +  2B,xy  +  C,f)iLx'  +  2Mxy  +  Nf). 
Für  die  Coefficienten  L,  231,  N  findet  man  leicht 

so  dass  also  die  Factorenzerlegung 
XXIII.  f{x,  y) 

=  {Ax'  +  2B,xy  +  C,f)  (J^  ^^  +  2  '^  xy  +  -^  f^ 

entsteht. 

Es  ist  bemerkenswerth,  dass  die  Gleichung  f{a ,  7)  =  0  gleich- 
zeitig die  Bedingung  dafür  angibt,  dass  die  Gleichungen  YIII.  und 
IX.,  die  Gleichung  ({x,  y)  =  ^  ^^^  die  Gleichung  VI.  zwei  gleiche 
Wurzeln  enthalten.    Ist  D4  =  0,  so  sind  die  Wurzelwerthe  von  VI: 

durch  deren  Zuziehung  die  Systeme  XVIII.   und  XIX.  vereinfacht 
werden. 

Aus  der  Doppelgleichung  IV.  combinirt  mit  VI.  lassen  sich 
die   Coefficienten   a,  /3,  7,  d   einerseits   herleiten.    Man  kann   aber 

o 

auch   die  Summe    ad  4-  ßy  eliminiren  und  das  Product    -  • -?  be- 

y      o 

rechnen  aus  der  Resolvente  XXI  ;^.: 

{2h^  —  3ahc  +  a^d)a^ß^  —  {2¥d  -  3acd  +  abe)a'ß''yö 
—  (2hd'  —  3hce  +  ade)aßfd'  +  {2cP  -  3cde  +  he')y^d''  =  0. 
Weiter  ergibt  sich  dann  aus  IV.  die  Beziehung  zwischen  Summe 
und  Product 

^     ,      ^  aa-ß-  —  cy'^8'^ 

ad  -\-  ßy  =  -j-^ rSr-, 

'     '^'  haß  —  dyd    ^ 

welche  zur  Berechnung  von \-  ^  oder 1-  ^     dient,     so    dass 
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daraus  die  Werthe  von  a,  ß,  y^  8  in  die  Form  XI.  eingesetzt 
werden  können. 

Es   scheint   Heilermann   entgangen   zu   sein,    dass  man  die 

OL  ß  . 

Quotienten  —  und  -^  nicht  bloss  mittels   der  Resolventen  XXI 7^. 

und  XXII  y. ,  d.  i.  der  Gleichungen  ihrer  Summe  und  Producte,  be- 
rechnen kann,  sondern  dass  sich  auch  aus  den  Systemen  VIII.  und 
IX.  die  bikubische  Resolvente  XXXI  ;^.  d.  i.  die  bikubische  Cova- 
riante  der  Function  /"(a,  y)  herleiten  lässt,  welche  die  Werthe 
einzeln,  aber  auch  in  drei  zusammengehörigen  Paaren  liefert,  da 
man  diese  Resolvente  in  drei  quadratische  Factoren  zerlegen  kann, 
wie  in  §  217,  7  gelehrt  worden  ist.  Dass  die  Covariante  C^^q  in 
der  neuern  Algebra  eine  hervorragende  Rolle  spielt,  werden  wir 
weiter  in  dem  folgenden  Paragraphen  erkennen. 

§  264.    Die  Formeln  von  Ar on hold*). 

Im  Jahre  1856   gab   A ronhold  folgende   elegante  Auflösung 
der  biquadratischen  Gleichung 

a^^  +  Ux^  +  Qcx'  +  Adx  +  e  =  0  . 
Berechnet  man  die  Determinanten 


1),     c+2k 
c  —  A,       d 
d,  e 


cc 


+ 

a, 

h 

C  +  2A, 

+ 

a 
h 

+ 


=  V^  —  ac  -{-  aXy 


so  ist  z/  =  0  eine  kubische  Gleichung  von  der  Form 

welche,  wegen  des  fehlenden  zweiten  Gliedes,  direct  durch  die  Car- 
danische  Ree^el  aufgelöst  werden  kann.    Sind  nun  |  ,  - 1  ,   (  ~^— |  , 

(^r-\     die    Werthe    der    zweiten    Determinante,    welche    den    drei 
Wurzeln  dieser  Gleichung  entsprechen,  so  ist 


x  = 


4(-»±i/(if),±nw).±m)j' 


*)  Aronhold,  Bemerkung  über  die  Auflösung  der  biquadratischen 
Gleichungen.  Crelle's  Journal,  LH.  S.  95.  1856.  Man  vergleiche  auch 
C  leb  seh,  Theorie  der  binären  Formen.    §  87. 
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WO   die  ziisammengellörigen  Zeichen  so  zu  nehmen  sind,  dass  ihr 
Product  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  von  der  kubischen  Variante 

erhält*). 

Noch  allgemeiner  hat  man  für  beliebige  Werthe.  von  |  und  1]: 

^  —  xri 


woraus  der  obige  Werth  von  x  folgt ,  wenn  |  =  1 ,  rj  =  0  gesetzt 
wird.    Für  |  =  0,  rj  =  1  erhält  man  den  Werth 


wo  die  Vorzeichen  so  zu  wählen  sind,  dass  das  Product  der  Wur- 
zelgrössen  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  der  kubischen  Retro- 
variante 

Y'^^==2(P  —  3cdc  +  l)e'' 
erhält. 

Aronhold  veröffentlichte  diese  Formeln  ohne  Beweis,  weshalb 
wir  einen  solchen  hinzusetzen  wollen.  Wir  bemerken  vorab ,  dass 
Clebsch  (1.  c.)  die  Formel  kürzer  in  folgender  Form  typisch  darstellt, 
wobei  wir  die  von  uns  eingeführte  Bezeichnung  (§  189)  befolgen : 

Hierin  sind  z^^  und  0.^  willkürliche  Grössen  und  es  ist  gemäss 
§  217,  7 

i±9)-{±t)-{±X)  =  -\Ci,e. 
Setzen  wir  der  Kürze  wegen  —  =  ^,  und  bilden  die  Co  Variante 


*)  Diese  schärfere  Bestimmung  gibt  Aronhold  nicht,  sondern  er  sagt 
nur,  das  Product  müsse  positiv  werden,  was  bekanntlich  nicht  immer  der 
Fall  ist. 
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32 

Ci^Q{^)  der  Function  f(0),   so  lässt  sich  -^d,  6(^)in  folgende  qua- 
dratische  Factoren  zerlegen: 

Diese  Factoren  sind  also  der  Reihe  nach  +  4  ^-^,    +  4  ^^ , 
+  4  ^-^  •    Dividirt  man  die  Ausdrücke  durch  4  und  bezeichnet  x, 

allgemein  mit  x^  so  erhält  man  durch  Addition  derselben  und  durch 
Multiplication  mit  a: 

oder,  was  dasselbe  ist, 

-  («^+  hy  +  (Sc+  ^  +  ^)^  +  (cl+  ■-)  =+  9''(^)  +  *(^)  +  Z W- 

Diese  Ausdrücke  verwandeln  sich  aber  sofort  in 

--—— ^_^ ==  ±  9p  (^)  ±  ^  l^)  ±  ;^(^)  • 

Es  handelt  sich  nur  noch  darum,   die  Ausdrücke  (fj  tp,  %  umzu- 
formen.    Nach  dem  Früheren  ist 


i>i0)==^Vxj(/)j-_c^,(/), 

und 

Xfi^)  —  Ci,i{^)  =  aX^'  +  4&A^^  +  6cXz'  +  Adlz  +  el 

—  {ac  —  ?>2)^  —  2{ad  —  hc)^^  —  (ac  +  2hd  —  3c')s' 

—  2 (6c  —  cd)^  —  (ce  —  d^)  . 

Vereinigt  man  nun  die  Coefficienten  gleicher  Potenzen  von  ^, 
so  resultirt 

■■={W~ac  +  aX)s^  +  2{hc—ad+2})Xyz^  —  (ae  +  2hd-?>c'  —  QcX)s'' 
-f  2{cd  —  he  +  2dl)z  +  id'  —  ce  +  eX) 

Setzt  man  jetzt  wieder  —   an  die  Stelle  von  z,  so  erhält  man 
die  Formeln  von  A ronhold. 
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§  265.    Die  Formeln  von  Eisenstein*). 
Die  allgemeine  biquadratische  Gleichung 

ax''  +  4hx^  +  6cä;-  +  Adx  +  c  =  0 
hat  die  Wurzelwerthe 

^1  =  I  [-  &  +  9(r)  +  9W  +  <p(^h 
x,  =  ~[-b  +  ^(y)  -  ^W  -  (p{e)] , 

x^^-l-h  —  cp{y)  +  (p{d)  -  (p{£)] , 
x^  =  ~[—h-  (p(y)  -  (p{d)  +  (p{s)\ . 
In  diesen  Ausdrücken  gelten  die  Relationen 

y  =  h'  —  ac  +  ^a[     t(i)+       Hv)]> 

e  =.  b'  -  ac  +  Y  ^t^^^(^^  +  ^i  ^  (n)]\ 
und  hiervon 

S=--74,3  +  |9'(-3Ä), 

'?=-J..3-|g>(-3Ä). 

Zur  Bestimmung  der  zusammengehörigen  Werthe  dienen  die  beiden 
Gleichungen 

(p(y)  .  (p(d)  .  cp[e)  =  —  \V^, 

§  266.    Methode  der  Factorenzerlegung  biqnadratischer  Gleichungen 
nach  Cayley  und  Clehsch**). 

Wir  folgen  hier  der  Darstellung^  welche  der  Letztere  von  dieser 
Methode  gegeben  hat. 

*)  Eisenstein,  Allgemeine  Auflösmig  der  Gleichungen  von  den  ersten 
vier  Graden.  Crelle's  Journal.  XXVI.  S.  81.  1844:.  Man  vergleiche  auch 
oben  §  190 

**)  Cayley,  Fifth  Memoir  upon  Quantics.     Phil.  Trans,  vol.  148,    Lon- 
don 1858. 

Brioschi,  Sur  une  formule  de  Cayley.   Crell e 's  Journal.  LIII.  377.  1856, 
C  leb  seh,  Theorie  der  binären  algebraischen  Formen.  §  46. 
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Unter  der  Voraussetzung^  dass  die  Discriminante  D.  von  Null 


verschieden  ist^  führen  die  bekannten  Gleichungen 


^ 


yxj-c,;,, 


zur  Auflösung  der  Gleichung  vierter  Ordnung 

In  Folge  dieser  Gleichung  hat  man 

/  :  {j4,^  4  ==  l  '.  k  y 
und  daher^  wenn  (>  einen  unbestimmten  Factor  bezeichnet, 


t  ==  Q  yi^2  —  ^ } 

Es  seien  nun  s  und  rj  die  Hauptgrössen  in  der  Function 
Icf —  lCi,4,  und  ^1  :  7^1  ein  Wurzelwerth  derselben,  so  ist  jeder  der 
Ausdrücke  cp^  tj  X  6"i6  quadratische  Function  von  ^^  und  tj^,  also 
allgemein 


^yn, 


Setzen  wir  die  hieraus  berechneten  Werthe  von  0^^,  z^t}^,  ri^ 
in  die  linke  Seite  der  Identität 

ein,  so  erhalten  wir  rechts  das  Quadrat  eines  linearen  Factors  von 
Ivf  —  l  Cjl,  4 .  Indem  wir  aber  aus  den  vier  vorangehenden  Gleichungen 
^i^p  ^i'Hi  ^^^  ^1^  eliminiren,  erhalten  wir  die  Determinante 


A     7, 

-ST]    d^ 


^yix^  —  iv 


Q  yUg  —  h 


9  ]/?  A3  —  Je 


=  0, 


oder  entwickelt 
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in-i  —  ^ViY 


^1     ßl  ?! 

«2    ßi  7-2 

^3    ft  73 

ßl     7i 


3         ß3       73 


-\--Vih 


«2         ß'Z       72 
«3        A       73 

l. 

Ic. 

«1 

«2 

ßl     7i 

ß2       72 

—  ZI]  z^ 

• 

Die  drei  Determinanten  rechts  entstehen  aus  der  Determinante  links, 
indem  man  immer  eine  Reihe  von  Coefficienten  durch  if^  — Br\^s^ 
ersetzt.  Die  vordere  Determinante  lässt  sich  in  symmetrischen 
Functionen  der  Wurzeln  von  f  =  0  oder  auch  in  den  Coefficienten 
ttj  hy  c,  dj  e  der  Function 

f=(a,  h,  c,  d,  e){x,  yY 
ausdrücken.    Es  ist  nämlich 

-'m.''-(Ar''^m/'>'~m.'-'^m.^-- 

Jeder  der  biquadratischen  Ausdrücke  rechts  ist  ein  vollständiges 
Quadrat,  so  dass  die  Coefficienten  der  drei  Glieder  der  Quadrat- 
wurzel 

leicht  bestimmt  werden  können.  Erhebt  man  diese  zum  Quadrat 
und  setzt  beiderseits  die  Coefficienten  einander  gleich,  so  resultiren 
daraus  die  Relationen: 


«"  = 


4^2  _f_  2ay  = 


f=. 


de  ' 
d_d 

de ' 

d_j 

dl' 

da 


Man  erhält  a  durch   die  Quadratwurzel   aus 


I 


de 


dann  ß  durch  a 
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d^j 


dj 


und  -K-T,  endlich  y  durch  die  Quadratwurzel  aus  -k— ;    die  übrigen 


da 


Gleichungen  müssen  dann  von  selbst  erfüllt  sein.  Demnach  ist  (§  79.  d) 

Die  Werthe  von  ^  und  ;|j  erhält  man,  indem  man  die  Indices  verän- 
dert.   Die  Determinante  wird  auf  diese  AVeise: 

I 


vi~)  {—) 

1    Y  \ddli  \dhli 


=l/^ 


V  \delo  \da). 


==  2(A,  -  k,)  {X,  -  A3)  (A3  -  A,)  =  yjl  2  -  27  J4!  3  ; 
d.  h.  gleich  der  halben  Wurzel  aus  der  Discriminante  der  Function  f. 
Die  drei  andern  Determinanten  findet  man  mit  Berücksichtigung  der 
Gleichung   • 

1 


K 


/gz/X       /d^\       (dd\    _ 

der  Reihe  nach  gleich 

(A3  — A,)9),     (A,  — Ag)^,     (^2  — ^i)z. 
Demgemäss  ist 


2q 


(A3  -  A,)9)  yu,  -h-i-  (A,  -  A3)  t  yn,  -  Ä 


Man  sieht  also,  dass  die  Bestimmung  des  linearen  Factors  (rj^^ — ^^J 
oder  (rjz)  immer  möglich  ist,  wenn  nur  D^  von  Null  verschieden 
ist,  und  dass  man  auf  der  rechten  Seite  einen  Ausdruck  erhält, 
welcher  nothwendipj  das  Quadrat  einer  linearen  Function  ist. 
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Für  die  Auflösung  der  Gleichung 

ist  nöthig  das  Quadrat  des  linearen  Factors  der  Gleichung  zu 
kennen,  indem  die  Verhältnisse  von  ^j",  ^iVd  Vi^  ^^^  ^^so  auch 
^1  :  7}^  dann  bekannt  sein  werden.  Man  braucht  also  nur,  indem 
man  die  linke  Seite  der  gefundenen  Gleichung  (von  einem  gleich- 
gültigen Factor  abstrahirend)  durch 

«„^2  +  3ß,,rj  +  y„yf 
bezeichnet,  aus  jener  die  Gleichungen 

z;^  =  a„  ,    2,7],  =  —  /3„ ,    71^  =  y„ 
abzuleiten;  der  Quotient 

£i  c=—  ^  =  _  fc 
n,  ^„  y,, 

ist  dann  eine  Wurzel  der  vorgelegten  Gleichung. 

Man  kann  nun  die  Factorenzerlegung  der  biquadratischen 
Function  auf  eine  Identität  reduciren,  welche  vier  lineare  Factoren 
enthält,  nämlich 


wobei  noch  für  (p,  ip,  %  die  Werthe  einzusetzen  sind.  Es  handelt 
sich  nur  noch  um  die  Bestimmung  der  Constante  31.  Dazu  genügt 
es,  in  die  obige  allgemeine  Gleichung  ein  Werthsystem  2,  rj  ein- 
zuführen, für  welches  eine  der  drei  Formen  cp ,  ^',  %  verschwindet 
z.  B.  cp.    Dadurch  reducirt  sich  die  allgemeine  Gleichung  auf 

3iQcf-  IC,,,)  =  (A,  -  x,y  r  {n,  - 1)  -  {k,  -  x,f  f  (IX,  -  h) . 

Zugleich  wird 


und  daher,  wenn  man  dies  in  die  vorhergehende  Gleichung  einsetzt, 

jf(s  -  n,)  =  (A,  -  i,r-t'{n,  -  A)  -  (A,  -  hYx'Qh  -  A-) 

=  -  4(A,  -  A,)  (X,  -  K,)  {k,  -  AJ  =  -  yi^ . 
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Aus   dem   Vorhergehenden  sieht  man,  dass   sobald  J)^   nicht  ver- 
schwindet, die  vier  Lösungen  der  biquadratischen  Gleichung 

aus  den  vier  Gleichungen 


0  ==  {i.^-x.:)ip-\/k-n,±{x,-k,)ipyh  -  n,±{x,~k,)iyh-n, 

gefunden  werden,  deren  Glieder  Quadrate  linearer  Ausdrücke  von 
12  sind.  , 

Die  vier  Wurzeln  sind  immer  verschieden,  ausgenommen,  wenn 
l  =  11  oder  zwei  X  gleich  werden.  Denn  sollten  zwei  gleich  werden, 
etwa  die  dem  ersten  und  vierten  Factor  entsprechenden,  so  müssten 
die  Gleichungen 

__9^  =  0,  

(A3  -  X,)tVl^  -  IX,  +  (A,  -  X,)  xVk-lX,  =  0 
bestehen.    Es  genügt  nachzuweisen,  dass  eine  z.  B.  die  zweite  nicht 
bestehen  kann.    Es  ist  nämlich,  wie  oben  gezeigt  worden  ist,  für 
(p  =  0:  

t=y{x;^x,)f,  x  =  vih-^i)f\ 

folglich  der  zweite  Ausdruck 

T=  yf[(x,--x,)  yi^T,  ykzrü~^(x,-\)yx,-x,  yk-ixj 
■=—VfVh — ^1  V^i — h  [j/ÄT^y^— u^ + yx,—x,yjc—ixj = 0 . 

Demnach  müsste,  da  f  nicht  gleich  Null  ist,  weil  sonst  ebenfalls 
^  und  X  verschwinden  müssten,  einer  der  übrigen  Factoren  Null 
sein,  d.  h.  es  müssten  entweder  zwei  X  einander  gleich  oder 

yx,  —  A3  yk — IX,  +  ]/Ai  ^  X,  yk  —  ix^  ==  0 

sein.    Hieraus  würde  folgen 

(Ai  ~  A3)  (k  -  a,)  -  (Ai  -  A,)  {k  -U,)  =  (A,  -  A3)  {k  -IX,)  =  0, 
und  dies  könnte  nur  geschehen,  wenn  gegen  die  Annahme  entweder 
X,  =  A3  oder  k  =  IX,  wäre. 

§  2G7.    Methode  der  Zerlegung  einer  Mquadratischen  Function  in' 
zwei  quadratische  Factoren  nach  Clebsch*). 

Auf  die  Resolvente  XXX ;/ 


z/ 


a,  h,      (c  +  2A) 

b ,  (c  —  A) ,       d 
(c  +  2A),      rZ,  e 


+ 

^    13       I        T  1  7 

4,3 


=  -  4A^  + J4,2A  -  J, 


'")  Clebsch,  Theorie  der  binären  algebraischen  Formen.    §  47. 
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der  biquadratischen  Gleichung 
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f=(a,  h,  c,  d,  e){x,  yf  =  0 

wird  man  noch  auf  eine  andere  Art  geführt,  indem  man  direct  die 
Aufgabe  zu  lösen  sucht,  die  Form  f  in  zwei  quadratische  Factoren 
zu  zerlegen,   wie  es  in   elementarer  Weise   zuerst  von  Schooten 
(§  202)  ausgeführt  worden  ist. 
Setzt  man 

so  erhält  man  nach  Entwickelung  dieses  Products  durch  Yergleichung 
der  beiderseitigen  homologen  Coefficienten 

(1)  6c  =  (.,7, +  4^,/3, +  «,7.,, 

Führt  man  nun  eine  Hülfsgrösse  A  ein,  so  dass  die  mittelste  dieser 
Bestimmungsgleichungen  in  die  beiden 

«i72  +  /'i^2  =  2c  +  4A, 
4:ßJ,  =  4c  —  4.?., 

'  zerleg-t  wird,   so  findet  man  l  aus  der  Bemerkung,  dass  die  Deter- 
minante 

ß^a,  +  a^ß^, 
AA  +  ftft, 
ßiV-z  +  yiky 


«i?'2  +  7i«2; 
«1 

A 

7i 


«2 
^2 


y^a,  +  a^y, 

riß-2  +  ßiV2 
rir-2  +  ^1^2 

a.     Oi 


7-2 


ßi 

7i 


identisch  verschwindet.  Setzt  man  hier  für  die  Elemente  derselben 
ihre  Werthe  aus  (1)  und  dividirt  überall  durch  2,  so  erhält  man 
die  Gleichung  für  A : 

a  h      (c  +  2A)   + 

0  =  h      (c  —  A)       d 

+   (c  +  2A)      d  e 

Die  Zerlegung  von  f  finden  wir  ohne  Weiteres  aus  den  bekannten 
Gleichungen 

Matthiessen,  Grundzüge  d.  ant.  ii.  mod.  Algebra.  ,        46 


4A^  + J4,2A  — J4, 
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(2) 

Es 

ergibt 

sich 

^4,4 
^4,4 
^4,4 

daraus 

-hf 

-Kf 

(X- 

-f. 

r's^i 

{^ 

^3    -   A, 

-  ;t)  (qp  +  ;k) 

\^) 

-^1 

(^ 

h    -    K 

Die  Auflösung  der  Gleichung  f  ==  0  ist  also  darauf  reducirt, 
dass  ihre  vier  linearen  Factoren  die  gemeinsamen  linearen  Factoren 
der  folgenden  vier  Tripel  von  Gleichungen  sind: 

1)^  —  9^  =  0,     9)  —  2  =  0,     ;^  —  ^  =  0, 
2)^-9  =  0,     9)  +  x  =  0,     ;t  +  ^==0^ 

4)i/;  +  9  =  0,     (p-j-X  =  0,     2  —  ^  =  0.. 

Diese  Gleichungen  lassen  sich  bequem  zur  Discussion  der 
Realität  der  Wurzeln  bei  einer  Gleichung  mit  reellen  Coefficienten 
benutzen. 

Hat  die  kubische  Resolvente  z/  =  0  eine  reelle  Wurzel  A^  und 
zwei  conjugirt  complexe  /lg  und  A3,  was  für  negative  Werthe  von 
Z)^  eintritt,  so  sind  ^  und  %  ihrer  Entstehung  nach  conjugirt  com- 
plex,  also  wegen 

64,0  ==  2(pii^x 
(p  reell.     Demnach  kann  man 


ijj  =z  II  -j-  v]/ —  1 ,  %  =  '^ — 'i^y —  1 

setzen,  wodurch  sich  das  System  (4)  verwandelt  in 

1)  it  —  cp  =  0  ,     V  ==  0 , 

2)  vY^^^— (p  =0  ,    u  =  0, 
i                          3)  i;l/M[  + 9  =  0,     u  =  0, 

4)  n  +  (p  =  0  ,     v  =  0. 

Da  V  und  %  keinen  Factor  gemein  haben,  so  können  ii  und  v 
nicht  zugleich  verschwinden.  Daher  ist  die  gemeinsame  Lösung 
der  Systeme  2)  oder  3)  nothwendig  complex;  die  von  1)  oder  4) 
sind  reell. 
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Bei  D^<0  hat  die  biquadratische  Gleichung  also  zwei 
reelle  und  zwei  complexe  Wurzeln. 

Ist  dagegen  D^  >  0 ,  so  hat  die  Resolvente  z/  =  0  drei  reelle 
Wurzeln  X^,  X2  und  A3.  Daher  sind  cp^,  ifj'^  und  x^  ^^^^^  ^^^  ^s 
werden  nun  zwei  Fälle  möglich  sein.  Entweder  sind  (p,  il^,  X  selbst 
reell  und  in  diesem  Falle  also  auch  alle  gemeinsamen  Lösungen 
der  Systeme  (4)  und  damit  die  Wurzeln  von  f=0.  Oder  aber 
zwei  der  Ausdrücke  q),  4',x  erhalten  den  Factor  ]/ — 1,  so  dass  etwa 


^  =  i'y-  1,    x  =  xV-i' 

hl  diesem  Falle  verwandeln  die  Systeme  (4)  sich  in  folgende : 

1)  v^Y^-9  =  o,   ^-xV^  =  o,   x-t'  =  o, 

2)  t'V-  1  -  y  -  0  ;     <p  +  xV-^  =  0,    x+i'  =  0, 

3)  ty-l  +  cp  =  0,    y-/]/-l-0,    x+t'  =  0, 

4)  ty~l  +  <P  =  0,     cp  +  xy-l=0,     x-i'=0.. 

Daher  sind  in  diesem  Falle  sämmtliche  gemeinsame  Lösungen 
der  Systeme  (4)  complex  und  also  auch  die  Wurzeln  von  f=0. 

Bei  D4  >  0  hat  die  biquadratische  Gleichung  also  ent- 
weder vier  reelle,  oder  vier  complexe  Wurzeln. 

Die  Unterscheidung  der  beiden  letzten  Fälle  ergibt  sich  ein- 
facher, wenn  man  die  Gleichung  der  Grösseti  gp-,  ip~,  XC  bildet.  Die- 
selbe ist  offenbar 

z^  +  304,4^^  +  (^Cl,,-\j,,,f^z-  \  Gl,,  =  0  . 

Diese  Gleichung  hat  stets  reelle  Wurzeln,  wenn  D^  >  0  ist; 
und  zwar  drei  positive,  wenn  f=0  lauter  reelle  Wurzeln  hat,  zwei 
negative   und  eine  positive,  wenn  f=0  lauter  complexe  Wurzeln 

hat.    Ln  ersten  Falle  muss  natürlich  (74,4  negativ,  3(71,4 — -r^^^^f' 

positiv  sein,  im  zweiten  Falle  darf  an  dieser  Stelle  kern  Zeichen- 
wechsel stattfinden,  da  das  Absolutglied  negativ  ist.  Hieraus  er- 
gibt sich  der  bemerkenswerthe  Satz: 

Wenn  D^  >  0  ist,  so  haben  die  Werthe  der  Formen 
(74,4  und  (71,4  —.^^4,2^'  bei  beliebigen  reellen  W^erthen  der 

X  entweder  stets  verschiedene  Vorzeichen  und  dann  hat 
f=0  lauter   reelle  Wurzeln,   oder  dieselben  haben   stets 

46* 


724  Vierter  Abschnitt.     Substitutionsmethoden.    V. 

gleiche    Vorzeichen,   und    dann   hat    die    Gleichung   f=0 
lauter  complexe  Wurzeln. 

§  268.    Die  kanonische  Darstellung  der  Biquadrate  nach  Clebsch 

(1.  c.  §  49). 

Im  §  262  ist  gezeigt  worden,  dass  die  Function 

fip,  y)  =  {a,  h,  c,  d,  e)  (x,  yf 
sich  auf  die  Form 

/■(«,  vW  +  6A(«(J  -  ßvffrf  +  fiß,  ö)t, 
und  zwar  bei  linearer  Transformation  auf  das  Minimum  der  nicht 
numerischen  Coefficienteh  reduciren  lässt.  Man  nennt  diese  Form 
der  Function  ihre  kanonische  Darstellung.  Aendert  man  die 
beiden  Hauptgrössen  um  passende  Factoren,  so  kann  man  die 
Function  noch  auf  die  symmetrische  Form 

bringen.     Zur    Auflösung    dieser   Gleichung    sind    dann    nur   noch 
Quadratwurzeln  erforderlich.     Es  ist  nämlich 


oder  auch,  indem  man  diese  Gleichungen  addirt  oder  von  eiuander 
subtrahirt,  darauf  durch  J  oder  r]  dividirt: 

Es  ist  nun  leicht,  hiervon  die  Invarianten  und  Covarianten  zu 
bilden.     Dieselben  mögen  bezeichnet  werden  mit 

Zunächst  hat  man 

01,4  =pq{l'  +  rf)  +  iß'  -  3r)S->;^ , 

Ji,2  =p^  +  ^q^ ,     J.i,3  =  P^q  —  q" . 
Bezeichnet  man  den  Modulus  der  Transformationen  in  die  ur- 
sprünglichen Bildungen 

^  =  ax  +  ßij  ,     7]  =  yx  +  dij 
kurz  mit 
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so    unterscheiden  sich    die    Covarianten    und  Invarianten    der   ur- 
sprünglichen und  neuen  Formen  nach  §.  53  und   §  55  nur  durch 
entsprechende  ganze  Potenzen  des  Modulus. 
Zunächst  hat  man 

C,  =  {iriyCl,  =  aminM'  +  »)')  +  (/  -  32^)1^',,^] , 
und 

ferner 

Ji,3  =  iiifJlz  =  (urip'ü  -  (/)  ■ 

Nun  ist  von  den  Grössen  ^  und  q  eine  zwar  willkürlich,  das 
Verhältniss  p :  q  aber  ergibt  sich  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen. 
Aus  diesen  zieht  man 

und 

Die  eine  Gleichung  liefeii  den  Modul  der  Transformation,  die 

andere   eine  Gleichung   vom   dritten  Grade  in  ^ .     Sie    lässt    sich 

durch  eine  einfache  Substitution  in  die  z/- Determinante  von  Aron- 
hold  überführen.     Setzt  mau  nämlich 

p'-  ^4,2  ^  +  12  «^4,3 


«^4,2  X  — -      4  «^4,3  ' 


SO  geht  die  kubische  Gleichung  über  in  die  Gleichung  z/  =  0 . 
Mittels  dieser  letzten  Relation  folgert  man  aus  der  vorhergehenden 
Gleichung  für  den  Modul 

eine  Beziehung,  welche  sich  aus  der  kanonischen  Form  von  Heil  er- 
mann unmittelbar  ergibt,  wenn  man  an  die  Stelle  des  Modul 
ad  —  ßy  den  der  entgegengesetzten  Transformation  einsetzt. 
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^ 


§  269.    Die  absolute  Invariante  und  die  anharmonischen  Doppel- 
verMltnisse  nacli  Gl eb seil  (1.  c.  §  50). 

Die  in  dem  vorangehenden  Paragraphen  auftretende  Grösse 


J6        .     T2 

t/  4.2  •  d  . 


4,3 


liat  die  Eigenschaft,  sich  bei  linearen  Transformationen  absolut 
nicht  zu  ändern,  indem  selbst  der  Modul  aus  derselben  verschwindet. 
Man  nennt  sie  deshalb  die  absolute  Invariante.  Sie  steht  in  einer 
merkwürdigen  Beziehung  zu  den  ahharmonischen  Doppelverhältnissen 
von  den  vier  Puncten,  v^^elche  durch  die  Wurzeln  einer  biquadrati- 
schen Gleichung  repräsentirt  werden.    Setzt  man  der  Kürze  wegen 


so  sind  die  vier  linearen  Factoren  der  Gleichung 

dargestellt  durch  die  Gleichungen 

^-(a  +  ß)rj  =  0, 
^  +  (a  +  ß)rj  =  0, 

Die  Punctreihe  sei  A,  B,  C,  D,  so  ist  eines  der  drei  anhar- 
monischen Doppelverhältnisse  von  Pappus  und  Brianchon 

CB  ^  CA 
DB' DA^ 

und  wenn  wir  die  vier  Wurzelwerthe  von  f  einführen,    so  ergibt 
sich  daraus  die  Relation 

«^  3q  —  p) 

-  («  +  ß)  -  (c  -  §) 

Das  Verhältniss  —  steht  also  mit  dem  Doppelverhältnisse  6  in 
einem  linearen  Zusammenhange.  Löst  man  die  Gleichung  nach 
-    auf,  so  erhält  man 


(« +  ß)  +  (« . 

-§) 

{a-\-ß)-{a 

-ß) 

_  (a  +  ^)  +  (f.  . 

-ß) 

p     ' 


1.  =  JL±_^ 

1>  3(1 -a) 
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Führt  man  diesen  AVerth  in  die  im  vorigen  Paragraphen  ab- 
geleitete Gleichung 

GiRj  SO  erhält  man  eine  bikubische  Gleichung  in  öj  welche  die  Be- 
ziehung der  absoluten  Invariante  zu  dem  anharmonischen  Doppel- 
verhältnisse ausdrückt;  nämlich 


J^ 


108 


(1    —   0  +   (j2)3 


«^1,3         (l  +  a)n2-  (7)2(1-20)« 

Entwickelt  man  diese  Ausdrücke,  so  erhält  man 

4J)^a^  —  12T)^6'>  -  3(Ji,2  +  216  J|,3)(?'  +  (26  Jl^  +  756  Ji,3)ö' 
—  3(J|,2  +  216jr|,3)(?'  -  12  D^ö  +  Ü),  =  0. 
Dies  ist  eine  reciproke  Gleichung.     Substituirt  man 

und  dividirt  durch  4 ,  so  geht "  sie  über  in 


oder 


i>Äy  -  17  -  T  «^^.^  (2/  -  1)  +  T  ^1,2  =  0.  *) 


Die  Gleichung  in  ö  ändert  sich  nun  nicht,  wenn  man  an  die 
Stelle  von  ö  folgende  fünf  Werthe  setzt: 

1        ^  _  1  6  —  la 

Ist  also  6  eine  Wurzel  der  bikubischen  Gleichung,  so  sind 
dies  die  übrigen  fünf  Wurzeln  und  sie  drücken  sämmtliche  Doppel- 
verhältnisse aus,  welche  aus  vier  Elementen  gebildet  werden  können. 

Die  Auflösung  jener  Gleichung  kann  man  auf  verschiedene 
Art  erzielen,  z.  B.  indem  man  sie  auf  die  Gleichung  z/  =  0  bringt. 
Verbindet  man  die  Gleichungen 

q    1  4-  g  p^  ^^4,2)1  +  12  ^4,3 

mit  einander,  so  resultirt  durch  Elimination  von  p  und  r/: 
3/^  3(1-0  +  (j2)  3/^^g.(^__  1) 


A  = 


«^4,2(2  -  ^)(l  -  20)  «^4,2(22/  -  5) 


*)  Cayley,  Fifth  memoir  upon  quantics.  §  127. 
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Der  rechten  Seite  genügen  die  Werthe  6  und  — .     Man    hat 

also  statt  der  bikubischen  Gleichung  drei  quadratische  Gleichungen 
in  (),  welche  reciproke  sind.    Wenn  man  in  der  letzten  Gleichung  <5 

durch    1  —  (5   oder  ersetzt,   so   findet   man  die  drei  Wurzeln 

ü 

von  z/  =  0  durch  ein  Doppelverhältniss  0  ausgedrückt,  nämlich 
_     3J^4,3(l-g  +  <^^)     ^  37,^3  .C^-  1) 

'  ~"  >4,2(2  -  (T)(l  -  2  a)  J,;^  (22/  -  5)   ' 

3/4  3(l-a  +  0^)  3/^^^.(y_  1) 


L 


3/^^3(1 -0  +  0^)         3/4  3.(2/-  1) 


Man  kann  mit  Hülfe  der  bikubischen  Gleichung  in  a  darüber 
entscheiden,  unter  welchen  Verhältnissen  die  Wurzeln  der  Gleichung 
harmonisch  oder  äquianharmonisch  •  zugeordnete  Puncte  repräsen- 
tiren.  Der  Werth  6  ==  1  macht  offenbar  X^  =  A3  und  damit  zwei 
W^urzeln  der  vorgelegten  Gleichung  f=0  einander  gleich.  Denn 
es  folgt  auch  noch  aus  der  Gleichung  in  y,  dass  für  y  =  2  die 
Discriminante  D^  verschwinden  muss.  Sollen  die  vier  Puncte  har- 
monisch   zugeordnet  sein,    so   tritt  dies   ein,  wenn  (S  =  —  1,  2 

oder  -  ist.     In   diesen   drei  Fällen  verschwindet  in  A  der  Divisor, 
und  da  A  nicht  oo  werden  kann,  so  muss 

J4,3  =  0 

werden.     Dasselbe  Resultat  ergibt  sich  aus  der  Gleichung  in  y. 

Soll  endlich  das  Doppelverhältniss  äquianharmonisch  werden, 
so  muss  ö'^  —  (?  -|-  1  =  0  ,  (?i  =  —  J^  und  (?2  ==  —  J^  werden. 
Der  Dividend  muss  in  A  verschwinden;  d.  h.  es  muss  entweder 
A  =  0  oder 

^4,2  =  0 

sein.     Dasselbe  ergibt  sich  aus  der  Gleichung  in  y,  wenn  man 


y=ö+i=l 


substituirt. 
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§  270.    Anwendung  der  typischen  Darstellung  auf  die  Auflösung 
der  Biquadrate  nacli  Clebscli  (1.  c.  §  87,  s). 

Es  ist  bereits  bei  der  Betrachtung  der  kubischen  Form  §  189 
und  §  191  bemerkt  worden,  dass  die  Substitutionen 


^=HKiX,„+KK).,„.]. 


die  Eigenschaft  besitzen,  die  vollständige  Function  f(Xy  y)  von  ihrem 
zweiten  Gliede  zu  befreien.  Bei  biquadratischen  Gleichungen  ist 
die  Transformirte 

fix,  y)  .  flz„  z,f  =  r  +  6C4.4fe,  ^,)  frf  +  AC,,,{^„  g,)W 

Diese  Gleichung  kann  mit  Hülfe  der  Euler'schen  Formel  gelöst 
werden.     Setzt  man 

l^=A  +  B+C, 
SO  erhält  man  folgende  Bestimmungsgleichungen: 

A^-^B^  +  C'  =  —  'dC^,^, 

Demgemäss  sind  Ä^^  B^j  C^  die  Wurzeln  der  kubischen  Resolvente 

z'  +  3C4,.4  ^^  +  (301,4  -\j^,2r\  -  {  C!,e  =  0  . 

Für  die  Vorzeichen  von  Ä^  B,Cj  welche  Quadratwurzeln  sind, 
gilt  die  Bedingung 


ÄBC=~^C,,e 


Setzt  man  nun  in  der  Resolvente  (2) 

und  führt  so  die  neue  Unbekannte  A  ein,   so  verwandelt  sich  mit 
Berücksichtigung  der  Gleichung  von  Cayley 

01,6  =  -  401.4  +  j,,2ro,.,  -  j,,,r 

die  Resolvente  in  die  z/ -  Determinante  von  A  ronhold; 
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Man  hat  also 


worin  noch  die  Vorzeichen  der  Wurzeln  festzustellen  sind. 

Man  kann  demnach  der  Auflösung  folgende  Form  geben: 

mit  der  Erfüllung  der  Bedingung 

(±9).(±*)-(±z)  =  -|'c?4,6. 

Dies  ist  nur  eine  andere  Methode  der  Ableitung  der  Formeln  von 
Aronhold  (§  264). 

Stellen  wir  nun  die  durch  diese  Methode  gewonnenen  Formeln 
der  Auflösung  der  Gleichungen  der  ersten  vier  Grade  zusammen, 
so  ist 

I.  "^  +  ^  =  0  , 


S  —  X 


II  (ax-{-b)z-{-{bx-{-c)  ^  _  y_  j 

Z  —  X  ^  ^'^  ' 

,^-r     {ax -^-1)^^ -{-"li^x  ■\- c^z -\- icx -\- d)  3,-- — 

111. -^—'^ =  "  y  u,a , 


Z  —  X 

{jxx-\-'b)z^-\-?>i})x-^c)z''-\-^{cx-\-^-\-{dx-\-e)         ,         ,     ,    , 

In  diesen  Gleichungen,  welche  bezüglich  x  linear  sind,  ist  0  eine 
willkürliche  Grösse  und  sie  werden  deshalb  die  allgemeinen  Auf- 
lösungen genannt. 

§271.    Die  Symmetrien  der  Resolventen  und  der  Wurzelformen  bei 

der  Einführung  der  kanonischen  Form  der  Function  /*  und  der 

partiellen  Differenziale  der  z/- Determinante*). 

Geht  man  aus  von  der  Form 
f(x)  =  ax^  +  4hx^  +  6cx^  +  4dx  -]-  e  =  (a,  h,  c,  d,  e)  {x,  If 


und  setzt 

X  = 

02  lü  —  z^v 

IV  —  V       ' 

*)  Man  vergl.  §  185. 
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so  lässt  sich  die  Function  f  nach  Potenzen  von  v  ordnen.  Damit 
das  zweite  und  vierte  Glied  der  Transformirten  verschwinden,  sind 
folgende  zwei  Bedingungen  zu  erfüllen: 

[a ,, z,  +  K^i  +  *.)  +  c] (^i  -V^if-\-n^hH  +  c {z,  +  ^,)  +  rq  =  0 , 
\cz,z,  +  d(z,  +  «,)  +  e]  {z,  +  »if  +  'i\bz,g^  +  c{z,  +  z.^)  +  <?J  =  0 , 
oder  kurz 

{a%  +  &(>  +  c)G  +  2(&jr  +  c(T  +  d)  =  0  , 

(C7t  +  f?0  +  e)(?  +  2(h7C  +  C(T  +  fZ)  =  0  . 

Man  führe  nach  Heil  er  mann' s  Methode  die  Grösse  A  ein  der- 
gestalt, dass 

(1)  a7C  +  ha  +  c  =  —  2X, 

(2)  hn  +  ca  +  d  =       6l , 

(3)  c;r  +  f7()  +  e  =  —  2;rA , 

wird.  Die  Resultante  dieser  drei  Gleichungen  ist  die  z/- Deter- 
minante 

I        a,  b,       (c  +  2f.)'+- 

J  =  \        h,       {c-X),       d        \=  —  U^+Ji,2>.  —  Ji,3  =  0. 
+  \{c  +  2l),      d,  e        I 

Das  mittlere  Glied  der  Transformirten  ist  nun 

6[^1^2(«^1^2  +  K^l  +  ^2]   +  C)  +  (^1   +  ^2)  (^^1^2  +  C[Z,  +  Z,]    +  d) 

+  icz,0,  +  d[^,  +  z,-\  -f  £^) J  =  QVTtiait -^ha  +  c) 

+  6{h%-\-  c(5  -\-  d)  -\-  {CTC  +  dö  -\-  e)]  =  6A  (^-^  —  z^T , 

woraus  sich  die  kanonische  Form 

t^Yfe)  -f  QXv'w\z,  -  z,Y  +  v'f{z,)  =  0 
ergibt. 

Da  die  Wurzel  dieser  Gleichung  sich  symmetrisch  darstellen 
lässt,  so  ist  dasselbe  für  die  Wurzel  von  f=0  der  Fall.  Es  handelt 
sich    nun    darum,    symmetrische    Formen    für    die  Gleichungen   in 

X.jt.ö  und   —  oder  für 


6 


herzustellen.  Es  ergibt  sich  das  merkwürdige  Resultat,  dass  die 
Gleichungen  in  A,  (r  und  0  für  sich  Symmetrien  bilden  und  die 
Gleichungen  in  Ä  und  H  gegen  einander  symmetrisch  sind,  wie 
wir  dasselbe  für  die  kubischen  Formen  gefunden  haben. 
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Um  die  Resolvente  in  l  zu  erhalten,  bilden  wir  die  partiellen 
DifFerenzialquotienten  der  z/ -  Determinante 5  dieselben  sind: 

TT-  ==  fr  —  cc  +  C/l  , 
da  '         ' 

^  =  3c^  -  2hd  +  ae  +  6cX  , 
^=  -~2Xhc-ad+2hX), 

1^  =  ¥  —  ac  4-  aX  , 

de  '  ' 

1^  =  ae  _  46(7  +  3c^  —  12A^ 


Eliminirt  man  ö  aus  (1)  und  (3),  so  erhält  man 


cd  —  be  -\-  2dl  ^^^ 


hc  —  ad  +  2bX 

Eliminirt  man  tc  aus  (1)  und  (2),  so  ergibt  sich  daraus 
1       '  hc  —  ad  -\-  2hX . 

Multiplicirt  man  (2)   mit  e,  (3)  mit  d^   so  folgt  aus  der  Differenz 
der  Resultate 

0   cd  —  be  -{-  2dl  1 

2  TT  ~~        2{d^'  —  ce  -{-el)  ~~  Jl' 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit -einander  und  radicirt,  so  er- 
hält man   einen  zweiten  Ausdruck  für  —  ö ,  nämlich 

1  cd  —  be  -\-2dl  . 

^  2{b^  —  ac-^aXf{d''~  ce  +  el)'^ 

Setzt  man  weiter  die  beiden  für  —  <j  gewonnenen  Ausdrücke  einander 
gleich,  so  resultirt  daraus  die  Gleichung  in  X,  nämlich 

Q)'-ac  +  aX){cd~he  +  2diy-{hc-ad+2lX)\d^—ce  +  el)=0 
oder 


(£)(Sy-(i^T©=«' 


also  eine  vollständig  symmetrische  Resolvente. 

Stellen  wir  endlich  die  Resultate  in  symmetrischer  Folge  zu- 
sammen, so  ergibt  sich 


§  271.     Die 

Symmetrien  der  Resolventen. 

2(62 

—  ac  4-  aX) 

-  ad-{-  2hl 

1 
A 

2 

hc- 

z,+z^- 

} 

bc- 
cd- 

-  ad+  2hX 

-  he  +  2dX  ~ 

ac  -\-  aX)^ 
-  ce  +  eX)^ 

1 

cd- 

-be-\-2dX 

1 

=^y(^  + 

-i^. 
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2(<Z2  —ce-\-eX) 
Die  Partialresolyenten  sind  demnacli 

2(lr  -ac  +  aX)A  +  {hc  —  ad  +  2hk)  =  0  , 
(hc  —  ad  +  2bk)G''  —  (cd  —  he  +  2dX)  ==  0  , 
{h^  -  ac  +  aA)G*  -  {cP  -  ce  +  eX)  =0, 
(cd  —  le  +  2dX)H+  2{d-  -  ce-^eX)     =  0  . 

Da  die  Gleichung  in  X  kubisch  ist,  so  werden  die  Gleichungen 
in  A  und  H  auch  kubisch  und,  wie  aus  ihrer  Form  hervorgeht, 
gegeneinander  symmetrisch  sein.  Die  Gleichung  in  G  ist  dagegen 
symmetrisch  und  vom  sechsten  Grade.  Eliminirt  man  A,  so  erhält 
man  das  arithmetische,  geometrische  und  harmonische  Mittel  von 
s^  und  Sc,  in  Coefficienten  der  Function  f.     Man  findet  nun     . 

^  =  -1 

1^ 

j^ 

Y 

_  _  1 

""  ~  Y  dH-^e 

Die  Dividenden  des   ersten   und  letzten  Quotienten  sind,  wie  man 
leicht  erkennt,  unsymmetrische  Covarianten  der  Functionen 

(a,h,c,<i){Ä,\f,    ib,c,d,enH,lf. 

Setzt  man  die  vier  Werthe  der  Reihe  nach  in  die  Resolvente  z/  =  0 
ein,  so  erhält  man  die  folgenden  Resolventen: 

XXII y.    {2h^-Sahc  +  a^d)Ä^+^{6¥€+2ahd-9ac'  +  a-e)Ä' 
+  {2hhl  -  3acd  +  ahe)Ä+  ^(h'^e  -  ad")  =  0 , 

XXI y,    {2¥  —  3a6c  +  ahT)G'  —  {2Wd  -  3acd  +  ahe)G'' 
—  {2hd'  —  Sbce  +  ade)G^  +  (2dP~3cde  +  he^)  =  0, 


2(62  —  ac)Ä  +  (hc  — 

ad) 

aÄ-{-b 

{hc  —  ad)G^  —  {cd  - 

-  he) 

hG'-d 

2(62  _  ac)G'  —  2(d2. 

~ce) 

aG'  —  e 

{cd  —  he)H-\-  2{d^  - 

■ce) 
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XXIII  y.    I  ((T'a  -  elß)H^  +  (2hdr~  -  3hce  +  ade)H^ 
+  i(6cr72  +  2hde  -  9er  +  e^a)Il 

-\-{2d'  —  ^cde  +  h(r)=0  . 
Die  zweite  und  dritte  Gleichung  geben  beide  die  Resolvente  XXI  j\ 
Diese  kann  in  Form  einer  Determinante  dargestellt  werden,  nämlich 

a{d  —  hit)  ,  h{d  —  hn)  ,  l)c  —  adn 

l[(l  —  1%) ,  :  ,;  /  .       d(d  —})%)  1=0. 

he  —  adTT  ,  d(d  —  hn)  ,         €(d  —  hn) 

Man  kann  endlich  noch   eine  Gleichung  in  s  herleiten.     Wir 
setzen  zu  diesem  Zwecke  in  die  quadratisdie  Gleichung 

^*-(~'.    +«.)"'  +  «!-'■.  =  0 

die  folgenden  Werthe  ein: 


Die  quadratische  Gleichung  in  s  wird  dadurch 


Da  die  partiellen  Differenzialquotienteu  lineare  Functionen  von  A 
sind,  so  haben  sie  drei  verschiedene  Werthe.  Multiplicirt  man  die 
so  entstehenden  trinomischen  Ausdrücke  mit  einander,  so  erhält 
man  die  Co  Variante  XXXI 7' : 

Die  Coefficienten  der  Gleichungen  9  =  0,  ^  =  0,  2^  =  0  führen 
zu  einer  Darstellung  der  Diseriminante  D^  in  Fimctionen  von  X 
ausgedrückt.  Mit  Hülfe  der  in  §  2(j\j  gegebenen  Entwickelungen 
tindet  man  leicht 


9    '  ^4.    o 
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(1,  — 13)  I       \ddli'        \de/i  ! 


=  -}(4~'l2) 


i/e)r(S). 


und  wenn  man  noch  die  beiden  andern  Formen  bildet, 

wo  z/(^,  z/o-,,  z/;f  die  Discriminanten  von  gp,  1^  und  x  bezeiebnen. 
Verbindet  man  diese  drei  Relationen  miteinander  durch  Multipli- 
cation,  so  resultirt 

D^  =  —  16  z/<^  .  z/^  .  z/^  . 
Wenn   demnach   eine   der    drei  Discriminanten  verschwindet,   wird 
auch  2)4  =  0    und    umgekehrt.     Die    Gleichung    (p  =  0  z.  B.   hat 
dann  zwei  gleiche  Wurzeln  0^  und  z.j,  welche  nach  der  Substitutions- 
formel zugleich  eine  Wurzel  von  f=0  sind. 

Zahlenbeispiel.    Gegeben  sei  die  Gleichung 

f==  12a;*  —  108a.-2  +  324x^  -  312 x  +  144  =  0. 
Dann  ist 

a  =  12  ,     b=  —  21,    c  =  54  ,    d  =  —  93  ,    e  =  144  , 

und 

A^—IOSA  — 432  =  0. 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind 

A,  =  12,     l,  =  X,=  -6. 

Zur  Bestimmung  von  ^  hat  man  weiter 


(^.) 


17  17 


5   '     "i  ~"    5   '      "^2  —  1 


-ij  Ä^  =  i  ,      Zj^  =  z.)  =  1 


Setzt   man   zunächst  das   erste   Paar  in  die  kanonische  Form 
der  Gleichung  ein,  so  reducirt  sie  sich  auf  die  quadratische 

25w^  —  v'-  =  0,     -  =  +  5  , 
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und  die  beiden  andern  Wertlie  sind  Null.     Daraus  ergibt  sich 
x^  =  4:,     x.,==3,     x^  =  ^^  =  z.^  =  \. 
Für  die  Discriminanten  z/^^,,  z/^^  A^^  findet  man  noch 

3 

z/y.Z/^.Z/;^    =    —    ^D^. 

Sie  sind  demnach  die  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung 

und  zwar 

^.,  =(A, -A,)(A, -A3), 

/i,p  =  (A2  —  AO  (A2  —  A3) , 

^x  =  (h  -  ^1)  (^3  -  '^2)  • 
Für  die  Functionen  (p,  ij)  und  %  lassen  sich  eine  Menge  verschiedener 
Gleichungen  bilden,  wenn  man  die  sechs  Differenzialquotienten  von 
der  z/- Determinante  und  die  Gleichungen  in  §  2QQ  beachtet.    Setzt 
man  der  Kürze  wegen: 

'^da~^'         231"^'    de       ^'         2~dd      ^'"^de"^'        dl~^' 
so  findet  man 

_r^  _i-^^  —  ?1  —  M!__?i__ ^y  +  ^  _  JJ_ 


ß^  a^ -1/ a  3a     

^1^2  —  ^  —  ^—  y  Y~~ Y-^~ 


^^^^  ^  ^  ^ ^  1/  —  = =  ^  ~^ 

Die  möglichen  Gleichungen  in  0  sind  demnach: 


II. 

yocs 

IIL 

60'  +  2^^z  +  ß^O, 

IV. 

V. 

y--e.,^  +  2^[^-,  +  V-a  =  0, 

VI. 
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VIL  ß£2^  +  2^2  +  ccö  =  0, 

Vm.  ßes''  +  2ßÖ2  +  aö  =  0, 

IX.  ßsz'^  +  2-^  .-{-ad==0, 

ya  s 

X.       (7^-0^-^  +  6/3.^  +  3ß  =  0, 
XL  3dz'-  +  {2r  +  t)2  +  ^ß  =  0, 

XII.  3£Z^  +  6dz  +  (^  -  e)  =  0  . 

Diese  zwölf  Gleichungen  welclie  neue  symmetrische  Determinanten  für 
A  und  1)4  ergeben,  sind  sämmtlich  proportional  der  Quadratwurzel  aus 

Aus   der   letzten   Gleichung  für  s^z.,    ergibt  sich  noch  ein  anderer 
Ausdruck  für  die  z/- Determinante,  nämlich 

Die   Functionen   y  und   J  lassen   sich   noch   durch    «,  ß,  ö,  e   aus- 
drücken.    Es  ist  nämlich 

,  3o:^  3ßs 

Addirt  man  diese  beiden  Gleichungen,  so  resultirt: 


oder 


_ad    .     2ß^_ßs         2d'' 


^  =  M^  +  /'^<^f)^ 


d.   h. 

de 


8  1  (dJ\  (dJ\  '^  (dJ\  (dJ\  I  \y  da'  de  '^  db'  dd]  ' 

oder  symmetrisch 

/d^\_a8         2ß-'28^-ßB 

Subtrahirt  man  das  Doppelte  der  ersten  Gleichung  von  der  zweiten, 
so  resultirt 

Matthiessen,  Grundzüge  d.  ant.  u.  mod.  Algebra.  _  47 
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oder  symmetrisch 


,    a^  _  ad 

1    ;^  i  ~~r' 


Da  X  drei  verschiedene  Werthe  besitzt,  so  kommen  auch  den 
DifFerenzialquotienten  a,  ß,  y,  d,  s,^  ebensoviele  zn.  Verschiedene 
einfache  Combinationen  derselben  lassen  sich  leicht  als  Functionen 
der  Coefficienten  a^  h,  c,  d,  e  darstellen.     Es  ist  nämlich 

(a-^V  ©/ (1^)3  =  i  ^- = I  (2^^^  -  ^^'^^ + «^*)^ 

•  (jfj^  •  (g)^  •  Qi)^  =  87T.  n,4  =  8{e¥-  -  cPa){2d'>-Scdc+e^), 

Ferner  gilt  wegen 

[da)  '  [de)  ~  36  [de   "^  dx)    > 


oder 


c  —  X,     d 
d ,         e 


X 


b 


h,       c-{-2Xf 
c  —  X.       d        I 


die  Gleichung 


'     =  Y  ^3  •  ^3,4  ==|-  (2h'  -  ^ahc  +  ahl)(2d'  -  Scde  +  e'h) . 

Es  bleibt  noch  übrig,  die  Grössen  ~ ,  0,  X  und  x  in  symmetrischer 
Form  auszudrücken.     Es  ist 


ir        — 


V  fiz. 


m  ^.  "^3  X  {z,  -z,y-  Vf{^\  )f{z,)T  1/3  X  {z,  -z,Y^yaz,)f{z,) 


-.^ 


f^'^ )      1/3 X {z, -z,y- Yfiz, )f\z,) ± VsX{z,-z,y-\-yf{zJf{z,)j  ' 
/dzl\    ,  _  1      \dcl/     \db/         ,    /d^\  _  ^ 
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Z^  und  z.,  = 

/         |_  ?q— r^    J  [_  tu,  — «;,    J  [_         «^3—^3    J  |_         u\~v^   J 

§  272.    Methode  der  Introduction  der  Invarianten  in  die  Wurzel- 
form der  biquadratischen  Gleichung  nacli  Blerzy*). 

Die  vorgelegte  Gleichung  sei 

ax"^  +  Ux^  +  QiCX'  +  4.dx  +  e  =  0  .^ 
Transformirt  man   die   Gleichung  so,    dass   das   zweite   Glied   ver- 
schwindet, so  erhält  man  nach  §  17: 

a^f{x)  =  {ax  +  hy  +  Q>X2,2{ax  +  hf 
4-4]/l_4J|,2  +  a'J2',^4,2-aV4,3.(«a;  +  6)  +  (rtV4,2-3J|,-2)==0. 
Es  werde  nach  dem  Euler-Lagrange'schen  Verfahren  substituirt 

ax  +  h  =  Yy,  +  Yy,  +  >^,^ 
dann  erhält  man  die  Resolvente 

4y'  +  12^2,2^'  +  (12/1,2  -  «^4,2)2/  +  (4Ji,2  —  «^3,4)  =  0. 
Dieselbe    lässt    sich    verkürzen    durch    Weorschaffunoj    des    zweiten 
Gliedes  in 

4(2/  +  J2,2f  -  a'J^Ay  +  ^2,2)  +  a'J,,,  =  0  , 
woraus  nach  der  Cardani'schen  Formel  die  Wurzel 

gefunden  wird. 

Uebrigens  erkennt  man  leicht  in  der  verkürzten  Resolvente 
die  Form  XXX  y.  wieder.  Um  diese  aus  jener  abzuleiten,  braucht 
man  nur  y  +  «^2,2  =  «A  zu  setzen.  Ist  J4,3  =  0,  d.  h.  ver- 
schwindet die  kubische  Invariante,  so  wird 


*)  Blerzy,  Invariants.     Nouv.  aiin.  de  mathem.  t.  XVIII.  p.  431.  1859. 
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2/  +  ^2,2  =  0, 


2/i  =  —  ^2,2,     2/2  und  ^3 


'2,2 


a  yJi,: 


In    diesem    Falle    verschwindet    also     die    Kubikwurzel     aus    der 
Wurzelform. 


§  273.    Methode  von  Roberts*). 

Um   die  •  Wurzeln   der  biquadratischen   Gleichung    mittels    In- 
varianten darzustellen,  geht  Roberts  aus  von  der  Determinante 


zJ  = 


Xn  Xa 


Xfl 1 

Xfi 
X, 


Xi) 


Xn       X^    .    .    .    Xyi — 2       Xfl — 1 

Diese   Determinante    hat    als   Factoren    die    Werthe,    welche    die 
Function 

x^  +  0X2  +  Ca^iJJg  +  •  .  .  co'^—'^Xn 
annimmt,  wenn  für  a  successive  die  Wurzeln  der  Gleichung 

C3«  —  1  ==  0 
eingesetzt  werden. 

Man  setze  nun  nach  Blerzy^s  Bezeichnung 
ac  —  h^  =  J2,2  , 
ae  —  4'bd  -\-  3c^  =  Ji^2 , 
ace-\-  ^hcd  —  ad^  —  ej)^  —  c^  =  J4,3; 

^  =  hi--  ^4,3--/27Jl,3     -   Jl,2)  . 


*)  Roberts,  Note  sur  requation  du    quatrieme  degre.     Nouv.  ann.   de 
mathem.  t.  XVIII.  p.  87.  1859. 
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Die   z/- Determinante  von  Aronhold    lässt    sich   hiernach  in 
folgender  Form  schreiben: 


i 


—  w 


L 

a 
—  ?r 


0. 


Daraus  folgt 


a     de 


-r^2,2  +  A 


Sind    Aj,  A^,  A3   die  Wurzeln   der  Resolvente  z/  =  0,   so   erfolgen 
mittels  des  vorangestellten  Theorems  die  Cardani'schen  Formeln 

Ao  =  ai/^ti^  +  J2V^)  ; 


,f 


so  dass  man  erhält 

1    /a 

ce 


a' 


A3  =  a (J^w^  +  JiV^)  , 


=  ^2-^2,2+^^  +  ?;"% 


^    =^2- ^"2,2  + Ji^^^  +  J.^^; 


=  -2  •  t72,2  +  Jo'^i^  +  Jit^' 


.de 


Diese  Werthe  geben,  in  die  Wurzelformel  von  Aronhold 

-+^=±i/il±i/(i:.±]/i); 

eingeführt,  die  vier  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung. 


§  274.   Die  Auflösung  der  biquadratischen  Grleichung  von  Hermite*). 

Die  schöne  Methode,  welche  Hermite  erfunden  hat,  ist  wesent- 
lich eine  Combinationsmethode,  und,  obwohl  wir  uns  vorgesetzt 
haben,  diese  Art  der  Auflösungsmethoden  in  einem  besonderen  Ab- 
schnitte zu  behandeln,  wollen  wir  dieselbe  an  dieser  Stelle  vor- 
tragen, weil  sie  mit  den  Methoden  der  modernen  Algebra  in  nahem 

*)  Hermite,    Sur   la    theorie    des    fonctions    homogenes   ä  deux    inde- 
terminees.     Cr  eile 's  Journ.  LH.  pg.  4.  1856. 
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Zusammenhange  steht.  Das  Princip  derselben  ist  bereits  früher 
[§  217(31)]  in  der  Discussion  der  Reducenten  niedergelegt  worden  ^ 
es  betrifft  dies  den  Fall  der  Transformation,  wobei  die  kubische' 
Invariante  J4,3  verschwindet. 

Die  vorgelegte  Gleichung  sei 

(a,  h,  c,  d,  e)  {x,  yf  =  a{x  —  x^y){x  —  x^y){x  —  x~^y){x  —  x^y)  . 

Man  erhält  eine  kubische  Resolvente,  wie  bekannt,  durch  Be- 
trachtung der  Function 

vi      1         2  3  4/   ^~~~'        } 

wovon  das  Quadrat  zu  bilden  ist.  Es  lässt  sich  nun  ^^  unter 
folgender  Form  darstellen: 

30^= a%  {x.—x^y + (x,  —  x^y  +  (^1  —  x^f  +  (x^  -  xj'  +  (x.,  —  x^Y 
+  fe  —  ^4)']  +  4«'  [  (^1  -  ^4)  fe  —  ^3)  +  K  —  ^3)  (^2  —  ^4)  ]  • 
Substituirt  man 

und  drückt  die  Summe  der  Quadrate  der  Differenzen  der  Wurzeln 
in  Functionen  der  Coefficienten  a,h,  c^  d,  e  aus,  so  erhält  man 

Die  Grösse  l  hängt  offenbar  von  einer  kubischen  Gleichung  ab, 
deren  Wurzeln  die  möglichen  Variationen  von  A  enthalten.  Diese 
Gleichung  findet  man  leicht  auf  folgendem  Wege.     Es  sei 

(a,  h\  c,  d,  e)  {ax  +  ßy,  yx  +  dyf  =  (Ä,  B,  C,  Z>,  E)^{x,  yf 
=  Äix  —  l^y){x  —  Uy){x  —  l^y){x  —  ^^y) . 
Man   erhält  dann    folgende  Werthe    für  A   und   die  Wurzeln    der 
Transformirten: 

A  =  a{a  —  x^Y){a  —  x^y){a  —  x^^y){a  —  x^y)  , 


^1  ~         u 

—  x^d 
-x^y^ 

t               ß-x^8 

^3  =  - 

ß-x,S 
a  -x^y' 

"*  a  -—x^y 

Hieraus  leitet  man  ab:     • 

^(^1  —  U(?2  —  ^3)  =  («^  —  ßy?  '  «(^\  —  ^4)(^2  —  ^h)  y 

Mii  -  y  (^2  -  y  -={a8  —  ßyf  .  a(x,  —  x,)(x,  —  x,)  , 
M^i  —  &)(^3  —  IJ  =  («^  ~  ßyf  .  a{x^  —  x^ix.^  —  x^)  . 
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Diese  Gleichungen  erweisen,  dass  die  Grössen  X  sich  in  allen 
Transformirten  multiplicirt  mit  einer  Potenz  des  Moduls  der  Trans- 
formation reproduciren.  Daher  sind  die  Coefficienten  der  Gleichung, 
deren    Wurzeln    sie    sind^    Invarianten    der    vorgelegten    Function 

/^ 
(a,  &,  c,  d,e)ix,yy,   und  nach  dem  Satze  von  Sylvester  werden 

sie  in  ganzen  Functionen  der  beiden  Invarianten  J4.2  und  Ji.3  aus- 
gedrückt.    Die  gesuchte  Gleichung  ist  deshalb  von  der  Form 

wobei  Q  und  a  Zahlencoefficienten  sind.  In  der  That  muss  der 
Coefficient  von  A^  verschwinden,  weil  es  keine  Invariante  vom  ersten 
Grade  gibt,  und  die  beiden  andern  können  nur  proportional  be- 
züglich J4,2  und  J4.3  sein,  welches  die  einzigen.  Invarianten  vom 
zweiten  und  dritten  Grade  sind. 

Um  Q  und  ö  zu  bestimmen,  betrachten  wir  einen  speciellen 
Fall,  z.  B.  den  der  Form 

(1,  0, -1,0,  0H^,2,)'. 

Man  hat  alsdann 

Ji.2  =  3  ,     J4.3  ==  1  ,     Ai  =  —  1  ,    A.  ==  A3  =  Y , 
und  folglich  die  Gleichung 

(a  -  yJ  (A  +  1)  =  •'-'  +  SpA  +  ö  . 

Hieraus  folgt  endlich  q  =  —  .  und  <>  =  7  •  Die  Gleichung 
in  A  ist  demnach 

4A3  — J4.2A  + J4,3  =  0. 

Die  Discriminante  D^  lässt  sich  unmittelbar  auf  die  Discriminante 
dieser  Resolvente  zurückführen,  denn  man  findet  aus  den  Relationen 


x,^ 

1 

~12 

a[{x. 

—  ^4)  (^2 

-  ^3)  +  K  - 

-  ^3)fe   • 

-^4)], 

X,_: 

1 
~12 

a[(x, 

—  x,)(x^ 

~  ^^3)  +  (^1  - 

-x,)(x^ 

-^2)], 

h' 

1 
"~12 

a[{x. 

-  ^Jfe 

-^.)  +  (^i- 

-Xo){Xs 

-  ^4)] , 

die  folgenden 

: 

^1- 

-^.>  =  i 

a(x,  -  Xs)(x.2  ■ 

-^4), 

744 

Vierter  Abschnitt.     Sub 

stitutionsmethoden. 

h-  h=  \<^i. 

—  ^4)  (^2  — ^3); 

^2           '''3  """^   "4"  <^V^l 

—  ^2)  (^4—  ^3)- 

Mithin  ist 

""="  ^  (^1       ^2)  (^1  ~^  ^3)  (^1       ^4)  (^2       ^3)  (^2       ^4)  (^3       ^4) 

Her  mite  knüpft  hieran  noch  einige  Betrachtungen  über  die  Be- 
dingungen der  Realität  der  vier  Wurzelwerthe.  Im  Allgemeinen  ist 
das  Product  der  Quadrate  der  Wurzeldifferenzen  irgend  einer  al- 
gebraischen Gleichung  positiv  oder  negativ,  jenachdem  die  Zahl  der 
complexen  Wurzeln  derselben  ^^  0  oder  e^  2  (mod  4)  ist.  Die  noth- 
wendige  und  zugleich  ausreichende  Bedingung  für  den  ersten  Fall 
besteht  darin,  dass  die  drei  exacten  Werthe  des  Quadrates  der 
Function  a(x^  -{-  X2  —  x^  —  x^),  also  die  drei  Grössen 

h^  —  ac  -\-  aX^,    h^  —  ac  -\-  aL^ ,    h^  —  ac  -\-  aX^ 
positiv  seien.     Nun  ist   ihre    Summe    3(6^  —  ac)  =  —  3J2,2;   die 
Summe  ihrer  Producte  zu  je  zweien  —  3J2]  2  —  -7  ^^«^4, 2,   und   ihr 

Product  gleich  dem  Quadrate  —  V./ .  Deshalb  genügen  ihrer  Po- 
sitivität  die  Ungleichungen 

—  ^2,2  >0,     12J2%  —  a'J^,2>0. 
Dies  ist  die   einfachste  Form,    die   Bedingungen   der  Realität   der 
Wurzeln  einer  biquadratischen  Gleichung  auszudrücken. 

Hermite  gibt  dann  noch  einen'Beweis  für  die  Cayley'sche 
Gleichung  zwischen  den  Invarianten  Ji,2,  Ja,  3  und  den  Covarianten 
f,  64,4  und  Ca,  6,  nämlich  für 

Ca,  6  =  —  ^^Ca,  4  -|-  Ja,  2/"  C4.,  A  —  Ja,  3/    • 
Derselbe  beruht  auf  der  bekannten  Eigenschaft,   dass  das  Product 
der  drei  exacten  Werthe   des  Quadrats  der  reducirenden  Function 
a{x^  ~\-  x.j  —  Xg  —  x^) ,  nämlich 

4(6^  —  ac  -\-  aX^  (h^  -—  ac  -{-  aX^)  Q)^  —  ac  +  aX^ 
=  4(&2  -  acf  —  J4, 2a\h^  —  ac)  —  J4, 3«' 

ein   vollständiges    Quadrat    ist,    und   zwar   gleich    V^ .     Hermite 
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leitet    dies    analytisch    t'olgendermassen  her.     Aus    der    identischen 
Gleichung 

(a,  h,  c,  d,  e){x  —  ly ,  ayf 

=  [a,  0,  —a(lf-  —  ac),  aV.^,  —  aV^]  (x,  yf 
ergibt    sich    für    die    kubische  Invariante  J4',  3  der  Werth  a^J4,3, 
weil  der  Modulus  der  Transformation  ad  —  ßy  =  a  ist. 
Berechnet  man  die  Invariante  direct,  so  findet  man 
j;^3  =  «3  [4(^2  _  ^^y  _  j^^^a\l^  -  ac)  -  FgT  =  a'J,,^, 
woraus  der  Hülfssatz  folgt.    Der  Hauptsatz  wird  daraus  auf  folgende 
Art  hergeleitet.    Setzen  wir 

(a,  h,  c,  d,  e)  {ax  +  ßy ,  yx  +  öyY  =  (Ä,  B,  C,  B,  E)  {x,  yf, 

unter  der  Bedingung^  dass  der  Modul  aö  —  ßy  =  \  werde. 
Bezüglich  der  Transformirten  erhalten  wir  nun 

da  nämlich  die  Invarianten  unveränderlich  dieselben  bleiben^  wenn 
der  Modul  gleich  der  Einheit  ist. 
Nun  wird 

B'  —  AC=  -04,4, 
2B'-  3ABC+A^D  =  Ci,e, 

wenn  cc  und  y  an  die  Stelle  von  x  und  y  gesetzt  werden,  so  dass 
wir  unmittelbar  zu  der  Gleichung  von  Cayley  gelangen. 

In  der  That  sei  eine  der  drei  Formen  f,  Ci,i,  64,6  der  Kürze 
wegen  durch  (p{a,  h,  c,  d,  e,  x,  y)  dargestellt,  so  ist  die  charakteri- 
stische Eigenschaft  der  Covarianten 

{a8—ßyf(p{a,  h,  c,  d,  e;  ax+ßy,  yx  +  dy)  =  (p{A,B,C,I),E',  x,y) 
oder,  weil  der  Modul  gleich  der  Einheit  angenommen  ist,  kurz 
(p(a,  h,  c,  d,  e;  ax  +  ßy,  yx  +  öy)  =  (p(A,  B,  (7,  D,  E;  x,  y). 
Setzen  wir  in  dieser  Identität  a;  =  1 ,  y  =  0 ,  so  reducirt  sich  die 
zweite  Seite  auf  den  Coefficienten  der  höchsten  Potenz  von  rr ,  d.  h- 
für  die  drei  Functionen  der  Reihe  nach  auf 

A,  -{B'-AC),   2B'  —  3ABC+A'D. 
Unter  denselben  Verhältnissen  reprä-sentirt  die  linke  Seite  die- 
selben drei  Functionen,  wenn  man  die  willkürlichen  Grössen  a  und  y 
an  die  Stelle  der  Unbestimmten  x  und  y  einsetzt. 
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§  275.    Methode  der  Auflösung  der  biquadratischen  Gleichungen 
nach  Darboux*). 

Das  Princip,  von  welchem  Darboux  ausgeht,  führt  zu  den- 
selben Formeln,  wie  sie  Aronhold  gegeben  hat,  also  zu  dem  Aus- 
drucke der  Wurzel  durch  die  Summe  dreier  Radicale.  Er  leitet 
davon  auch  den  Ausdruck  der  Wurzelfunction  einer  biquadratischen 
Gleichung  ab,  für  welche  die  quadratische  Invariante  verschwindet. 

Es  ist  bekannt^  dass  die  Bestimmung  der  gemeinschaftlichen 
Puncte  zweier  Curven  zweiten  Grades  von  der  Auflösung  einer 
Gleichung  vom  vierten  Grade  abhängig  ist.  Umgekehrt  kann  man 
die  Auflösung  biquadratischer  Gleichungen  abhängig  machen  von 
der  Bestimmung  der  gemeinschaftlichen  Puncte  zweier  Kegelschnitte. 

Seien  nun 

zwei  quadratische  Formen.  Man  bilde  die  zusammengesetzte  Function 

(f  —  Xf 

=  %x^  -f-  2a,xij  +  {a.^  —  l)^f  +  2(a,  +  2l)xz  +  2a.,y.,  +  aj\ 
indem  man  folgende  identische  Gleichungen  bildet: 

0  =  — («3P  — ^^)  +K^+»i!/+(«2+2^)^]a;  +  K.T+(«2--^)2/+«3^]2/  +  [(«2+2;i)^H-a3y^ 


0  =  —  [a^x-\-a,y-^{a.,-\-n)z'\ 
0  =  -  [a, x-Y {a, - l)ij  +  «3  z] 

Setzen  wir 


-\-a^^x 
-\-a^x 
4- («2+2^)^' 


-\-{a^—l)y 

+  «3  2/ 


{a,-\-2l)z 
-j-a^z 
■^a^z. 


[ 


a^x 


a.x 


+       (^,V        +(^,  +  2/l)^]  =  X, 
+  (a,  -  l)y  +         a^z        ]  =  r, 
[(«2  +  2^):^+       a.^y        +         a^z        ]  =  ^, 

so  muss  die  Determinante  jener  vier  Gleichungen   von  selber  ver 
schwinden,  also 


(2) 


+ 


-  (^  -  A^) 
-  X 

-  r 


%  «i      («2  +  2A) 

%        (a,  —  A)       «3 


if         (a,  +  2A) 


+ 
=  0 


sein,  oder 


*)  Darboux,  Sur  la  resolution  de  l'equation  du  quatrieme  degre.    Journ. 
de  mathem.  par  Liouville  XXXVIII.  p.  220.    1873. 
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Methode  von  Darboux. 

(3j 

F  = 

=  («P- 

+ 

^0                «1        (^2  +  2A) 
a,        {a,  -  A)       «3 

+ 

0        X             Y            Z 

X       a,             a,       {a,  +  2l) 

Y           «1             («2  A)           ^3 

Z{a,  +  2l)      a,             a. 
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+ 


Die   Determiuaute  F  wird    ein   Quadrat    für    alle   Werthe   vou   A, 
wofür  die  Determinante 


a,       («,  +  2A)  I  + 


(4)z/ 


(«,  -  ;.) 


=  -4A-^  + Ji,,A-J4, 


+  1  (»2  +  2A)      «a 


verschwindet.    Die  Entwickelung  von  F  ergibt,  wie  man  sieht 

(5)  F=  —  H+  KX  -  LX\ 

worin  H ,  K,  L  drei  quadratische  Formen  sind,  nämlich 


(6), 


(  H=  {a,a^~a^-)X^  +  (ia^a^—a^^)  Y'-  +  {a^a.^  ~  a^^)Z^^ 

+  2{a,a,—a,a;)YZ+2{a,a^-a.^)XZ-{-2{a,a,-a,a,)XY, 

^=a.^X2  +  4a2  F'  +  ^o^'  +  4«i  YZ^2a.,XZ+4.a^XY , 

\L=^\XZ—Y''). 

Wenn  man  jetzt  den  rationalen  Bruch  —.  in   einfache  Brüche    zer- 
legt^ so  erhält  man 

|0,        X,  Y,  Z 


w^=-2' 


üe 


a 


1  7 


(H)./-^.) 


Xj  -0  7 

Y,       a,,        («2  — Ai), 
Z,(a,  +  2k,),       «3, 


«3 


wo  Aj ,  A2 ;  A3  die  drei  Wurzeln  von  zJ  =  0  bedeuten  und  die  Summe 
Z!  auf  diese  drei  Wurzeln  auszudehnen  ist.    Ausserdem  ist 

(^)    (m)  =  "«»*  -  ^"'"^  +  3"^'  -  ^2^'  =  '^*-'  -  ^2^'' 

und  A  —  A^  einer  der  drei  linearen  Factoren  von  z/  =  0 .  Nach 
der  vorhin  gemachten  Bemerkung  über  die  zusammengesetzte  Form 
ist  jede  der  drei  Determinanten^  welche  auf  der  rechten  Seite  in  (7) 
stehen,  ein  vollständiges  Quadrat,  und  man  hat  z.  B. 
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(9) 


0,        X,  Y,  Z 

Z,  (6?2  +2Ai),       ^3,  a^ 


=  P^' 


oder 


-  + 


Fi' 


Y,        a,,  (a,  -  l,)    : 

Z,(a,  +  2X^),       «3 


«1^  —  CIqC12   -\-  CIqI^ 


X,  a^,  a^ 

Y,         a,,        K~Ai) 
Z,  (a,  +  2X,),      a. 


worin 


«i'  —  «0^2  +  «^o'^i  =  f^)^  • 


Die  Gleichung  (7)  lässt  sich  also  folgendermassen  schreiben: 


(10)    ^  =  +  -- 


PJ 


+ 


PJ 


+ 


(K),,"-.'  (M),,«'-«  ©,<'-« 


Dieses  ist  die  Fundamentalgleichung,  von  welcher  die  Zerlegung 
der  Formen  (p  und  z/;  in  Summen  der  Quadrate  sich  leicht  bewerk- 
stelligen lässt.    Aus  (5)  folgt 

uiid  durch  Vergleichung  der  Coefficienten  gleicher  Potenzen  von  A 
auf  beiden  Seiten 


(11) 


lr-4-  V-^i^ 


K 


2 


) 

-)  kPi 


dJ\     ' 


G^);., 


^^=  +  2" 


(4^,»-  1)P, 


G  v^. 


Offenbar  ist  auch 

(12) 


Pi^==  — fi  +  ÜTAi  — iV, 
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Um  nun  zu  den  entsprechenden  biquadratischen  Formen  zu  ge- 
langen, setzen  wir 

üq  =  a  y     a^  =  h  y     a^  ==  c  y     a.^  =  d ,     a^  =  e  ^ 
und  finden 

(13)  K=aai^  +  AhxSj  +  Qcxhf  +  Uxy^  +  e%f  =  f{x,y), 

(14)  H=={ac-~'b^)x^  +  2{ad—hc)xhj  +  {ae-\-2hd-?,c-)x^y-    ' 

+  2{he  -  cd)xy^  +  {ce  —  cf)if, 
endlich 

(15)  L  =  0. 

Den  neuen  Werth  von  H  bezeichnen  wir  mit  C4,4*,  es  ist  die 
biquadratisclie  Covariante  oder  die  Hesse'sche  Form  von  f.  Es 
ist  nämlich  (§  57) 

^^'*        122  \_dx'' '  dy^        \dxcy)  J  * 

Die  Functionen  P^,  P.,,  P.^   gehen  über   in   homogene  Functionen 
zweiten  Grades  in  x  und  y  und  sind  identisch  mit  den  früher  be- 
trachteten Werth en  (p,  %,  tlf» 
Man  findet 


+ 


In  Folge  der  Gleichungen  (11)  hat  man  nun 

V^V;..        l-^V/,        \i^-)>., 
und 

l^V/.      V^V>u      V^V;-, 
Dafür  kann  man  auch  mit  Berücksichtigung  von  (16)  schreiben 

U»j     ;  (^;^,  y) ^^  -^^-  -^^-       , 

V^V;..  V^V;^  V^V;^ 
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wobei  X  einen  ganz  willkürlichen  Werth  haben  kann.  Die  Formeln 
(12)  ergeben  noch  die  bekannten  Relationen 

(19)  ^^  =  IJ-C^^^^  ^'^==h,f-C,,,,  f  =  x^f-C,,,^ 
welche  die  Grundlage  zur  Auflösung  der  biquadratischen  Gleichungen 
bilden. 

Zahlenbeispiel.    Es  sei 

f{Xj  y)  =  x^  —  bx^y  +  bx^y^  +  bxy^  —  Qy^ . 
Daraus  berechnet  sich 

^4,4  =—  ^  (35^^  -  220 x'y  +  538^y  -  Q20xy^  +  315i/^), 
^=_4A^  +  |a  +  ^^0,  K  =  \,  h---\,  h--\-. 

^4^2  —  y,       ^4,3  —  —  ^; 

9)  =  —  (5^^  —  \Axy  +  5?/'^) , 
i,^\{jSx'-\Qxy+\Uf), 
%—\{   ^'-  10:^2/+  13«/'), 

©,=-«.(a=^.  ©,.=-»■ 

Diese  numerischen  Werthe  genügen,  wie  eine  einfache  Probe  be- 
weist, den  Gleichungen  (12),  (IG),  (17)  und  (19). 

Wenn  man  in  Gleichung  (18)  für  A  einen  seiner  drei  Wurzel- 
werthe  z.  B.  A^  einsetzt,  so  erhält  man 

(20)    ^(.,,)=|!£-£=^^^^-l). 

Einfacher  folgt  diese  Relation  aus  (19).  Die  Auflösung  der  Gleichung 
f  r==  0  ist  demnach  auf  diejenige  zweier  quadratischer  Gleichungen 
zurückgeführt,  nämlich 

ip  —  %  =  0     und     1/;  +  ;|<  =  0 , 
oder 


(21)        yi,f  -  04, 4  ±  Vhf  -  G^.,  4  =  0. 

Ebenso  erhält  man 


A^,  y) 


cp' 


Ao  Aj  At-t     — —    ^^ 

Wenden  wir   auf  die  Factoren  das  Zahlenbeispiel  an,   so   erhalten 
wir,  wenn  der  Einfachheit  wegen  y  =  1  gesetzt  wird, 
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il^ 


1     2         1         n 


Xj^  und  a;^  =  +  1 ; 


IL 


^'  +  Z  =  ^"  —  5.r  +  6  =  0 ;     ^3  und  ic^  =  2  und  3 ; 
y  —  (f  =  —  X-  -\-  X  -{-  2  =  0]         x^  =  2 ,  x.,  =  —  1  : 
1  +  ^  =  ^^-  —  ^x  +  4^  =  0;     0:3  ==  3,  iT^  =  1 ; 


IIL 


—  1 


9?  —  i/i-  =  Y  .z;2  —  a;  —  Y  =  0  •,     x^  =  o,x^_ 

\cp  -{-  i^  =  2x-  —  Qx  +  -^  =  0',      x.==2,  x^=l. 

Diese  Methode  ist  zwar  elegant  und  bequem  für  die  Auflösung 
numerischer  Gleichungen,  sie  führt  aber  nicht  unmittelbar  zu  der 
Wurzelform  von  Aronhold.  Um  dahin  zu  gelangen,  wollen  wir 
die  Ausdrücke  der  Functionen  cp ,  ip  und  %  in  Functionen  der  Wurzeln 
x^jX.2,  x^y  x^  der  Gleichung  suchen,  wobei  wir  der  Einfachheit 
wegen  ^  =  1  setzen  wollen.  Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen 
L,  IL,  IIL  ist  nun  offenbar 

^   '  i  =ih{^  -  ^1)  (^  —  ^3);    ^  +  z  =  ^hi^  —  ^2)  (^  —  ^4); 

(f  —  il'=Pi(x—  x,)(x  —  X2),  (p  +  i^^q-iix  —  x.^)(x  —  x^). 
Der  Factor  x  —  x^^  muss  z.  B.  in  9  —  ip  vorkommen,  welches  die 
Differenz  zwischen  q)  —  x  ^^^  ^  —  X  ^^^'  ^^®  andern  Ausdrücke 
sind  aus  ähnlichen  Gründen  so  zu  nehmen,  wie  sie  zusammengesetzt 
sind.  Aus  diesen  Formeln  leitet  man  für  jede  der  drei  Functionen 
(f  y  z^',  X  zwei  Ausdrücke  ab.  Diese  beiden  Werthe  sind  für  die 
vier  Wurzeln  von  x  gleich,  ^vodurch  man  leicht  die  Beziehungen 
zwischen  den  unbestimmten  Coefficienten  2^  und  q  findet.  Man 
erhält  auf  diese  Weise 


(22) 


=  2^  [fe — ^4)  (^  —  ^i)(^  -  ^3)  +  (^3  -  ^i)(a;— %)(a;  -x^)] , 

t  =P [(^4  —  ^sX^  —  ^l)(^  —  ^2)  +  (^2— ^iX^-  ^3)(^— ^4)] 

=  V  [fe  —  ^3)(^  —  ^1  )h—  ^4)  +  ix^~x^){x-x^{x—x^)\ , 
X  =  p  [(x^  —  x,,)(x  —  x^)(x—  x^)  +  (x.^—Xi)(x~x^){x-x^)] 

=  P  [fe  —  ^d(ß^  -  ^l)(^  —  ^4)  +  (^4— ^l)(^— ^2)(«— ^3)]  • 


Es  bleibt  also  nur  übrig,   den  Factor  j)  zu  bestimmen.    Nach  der 
Gleichung  (9)  ist  der  Coefficient  des  ersten  Gliedes  von  cp  gleich 

--[-)/6^  —  ac  +  ^'^17  ^^^  erhält 

• 

+  yb^  —  ac  +  aX^  =  A(—  x^  +  a\,  +  x.^  —  x^\ 


1 


752  Vierter  Abschnitt.     Substitutionsmethoden.     V. 

und  analog 

(23)     ~  T/^'  —  ac  +  al,  ==  l(—  x,  +  x.,  —  x.^  +  x^), 
+  ]/&^  —  ac  -\-  al^  =  l{—  x^  —  x.^  +  ^3  +  ^4) • 
Erhebt  man   diese   Gleichungen   zum   Quadrat  und   addirt   sie 
Glied  für  Glied  ^  so  resultirt 

3(52  -  ac)  =  X^C^Z[x^'\  -  2Z[x^x,,~\)  =  ^'  (5^  -  ac)-, 
folglich  ist 

Wir  wählen  p  =  —  —  a^    und    indem    wir   diesen   Werth    in   die 

Gleichungen  (23)  substituiren,  gelangen  wir  zu  folgenden  Ausdrücken 
von  X^y  A2,  A3  in  Functionen  der  Wurzeln*): 

A^   ==  —  [(^2  ^l)(^3  ^4)  ~r  \^2  ^4)  (^3  ^l)J  ; 

'^2  =  ;^  [fe  -   ^i)fe  —  ^3)  +  fe  —  ^3)fe  -  ^1)]  ; 
h  =  il  K^3   —  -^Ofe  —  ^2)  +  fe   —  ^2)fe  —  ^1)]  • 

Zur  Bestimmung  der  vier  Wurzeln  x^,  x^j  x^^  x^  genügt  es 
zu  den  Gleichungen  (23)  hinzuzunehmen  die  vierte: 

a{x^  -\-  x^  -\-  x^  -\-  x^  =  —  4 & . 
Man  erhält  so 

.(25)  -.+^=i/(i);+i/(i); +]/(!!);. 

Dieselben  Gleichungen  liefern  auch  die  Werthe  von  ^2;  ^3  ^^^  ^4? 
wenn  man  die  Vorzeichen  der  Radicale  dergestalt  ändert,  dass  ihr 
Product  immer  denselben  Werth  behält;  mit  andern  Worten:  hat 
man  die  Vorzeichen  der  drei  ßadicale  für  einen  Wurzelwerth  richtig 
gewählt,  so  hat  man  nur  nöthig,  je  zweien  von  ihnen  ihr  Vorzeichen 
umzukehren,  um  auch  die  drei  übrigen  Wurzel  werthe  von  x  zu  er- 
Tialten.  Da  die  drei  Radicale  von  der  Form  +  ]/6^ — ac-\-aX  mit 
einander  multiplicirt  eine  rational-symmetrische  Function  der  Wur- 
zeln geben,  so  muss  sich  das  Product  auch  durch  eine  rationale 
Function  der  Coefficienten  a,  &,  c,  ^,  e  ausdrücken  lassen.  Das 
Product  ist 


*)  Man  vergleiche  oben  §  217  (31)  und  §  274. 
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d£\ 


Man  braucht  nur  nachzuweisen,  dass  der  Ausdruck 
(26)      (h^  —  ac  +  aX,){h'  —  ac  +  al^)(b^  —  ac  +  aX^) 

ein  vollständiges  Quadrat  ist.    Es  ist  aber 
z/*=  —  4:P  +  Ji,2X  —  ^4,3  =  —  4(A  —  A,)a  —  AJ(A  —  A3), 

und  wenn  man 

X  =  —  -^(h'-  ac) 
setzt,  so  findet  man 

4(^,2  _  ^^y  _  ^2Q^2  _  ^^y^  ^  _  ^3J^   ^ 

=  A(h^  —  ac  +  al^){W  —  ac  -\-  aX.^(lß  —  ac  -\-  aX^ . 
Nun  ist   die   linke   Seite  bis   auf  einen  constanten  Factor  das  Re- 
sultat  der   Substitution    des    Werthes    von    X,    welcher   die   Unter- 
determinante 

a,        h 

&,     c  —  X 

verschwinden  macht,  in  die   z/ -  Determinante.    Man   hat  demnach 
mit  Hülfe  eijies  bekannten  Satzes: 


a.z/  =  1 


la, 


b,  c  —  X 


X 


C  +  2X 


C  +  2X, 


c  +  2X,d 


oder 


a.  zJ  =  {ad  -  hc  —  2hXf, 
auch,  indem  man  den  Werth  von  X  einsetzt. 


4(^2  _  ^^y 
oder  endlich 


a\h^  —  ac)Ji,2  —  a^J^ri  =  (2Z>'  —  3a&c  +  a^df 


(27)     2 yh^  ~ac  +  aX^.  YW  —  ac  +  aX.^  .  yb^  —  ac  +  aX^ 
=  _(263_  3abc  +  a^d). 

Das  Vorzeichen  des  Ausdruckes  auf  der  rechten  Seite  ist  be- 
stimmt durch  die  Bemerkung,  dass  die  reducirte  Form  der  Gleichung 

{ax  +  by—6  r,(ax  +  bf  +  A  V^{ax  -f-  &)  —  F,  ==  0, 

die    aus    (25)    durch    wiederholte    Potenzirung    gewonnene    Form 


dieser  Gleichung 

Matthiesseu,  Griindzüge  d.  aut.  u.  mod.  Algebra. 
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{ax  +  If  -  V,{ax  +  hf  -  8]/(^)y(|f)y(|f)^(..  +  2>) 
ist.    Daraus  folgt  also 

Den  Radicalen  sind  deswegen  die  Vorzeichen  in  der  Weise  voran- 
zusetzen,   dass   das   Product    derselben   das    entgegengesetzte  Vor- 
zeichen der   kubischen  Variante    erhält.    Hierdurch    sind    die   vier 
Wurzeln  von  f  =  0  vollkommen  bestimmt. 
Aus  den  Gleichungen  (19),  nämlich 
a,^-XJ=-(p',     (74,4-V=-^%     C,,,~XJ=-x' 
lässt  sich  eine  für  die  Theoreme  der  biquadratischen  Formen  wich- 
tige Folgerung  ziehen.    Man  hat  offenbar 


dc 

dx 

dc 
dx 

dy  ■        ^  dy 

dc      .   df 

dy       ^^'dy 

^  dx 


2i; 


d^ 

dx' 


oder 


^  ^         ^^\dx    dy        dy   dxj  ^^  \dx     dy        dx    dyj  ' 

Da  man  durch  cyklisches  Fortschreiten  noch  zwei  andere  Gleichungen 
erhält,  schliesst  man  hieraus 

/00\  ^9^     ^V^  dip     d(p  r.  -  \ 

woraus  folgt,  dass  unter  den  drei  Functionen  9),  i^)  und  %  jede  bis 
auf  einen  constanten  Factor  die  Functional-Determinante  der  andern 
ist.  Dasselbe  ergibt  sich  auch  daraus,  dass  die  Summe  der  Qua- 
drate der  drei  Functionen,  einzeln  durch  die  Differenzialquotienten 
z/'(/l^),  z/'(Ajj),  ^'(^3)  dividirt,  gleich  Null  ist.    Man  erhält  demnach 

dC    df        dC    df         . 

dx    dy        dy    dx  ^  ^  1^ 

Das  erste  Glied  dieser  bikubischen  Form  hat  zum  Coefficienten 
—  8  F3  auf  der  linken  Seite,  und 

AnYb^  —  ac  -\-  aX^  .  y¥  —  ac  -\-  aX^  .  ]/6^  —  ac  -\-  aX^ 
auf  der  rechten  Seite,  oder  nach  (27) 

-  2K(2h^  -  3ahc  +  a'd)  =  -2xV^, 
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Daraus  folcft  nun  ohne  Weiteres  x  =  4  und 


o 


(29)  K-  •  7—  —  K-  •  ^  =  16wfY. 


Erhebt  man  beiderseits  zum  Quadrat,  so  resultirt 


und  wenn  man 


S  \dx    cy        dy     dxj  ^ 


setzt,  die  bekannte  Gleichung  von  Cayley 

(30)  Cl,,  =  -  401,4  +  ^4,2^04,4  ~  J4,3f  . 

Dies  ist  die  Relation  zwischen  den  drei  Covarianten,  welche  Cay- 
ley  zu  einer  neuen   Methode   der  Auflösung  der   biquadratischen 
Gleichungen  benutzt  hat  und  welche  bereits  früher  entwickelt  wor- 
den ist.     Dieselbe  besteht  in  Folgendem: 
Die  Gleichung 

(A,  -  A3)  9  +  (A3  -  l,)xl,  +  (A,  -  A,);i  =  0 . 
welche  quadratisch  ist,  wird  offenbar  erfüllt  durch   einen  Wurzel- 
werth  x^  und  gibt 

cp  =  i^  =  1  =  0. 
Die  quadratische  Gleichung  liefert  zwei  gleiche  Wurzeln,   d.  h.  es 
.genügt  x^  auch  der  Gleichung 

(^.-A3)||  +  (A3-AJ||  +  (A,-A,)||.  =  0. 

Dies  folgt  aus  der  Identität  (16),  nämlich 

-I Z^ I ^? =   0 


{slX     (h)^     (ai) 

aus  welcher  resultirt 

(^2  -  h)r  +  (.h - '^öt'  +  (M  -h)x'-o, 

oder  durch  Differenzirung 

(A,  -  A3)^  ll  +  (A3  -  l,)i,  II  +  (A.  -  l,)x  li'=0. 

Setzt  man  hierin  (p  =ip  =  1^  so  erhält  man  offenbar  die  Bedingungs- 
gleichung zweier  gleichen  Wurzeln.  Wir  gelangen  so  zu  dem  Cay- 
ley'schen  Theorem,  dass  die  Gleichung 

{h-x,)yxj-  ^4,4  ±(A3-  hWhf-  c,,^±{K-^-^Vhf-  c,,,=o 

48* 


756  Vierter  Absclinitt.     Substitutionsmethoden.     V. 

eine  der  vier  Wurzeln  der  Gleichung  /"==  0  doppelt  liefert,  oder 
dass  die  linke  Seite  ein  vollständiges  Quadrat  ist. 

Darboux  leitet  nun  weiter  »die  Formeln  von  Aronliold  in 
eben  so  eleganter  Weise  ab,  und  zwar  aus  den  Formeln  (22).  Ad- 
dirt  man  dieselbe,  so  resultirt 

+  {x,  —  x^)(x  —  x^){x  —  x^)  +  (^1  —  x^){x  —  x,,)(x  —  x^)], 
oder 

9  +  ^  +  %=  4(^1^^)  [(^1  -  ^3)(^  -  ^l)(^  -  002)(X  -  X^) 

+  (x^  —  x^)(x  —  x^){x  —  x^)(x  —  x^) 

+  {Xi  —  X^)(X  —  Xj){x  —  X2)(X  —  ^^3)]  . 

Der  Ausdruck  in  der  Klammer  multiplicirt  mit  a  ist  der  Werth  von 

^f  \       df 

X  1^  4-  y~- 

öx    ^    ^  0  y 

für  X  ==  x^  und  y  =^  1.    Man  findet  also 

oder 

(31)     (^^i+?>)^'+3(fe^i+c)^'y4-3(c^i+^)^y'+(^^i+g)y'^.|         [   ^   [ 

X     x^  y 

worin  die  Vorzeichen  auf  der  rechten  Seite  noch  zu  bestimmen, 
X  und  y  zwei  Willkürliche  sind.  Um  den  allgemeinsten  Ausdruck  für 
die  Wurzelgrössen  zu  erhalten,  kann  man  folgende  Methode  an- 
wenden: 

Die  drei  Functionen  gj,  ijj,  %  wurden  abgeleitet  von  den  allgemeine- 
ren linearen  Functionen  Pj,  Pg,  P3,  indem  an  die  Stelle  von  X,  Y,  ^be- 
ziehungsweise 2/^,  yx,  x^  gesetzt  wurde.  Umgekehrt,  da  die  Functionen 
(p,  ip,  %  nur  vom  zweiten  Grade  sind,  kann  man  von  ihnen  die 
Functionen  Pj^,  P2,  P3  ableiten,  indem  man  y^,  yx,  x^  wieder  durch 
X,   Z,  Z  ersetzt.    Man  erhält  auf  diese  Weise  wiederum  nach  (12) 

P^  =  y^^E-^Kl^  —  LX^  u.  s.  w., 
wobei  die  Vorzeichen  der  Radicale  nach  derselben  Regel  bestimmt 
vc^erden,   wie   die   von   9),   ^  und  y^.    Man  findet  nun,   indem   man 
die  Division  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (31)  ausführt, 

9^  +  ^  +  Z  =  (^^1  +  ^)^^  +  (ci^i   +  4&rri  -f-  Zc)xy 
+  (ax^  -\-  AhXj^  +  6cx^  +  3d)y^. 
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Dann  hat  man  die  allgemeinere  Gleichung 

{ax,-\-b)Z-{-(axi-+4hx^+3c)Y-\-{axi^+ihXi^+6cXi+3(l)X 

=  P,  +  P,  +  P,  

=  V-  H+  Kk^  -  Li;'  +!/-£  +  Kl,  —  Ll.^ 


(32) 


Lh' 


Dies  ist  der  allgemeinste  Ausdruck  einer  Wurzel,  für  welchen  die 
Summe  der  vier  Werthe  verschwindet.  Fügt  man  beiderseits  die 
Constante 

aC+UZ+?,cY-{-dX 
hinzu,  so  resultirt 

{ax^^  +  Ux,~  +  6cx,  +  4fZ)Z  +  {ax,'  +  Ahx,  +  ßc)  Y 
+  (ax,  +U)Z+aC 
=  aC+  3hZ+3cY+dX±y- 


(33) 


H+K?.,  —  LX,' 


LI,', 


dL 

dL 

dx' 

cY^ 

oK 

cK 

dH 

dx> 

dH 

dY> 

H  +  JiX  -  ZA/  +  ]/-  i7  +  KL, 

Geht  man  von  dem  System  (12)  aus,  so  findet  man  leicht,  dass 
das  Product  der  drei  Radicale  gleich   ist  der  rationalen  Function 

dZ 

1  öK       cK       dK 

2  dX^  dY^  dZ 
d^ 
dZ  ^ 

Die  Formel  (33)  unterscheidet  sich  von  der  Aronhold'schen  da- 
durch, dass  in  den  Radicalen  quadratische  Functionen  von  A  ent- 
halten sind.  Man  kann  sie  indess  verschwinden  lassen,  wenn  man 
annimmt  Z  =  4(Y^  —  XZ)  =  0.  Dieser  Gleichung  wird  genügt, 
wenn  man  setzt 

Y^x,j,    X  =  f,    Z^x'; 
und   man    erhält   die  Formeln   von  Aronhold.    Es  lassen  sich  je- 
doch ausser  ihnen  noch  andere  Resultate  herleiten. 

Seien  i^j,  ip.^,  i^3,  ip^  die  vier  Werthe  irgend  einer  Function 
einer  Wurzel  x^ .  Jedes  der  Radicale ,  welche  in  den  Formeln 
(32)  und  (33)  vorkommen,  ist  gleich  einem  Ausdrucke  von  der 
Form 

i\+   t-2  —  ts    —   ^4- 

Wenn  man  also  die  Gleichung 

Ai^"^  +  Ihr  H —  =  0 
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schreibt,  deren  Wurzeln  durch  jene  vier  Werthe  dargestellt  werden, 
und  wenn  man  die  Wurzeln  der  neuen  Resolvente 

mit  y^i,  A2,  A^  bezeichnet,  während  «71^2  und  Ji^^  die  Invarianten 
der  Gleichung  [^i/'*]  =  0  bedeuten,  so  hat  man  offenbar 


\-  H+Kl,  -  Li;'  =  A, 


(35) 


A  A , 


LV  =  A, 


H+KX,~Ll,'==^A,~-A,A,. 

Durch  Addition   dieser  drei  Gleichungen   gelangt  man  zur  Grösse 
Aq,  nämlich 

A,=  -~H-LU(X,')  =  -H-^J,,2L. 
Daraus  folgt  weiter 

(36)  A,A,  =  —-^J,^,L  -  Kl,  +  XV. 
Setzt  man  J.^  =  1,  so  wird 

Die  Werthe  A^,  Ag,  A3  können  nach  der  Cardanischen  Formel  dar- 
gestellt werden  durch 

(37)  ?.,  =  ~aYB—a'^/W, 
wo  a  eine  Wurzel  der  Gleichung 

bedeutet  und  B  wie  B'  zwei  Grössen  sind,  welche  gegeben  sind 
durch  die  Formeln 

3 


(38) 


B  +  B  =~-  J4  3, 


27 


Man  erhält  also,  wenn  man  den  Werth  A^  einsetzt, 

einen    Ausdruck  von   derselben   Form  wie  1,.     Wendet  man  nun 
die  Formeln  (38)  an,  so  findet  man 


(39) 


.U'^ 


4,3 


«(*'+^y-'''(^+'S)"- 
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§  276.    Methode  von  Cayley*). 
Die  Ausdrücke,   welche  bei  den  binären  „Quartics"  betrachtet 


Av erden,  sind: 


/^ 


f=={a,  h,  c,  d,  e){x,yy, 
J,,,  =  ae-Ud+3c', 

Ci.i=^  (ac  —  h^,  -{ad  —  hc),   -{ae -\- 2'bd  —  ?fC^),    -  (he  —  cd), 

ce  —  dr){x,y)\ 
Ji.3  =  cice  +  2J)cd  —  a(^  —  b^e  —  c^. 


Ci, 


(a'd-  3ahc  +  2¥), 

(ciH  +  2al)d  —  9ac-  +  Q^h-c) , 

(ahe  -  3acd  +  2h'd), 

(acP  —  h-e), 
\{ade  -  3hce  +  2hcf) , 
^  (ac'  +  2hde  -  dc^e  +  6cd'), 


^\ 


(^,2/y 


-(be^  —  3cde  +  2cP), 

D^  =  Ji^  2  —  21  Ji^  3 

=  d^e^  —  12a^de-  —  21a'd^  -  ßah^d^e  -  21h^e^  —  6WcP 

+  cma'd^e  +  Mah'e'  +  lOSahd'  +  lOShhle) 

+  c\-  18a^e'  —  lOSahde  +  36&'^rf-) 

+  c\-  54a^  -  öWe) 

+  c\Slae). 
Wir  stellen  iiüs  die  Aufgabe,  einen  linearen  Factor  der  Quartic 

/X 

(a,  h,  c,  d,  e)  {x,  yf 

zu  bestimmen.    Die  Covarianten  sind  untereinander  verbunden  durch 
die  Gleichung 

^4,  6  ==  4(74",  4  +  «74,2^4, 4/" «^4,3/      • 

Setzt  man  der  Kürze  wegen  die  absolute  Invariante 


JI2 

^4% 


43f, 


so  lässt  sich  die  vorhergehende  Gleichung  schreiben 


*)  Cayley,  Fifth  memoir  upon  quantics.  §  127—146. 
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fl,  0,  -  jM,  m\  (j,,2C,,,,  J^,,f^  =  -\JI2CI,. 
Sind  o?!,  CO2,  Ö3  die  Wurzeln  der  Gleichung 

(1,0,  -\m,M^{o>,  1^  =  0, 
SO  sind  die  drei  Ausdrücke  ^ 

eTi,  2^4,4  —    CO^dA^'if,      «74,2^4,4  —   CO.^Ji/sfj      J4,  2^4,4—  G^^JA,if  t 

lauter  Quadrate.    Man  setze  nun 

(«3  —  G3i)  (J4, 2^4,4   —   «2^4,3/")  ==    r% 
(«1   —   Cög)  (J4,  2  C4,  4  —   (»3  J4,  3  /*)  =  >^% 

SO  dass  identisch 

z^  +  r^  +  z^  =  0 , 

und  wegen 

sämmtliche  Factoren   auf  der  linken  Seite  Quadrate   sein   müssen. 
Der  Ausdruck 

aX  +  ßY+yZ 
wird  ein  Quadrat  sein,  wenn 

a^  +  ß'  +  f  =  0 
ist.    Man  braucht  nur  zu  schreiben 

|-(«  +  iß)  (X-  iT)  +  I  («  -  iß)(X+iY)  -  riVWiTj-^. 

Setzt  man 


so  ist  weiter 


fÖq 


093)  ]/j4,  2  C4,  4  «i  e74,  3  /'  +   (»3   ~   G>])  I/J4,  2  ^^4,  4   —  «g  J4,  3  /* 

+   (Cjj  —  (02)1/^4,204,4   —   «3^4,2?' 

auch  ein  Quadrat.    Da  das  Product   der  verschiedenen  Werthe  ein 
Vielfaches  von  p  ist,  wohin  leicht  die  Erwägung  führt,  dass  der 
Ausdruck  für  f  ==*  0  verschwindet,  so  ist  der  Ausdruck  das  Quadrat 
eines  linearen  Factors  von  /". 
Setzt  man  der  Kürze  wegen 

y^ 
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Qr 


=\m\^{-\,  \m,  -|jf,  if+ijf^)(j,..(74,„  j.,3/-y 


x\ 


-  ]/l  -  ^  M  (l  ,    0,    -|il/,    ili)(j4,2Ci,4,  J4,3/-y 

worin  die  kubische  Covariante  und  die  Discriminante  der  Gleidiung 
co^  —  il/(ö  —  1)  =  0  vorkommen,  und  bezeichnet  die  Wurzeln  der 
Gleichung 

J2  _f_  J  +   1   =  0 

mit  Ji  und  J^ ,  so  wird 
Setzt  man  ferner 

so  wird 

i-(^i-<^r)(»2-«3)  =  -Po-eo- 

Beachtet  mau  jetzt,  dass  (J,  —  J^^Y  =  —  3  ist,  so  erhält  man 

i  (".    -    «a)'  (^4,2  6^4  -   O,  /4.3/-)   =   (P  -    «)   (Po   -    «o) 

und  folglich 

(cd,  -  (o,)  yj,,2a,,-~co,j,jf'=  (j,- j^)  V-  (p-  e)(Po  -  Qo) . 

Auf  dieselbe  Weise  gelangt  man  zu  folgenden  Systemen  von 
Gleichungen : 

y(^l    -^2)(«2  —   «3)  (-^4, 2^4,4-    C0,J.,,3f)  =  P~Q, 
t(^1    ~   ^2)(»3  —  «l)(^4,2C4.4   -    CO,J^rof)=J,P-  J^Q 


2T7 


3 

und 


Y(Ji  —  Jg)  («i  —  CO,)  (J4. 2^4,4—  CD.^Ji.zf)  =  J,P—  J^Q, 


-  (J"i   —  J2)  (»2   —   «3)  =  ^0  —   ?0. 

y  (J^  -  ^2)  («3  —  »1)  =  ^1^0  —  J-iQoy 


762  Vierter  Abscianitt.     Substitationsmethoden.     V. 

aus  denen  sich  diese  drei  andern  ergeben: 


(m,  -  co,)yj,,,a,,  -  <o,j,,sf=iJ,-J2)y-{p-Q){Po-Qo), 

=  (Ji  -  J2)  V-  (Jt  P  -  J^  Q)  {J,Po  -JM  ■ 

Sieht  man  ab  von  dem  gemeinschaftlichen  Factor  Ji  —  J2 )  so   ist 
das  Quadrat  eines  linearen  Factors  von  f  gleich 

y- (P- Q) (p, - r^  +  Y-Jj;p^^jMJAPo-'JÄ)  ■ 

+  y-{J,p-J7Q)iJ,Po-J,Qo)- 

Es  möge  noch  die  Bemerkung  hinzugefügt  werden,  dass 

—  »1  =  Po  +  §0 ; 

—  Cög  =  t/^Po  +  Jg  öo ; 

—  ojg  ==  J2  Pq  +  Jj  öo  > 
ist,  worin  Jj   und  J2  einander  vertreten  können. 

Die   vorstehende  Lösung  gibt  zugleich    die  kanonische  Form 
der  Quartic.    In  der  That,  wenn  man  schreibt 


X  +  iY=  2y{iO,   -   «3)  (g),  -  03,)  ■|/J4,3  .  X\ 

.  X  —  iY=2 1/(032  —  Ö3)  (c33  —  «1)  1/77^3 .  ^f  , 
so  findet  man  nach  einer  eijifachen  Reduction 

^^4,  2  C4,  4   —   »1  Ji,  3  /"  =  (f»3   —   »1)  ^4,  3  (X^  +  y'^/  , 

'    e/i, 2^4,4  —   092^4,3/"==   —   («2  —  «3)  «^4,3(^'^  —  2/^7 


«^4,2^4,4 

^3^4,3/=                  -      ^^_^^             -/4,3 

Setzt  man  nun 

0  = 

(^,    -^2)(^2^0    +    '^l^o) 

CO,  -CO,                  HJ.Fo-'fiQo) 

so  resultirt 

f=x^  +  y''  +  6Cx'yK 
Die    Hesse^sche    Function    64,4   kann    geschrieben    werden    unter 
der  Form 

V    ae     '  2      a^    '        6      ac     ^  2      dh    '      da    J  V'^^J   ' 

Die    cubische   Covariante   64,6  kann    man   bilden,    wenn   man   die 
Quartic  in  der  kubischen  Form 
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(ax  +  hy),   y  {hx  -\-  cij) ,  ~  {ex  +  dy) ,  {dx  +  ey)^    (Xy  yf 

darstellt.    Die  kubische  Covariante  dieser  Cubic   gibt  die  kubische 

Covariante  Go  der  Quartic. 
Die  Covariante  C4.6  sei 

C4.6  =  U,  B,  C,  D,  E,  F,  G)lx,  yy. 
Dann  ist  identisch 

und   wenn  man  die  quadratische  Invariante  der  Sextic  bildet,  so 
gelangt  man  zur  Discriminante.    Es  ist  nämlich 

ÄG  -  6BF+  VoCE-  10 B^  =  \lD^. 

Die  beiden  Gleichungen  geben  die  einfachere  Relation 

welche  zuerst  von  Salmon  gegeben   worden  ist.    Die  linke   Seite 
ist  die  quadratische  Invariante  der  Quartic 

{B,  C,D,E;F)Xx,ijy.    ' 
Man  findet  ausserdem  die  Identitäten 

AF—^BE+2CB  =  0, 
BG  —  3CF+2BE  =  0. 

Bemerkenswerth  sind  noch  die  Covarianten  der  zusammenge- 
setzten Function 

Die  quadratische  Invariante  ist: 

J4,2K+   6/SC4,4)  =  (J"4,2,   9J.i,,,   iJl^ficC,   ßf  ; 

die  kubische  Invariante 

J4, 3  («/"+ 6/3(74,4) 

die  Hesse'sche  Function 

C4,,iaf+6ßC,,,)  =  (1,0,  ~SJ,^,fla,ßy-C,,, 

+  (0,yJ4.2,9J4,3r(«,  ftY; 
die  kubische  Covariante 
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Ci,,(af+  6/3(74,4)==  (l,  0,  -3J4,2,  -54J4,3U«,  ßfC^,^', 
und  die  Discriminante 

162^4,2^4,3;     -    2916  J4%)   («  ,    ß)     5^  . 

Die  beiden  Invarianten  haben  wir  bereits  in  §  217  (29)  und  (31) 
kennen  gelernt.  Die  Invariante  J4,2  stellt  sich  in  Form  der  qua- 
dratischen Covariante  dar  von  der  „Lambdaic" 

nämlich 


y  (^4, 2X'  —  3JA,sxy  +  ^  Ji]2  y'j 


und  wenn  man  x  =  ^  ^  y  2/=  —  ß  setzt , 
1  -^ 

Die  Invariante  Ji^s  stellt   sich  in  Form  der  kubischen  Covariante 
von  der  Lambdaic  z/  dar.    Diese  Function  hängt  mit  der  Gleichung 

einfach  so  zusammen,  däss 

t'4,  2  A  =  ^4.  3  f^  • 

Cayley  bezeichnet  nun  weiter  als  eine  Folgerung  der  voran- 
gehenden Deductionen  die  Identität  von  Aronhold: 

y\ 

ja,  h,  c,  d,  e)  {^,  riY  (x,  y) 

12/  —  V^ 


+ 


^m,-m,'  m^^m,  m%^)' 


Die  Radicanden  lassen  sich  einfacher  in  folgender  Form  darstellen, 
wie  man  leicht  durch  Zerlegung  findet: 
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''4,2  ''4,2 

Die  Gleichung  von  Ar on hold  geht  dadurch  über  in 

{a,!),  c,  d,  e)  {h,,  7]Y  {x,  y) 


^y  —  rix 


V—  Ji,s   =yj4.,2C4.',4.—  GiiJi,zf 


+  y Jl,  20^,4.— CO.,  J4,^  sf"  +  VJi,2Ci\i—  G53  J4,  3/'  • 

Ist  nun  X  —  Xj^y  ein  linearer  Factor  der  Quartic /"  und  ersetzt  man 
in  der  Gleichung  y  durch  den  Werth  x^x,  dann  verschwindet  (Xj  y) 
gänzlich. 

Die  vorstehende  Gleichung  wird  dann 

^  —  x^ri K  — ^4,2=  K^4,2U,4—  »1^4,3/ 

+  y«A,  2^4,4 (0.2^4., df-\-  yJ4..  26^,4  —  a.^Ji^sf  j 

nimmt  also  einen  Ausdruck  an,  welcher  im  Zusammenhange  steht 
mit  den   im  Anfange   dieses  Paragraphen   gewonnenen  Resultaten. 
Betrachtet    man    die   Quartic    als   ein   Product    ihrer    linearen 
Factoren  in  folgender  Gestalt: 

f=a{x  —  x,tj)  (x  —  x.^y)  {x  —  x^y)  (x  —  x^y) , 
und  schreibt  mau  der  Kürze  wegen 

«  =  (^1    —  ^2)fe   —  ^4); 

v  =  {x^—x.^{x^  —  x^, 

w  =  {x,—  x^)  (x^  —  x^) , 
so  ist 

u  -\-  V  -\-  IV  =  0 

^4,2=1^  {n^  +  V-  +  t(f)  =  —  f2  0'^  +  ^'^^  +  ^^"^0 ; 

^^'  ^  ^  432  (^'  ""  ^^)  (^'  ""  ^')  (^^^  ~  '^)  ' 
—  a® 

*  "^^  2^   ^^1         ^^-^"  V^l         ^3)    (^1         ^4)    (^2         ^3)    (^2         ^4)" fe         ^47 


^  —  u'v^w' 


Hieraus  lässt  sich  die  Formel  D^  =  Ji^^  —  21J^,^  leicht  verificiren. 
Die  Formeln  zeigen  eine  merkwürdige  Analogie  zwischen  den 
Covarianten    einer   Cubic   und   den   Invarianten   einer   Quartic.    In 
der  That  ist 
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für  die  Cubic:  für  die  Quartier 

u  =  (xi  —  X.,)  (x  —  x^y),  u  =  (^1  —  X.,)  (x^  —  x^) , 

V  =(xs  —  a?i)  (x  —  x^y),  V  =  (x^  —  x^)  {x^  —  x^ , 

w  =  {x^  —  x^)  (x  —  x^y),  w  =  (x,^  —  x^^)  (x^  —  x^) . 

Ferner  correspondiren  mit  einander 

für  die  Cubic:  für  die  Quartic: 

die  quadratische  Co  Variante^  die  quadratische  Invariante^ 

die  kubische  Covariante,  die  kubische  Invariante, 

das  Product  aus  Quadrat  der  die  Discriminante. 
Cubic  und  ihrer  Discriminante, 

Zu  diesen  Analogien  fügen  wir  noch  die  in  §  143,  8  und 
§  217,  4  (29)  und  (31)  aufgestellten  Theoreme  hinzu: 

für  die  Cubic: 

a)  Wenn  die  quadratische  Co  Variante  verschwindet,  so  bilden 
ihre  beiden  Wurzeln  mit  denen  der  Cubic  einen  Double  äquian- 
harmonischer  Verhältnisse; 

b)  Wenn  die  kubische  Covariante  verschwindet,  so  bilden  ihre 
drei  Wurzeln  mit  denen  der  Cubic  einen  Tripel  harmonischer 
Verhältnisse ; 

für  die  Quartic: 

a)  Wenn  die  quadratische  Invariante  verschwindet,  so  bilden 
die  vier  Wurzeln  einen  Double  äquianharmonischer  Verhält- 
nisse 5 

ß)  Wenn  die  kubische  Invariante  verschwindet,  so  bilden  die 
vier  Wurzeln  einen  Tripel  harmonischer  Verhältnisse. 

Für  die  beiden  Covarianten  64,4  und  d^e  hat  man 

^4,4  =  —  ^  2;(^i  —  X2)\x  —  x^y)\x  —  x^y)\ 
und 

wenn  man  der  Kürze  wegen  setzt: 

~=(,^i~r^2     ^3     ^4;     x-^x^-f-x^x^y  x^X2{x^-\-x^)    x^x^{x^-\-x.^))  {x,y)  , 

4:1b  '^ 

ä  ""^^^^      ^2~r^3      "^4;       ^i^3+^2^4;  ^1^3(^2  I  ^4)    '^2^4(^1  "1" ^3))  (^?2/)  7 
~=[X^^       X2       ^3+^4;        X^X^-\-X2Xgy  X^X^{X2-\-X.^)      ^2^3(^'l'T^4})  (^72/)  • 

Gemäss  der  Bedeutung  von  M  ist  weiter 
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Jl_  ;^  _  ^ ,        27  iu'  +  v'  +  wy 


\3 

4   j-  2    —  -'^  —  8  («;  —  ir)2  (m;  —  u^  {u  ^^f  ' 


4,  3 

und  wenn  man  der  Kürze  wegen  mit  Berücksichtigung  der  früheren 
Annahmen  schreibt 

3  u^ -\- v^ -\- u-  a      *^4,2  aa 


2      {v  —  tu)  {w  —  u){u—  V)         12     J^  3         12  A  ' 
SO  wird 

Hieraus  lassen  sich  folgende  Gleichungen  herleiten*) 


X,  =  —  -f_  (?>  -  ti) 


SJ^^^(u^-^v'  +  w^ 


12^  ^  2J^.,{v-u){v  —  w)^ 

_  ^ .  _       3j;^3(u^  +  ^^  +  ^^-^) 

'^'3  12^"         ^^  2j^^^{w  —  u){w~-v)' 

Aus  diesem  System  folgt  ohne  Weiteres 

es  sind  also  A^,  A^,  A3  die  Wurzeln  der  Lambdaic  z/  =  0. 
Der  erste  Coefficient  der  entwickelten  Function 
e/4 , 2  C4 , 4  —  C3i  J4 , 3  /* 
ist  nun 


*)  ^an  vergl.  C  leb  seh,  Theorie- der  binären  algebraischen  Formen  §  50. 
Es  ist  zu  bemerken,  dass  rücksichtlich  der  Bedeutung  von  m  =  —  2X  (§  47 
und  §  49),  die  Ausdrücke  auf  der  rechten  Seite  der  Formeln  (10)  und  (14)  das 

V 

entgegengesetzte  Vorzeichen    haben    müssen.     Setzt  man  nämlich    a  = 

w 

aus  (9)  in  (3)  ein,  wie  es  in  der  That  von  Clebsch  geschieht,  so  erhält  man 

wegen  w-  -\-  lov  -\-  v^  =  —  {u2v  +  ^vv  -j-  ^«*)  =  i  (w-  +  v^  +  w^) , 

/        w*  4-  v^  +  iv^ 
in  =  —  —  . ! ! . 

i     {u  —  v)  {u  —  ic) 
Man  überzeugt  sich  übrigens  leicht  von  der  Richtigkeit,  wenn  man  aus  (14) 
und  (13)  die  Determinante  in  §  47  ableitet. 
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oder 

und  der  Werth  des  Ausdrucks  in  der  eckigen  Klammer 

o  ( OCt  OCi)  ~p"  CC-^ CCo  ~J~  CC-^ CCi^  -j"  X^ X^  ~j~  X^ X^  ~Y~ X'^ X^ j  O  [Xj^  —j~  X.^  ~|    Xo  ~Y~  X ^  ) 

+  4(^1  —  x^)  (x^  —  x^)  -  4  {x,  -  a;,)  (rr,  —  .^3) 

O  [X-^   ~j~  X^  X^^  '^47    • 

Es  ist  aber  die  Function  J4,2C'4,4  —  co^Ji,^/'  ein  Quadrat  und  ihre 
Entwicklung  leicht  zu  ergänzen;  es  ist  nämlich 

*74,  2^4,4  —  «1^4,3/^=— ^(^^+   V^  +  W^)   ([^i   +  a;^  —  ^3  —^4? 

^1^2  ~r  ^3^4?    ^1^2(^3    I    ^4)        ^3^4(^1  "r  ^2)]  (^5  y)  )  ; 

t74,2  ^4,4  —  03^^4,3/"=  —^  (^^  +  ^'^  +  tV^)    ([X^  ~  X.^  +  X^  —  X^, 

—  x,x.,  +  x.,x,,   x,x.,{x^  +  x^  —  x.,x^(x,  +  x.^]  {x,  yy)\ 

a* 

e74,2C4,4  -    0:^^4,3/'==— ^(**^  +  ^^  +  w')    ([^^i   —  OC.,  —  X^  +  X^  , 
^1^4  +  ^2^3?     ^1^4(^2  "1     ^3/  ^2^3(^1   ~r    ^4)]    (^?  2/)  )    • 

Aus  den  vorhergehenden  Gleichungen  für  A  ergibt  sich  nun 

a 


^2  ^^3  A     ^*; 


a 


h  -  K  =T^/ 
und  es  ist  demzufolge 


a/4  2 


«2  —  «3  =  77 —  ^; 


Cl)„   —   09,    = 


4^^4,3 


aJ^    2 
03,    —  Oo  ==  7-r —  ^  • 


Wir  haben  somit*) 

(«2  -  «3)  1/^4, 2  C/4, 4  -  ß>i^4, 3/"=  Y  (Ji  -  J2)  (T^- ^,)(^^- ^,^(^:=rv) 
X  (o^i  —  a^a)  fe  —  irj  X  (^1  +  %  —  iTg  —  ^4,  —  ^ia?2  +  ^3^4? 

x^x^ix^  +  ^^4)  —  ^3 ^4(^1  +  ^2)  (^;  yT • 


*)  So  Cayley.    Ich  finde   statt  des  Factors  J^  —  J^    den  abweichenden 

9}/-  J4^2. 
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Bilden  wir  die  analogen  Ausdrücke,  so  ist  ihre  Summe 


(CO.^   —   0)3)  I/J4,  2  Ci,  4  «1  J4,  3  /^  +   (Ö3   —    »i)  yJi,  2  C4,  4  —  «2^4,  3/" 

+  (O?!    —   Ca^)  1/^4,  2  C4 ,  4  —   Ö3  ^4,  3  /* 

Wenn  die  quadratische  Invariante  J4,2  verschwindet^  so  wird 
ic :  V  :  iü  =  i  :  J^  :  J^f 
wo  Jj  und  J2  ^i^  Wurzeln  der  Gleichung 

J-'  +  J+  1=0 
bedeuten.    Die   Wurzeln    der  Quartic   sind   einander    äquianhar- 
monisch  zugeordnet. 

Wenn  die  kubische  Invariante  J4,3  verschwindet,  so  wird 
II  —  ^'  =  0 ,  oder  v  —  tv  =  0  j  oder  tc  —  11  =  0 , 

und   es   sind   die  Wurzeln   der  Quartic   einander  harmonisch  zu- 
geordnet. 

Wenn  endlich  sowol  J4,2  =  0,  als  auch  J4,3  =0  ist,  so  wird 

21  =  V  =  IC  =  0 , 

und  in  diesem  Falle  sind  drei  Wurzeln  einander  gleich. 

Wenn  irgend  zwei  lineare  Factoren  der  Quartic  mit  den  beiden 
übrigen  eine  Involution  bilden,  so  machen  die  einander  zugeordneten 
Grössen  der  Involution  einen  quadratischen  Factor  der  kubischen 
Covariante  aus.  Betrachtet  man  die  drei  Paare  der  zugeordneten 
Grössen,  so  sind  die  linearen  Factoren  eines  quadratischen  Factors 
der  kubischen  Covariante  die  zugeordneten  Grössen  der  Involution, 
welche  von  den  beiden  andern  Paaren  gebildet  wird. 

Angenommen  nämHch  die  Involution  werde  gebildet  durch  die 
Gleichungen 

(x  —  x^yy{x  —  x.^y)  =  0,     {x  —  x.^y){x  —  x^y)  ==  0, 
so  werden  die  zugeordneten  Grössen  der  Involution  gefunden  mittels 
der  Jacobi'schen  Function  der  Quadric 

(2,     —x^  —  x.,,    2x,x.2){x,tjf, 

(2,     --x.,  —  x^,     2x.^x^)  {x,  yf] 
dieselbe  ist  , 

lXl~\~  OC2       X.^       X^y  XiX2-\-XqX^j  Xj^X2y00^-f-X^)       ^3^4V^1~T"'^2/J  sP^iV)} 

also   ein   quadratischer  Factor    der    kubischen    Covariante.    Bildet 

Matthiessen ,  Grundzüge  d.  aut.  u.  mod.  Algebra.  49 
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man  noch  die  beiden  übrigen  Factoren,  so  sieht  man  leicht,  dass 
irgend  einer  von  ihnen  die  Jacobi'sche  Function  der  beiden  andern  ist. 
Wenn  ein  paar  Wurzeln  einander  gleich  sind,  so  ist 

f=  cl(o^  —  (ic^yfix  —  x^y)  {x  —  x^y), 

^^'^  ==  ~  216  ^^1  "  ^3)'(^i  —  ^4)% 
D,  =  0,       ^ 

+  fe  —  ^4)^(^  —  ^ivf]  (^  —  ^l2/)^ 

^1  (^3  +  ^4)  —  2x^x^x^  (x,  y)\x  —  r»!«/)*. 
Wenn   die  Gleichung  zwei  Paare   gleicher  Wurzeln  hat,   so  wird 

f=  a(x  —  x^yf(x  —  x^yf, 

«74, 2 = ^  (%  —  oo^y  7 

^4,3  =   —  ^  fe    ~"  ^3)^; 

Ä  =  o, 

04,4  =   —  ^  (^1  —  ^3)'(^  —  ^l2/)'(^  —  ^3?/)% 
^4,6  =  0. 

Diese  Werthe  ergeben  noch  die  Relation 

^  2e74,  2^4,4  3(74^  3/   =  0  . 

Wenn  drei  Wurzeln  einander  gleich  sind,  so  hat  man 

f=a{x  —  x^yf{x  —  x^y), 

Ja,2=0,       J4,3=0',      5,  =  0, 

^4,6  =  1^  fe  —  ^4)'(^  —  %2/)'- 

Sind  endhch  alle  vier  Wurzeln  einander  gleich,  so  hat  man 

f==a{x  —  x^yf,        ^ 

^4,2  =  0,       J4,3  =  0,       -04  =  0, 
^■4  ,  4  ==  0  ;       C4,  G  =  0  . 
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§  277.    Methode   der   Auflösung   einer  biquadratisclien   Gleichung 
mittels  einer  Transformation  dritter  Ordnung  nacli  Hermite*). 

Die  folgende  Methode  beruht  theilweise  auf  der  Bemerkung, 
dass  die  Summe  der  quadratischen  Factoren  der  kubischen  Co- 
variante  eine  gewisse  kubische  Function  der  Unbekannten  x  der 
vorgelegten  Gleichung 

(a,  h,  c,  d,  e)  {Xj  1)^  =  0 
ergibt.  Nach  §  217,  7  sind  nämlich  die  drei  Factoren  von  32tt~^C4,6: 


^  ~  =  [x,  +  x,^  —  x.^~  x^,     —  x^x.^  +  x^x^, 


/% 


^iX^i^Z  +  ^4)  —  ^3^4(^1  +  -^2)]  (S;  ^)"5 


^^  =  \x^  —  x.^  +  x.^  —  x^,     —  x^x^  +  x^x^, 


y^ 


^1^3(^2  +  ^4)  —  ^2^4(^1  +  ^3^^]  (5  y  nf ; 


4  ^  , —  yx^        X2        x.^  -j-  x^y  x^x^  -\-  X^X^y 


^\ 


x^x^ix,  +  x^)  -  x^x.^  (x^  +  x^]  (I,  i]y . 

Bezeichnet  man  allgemein  x^  mit  x,  addirt  die  drei  Gleichungen 
und  dividirt  beiderseits  durch  4,  so  resultirt 

^^  +  ^  +  %=\ax  +  ly     i(aa;^+46^  +  3c),  _  (^Z  +  ^)]  (l ,  ^y 
=  (aa;  +  &)|-+(a;r2+4&a;+3c)g7?+(a^^+462-+6ca;+3^)j?2 

l  —  xri 

Wenn  demnach  die  kubische  Covariante  (?4,6(l7  ri)  verschwindet, 
so  ist  in  diesen  Formeln  die  bekannte  Auflösung  der  biquadratischen 
Gleichungen  enthalten.  Man  kann  sich  aber  die  Aufgabe  gestellt 
denken,  dass  mittels  der  Anwendung  der  Transformation  von 
Tschirn  hausen  und  Substitution  der  allgemeinen  kubischen 
Function 


*)  Man  vergleiche  Hermite,  Comptes  rendus.  XL  VI.  p.  961.  1858; 
Cayley,  Crelle's  Journal.  LVIII.  S.  259  u.  263.  1861;  Phil.  Ti-ans.  p.  561. 
1862  und  p.  97.  1866;  Salmou,  Algebra  der  linearen  Transformationen. 
Deutsch  VOQ  Fiedler.  §  249;  sowie  oben  §  275  (32). 
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drat  sein  müsse.  Dass  die  lineare  Quadratwurzel  dieses  Quadrats 
ein  Factor  von  f  sein  muss^  geht  schon  daraus  hervor,  dass  beide 
gleichzeitig  verschwinden.  Man  gehe  aus  von  der  kanonischen 
Form,  welche  sich  immer  auf  die  einfachste  Gestalt 

f=.x^  +  6cx^y'  +  y^  =  0 
bringen  lässt.    Um   dies   auf  eine   specielle   Art  zu  zeigen,   so  sei 
die  Form 

(a,'b,c,d,e){x,yY 
auf  die  neue  Form 

zu  reduciren.  Dass  diese  einfache  Form  hinreichend  allgemein  ist, 
lässt  sich  durch  einfache  Zählung  der  Constanten  erkennen.  Die 
letztere  Form  ist  nämlich  äquivalent  mit 

(ax  +  ßijY  +  (,a,x  +  ß,yy  +  6X,{<xx  +  ßyfia.x  +  ß,yf , 
welche   Form   gleichfalls    fünf  Constanten   enthält.    Um   die   Con- 
stante   A^   der  kanonischen  Form  zu   bestimmen,  nehmen   wir  an, 
es  sei 

{ax  +  ßy)  {a^x  +  ß^y)  =  [a^,  ~  Ä, ,  Ä.^  (x,  y\  , 

also 

^0  =  ««!,     Ä^  =  aß^-j-  a^ß,     Ä2  =  ßßi. 

Entwickeln  wir  die  kanonische  Form  nach  Potenzen  von  x  und  y 
und  setzen  die  homoloscen  Coefficienten  der  Identität 


(a,  b,  Cy  d,  e)  {x^  yY  =  u"^  -\-  u^  +  QX^u^u^ 


einander  gleich,  so  findet  man,   dass  folgende  Gleichungen  gelten, 
in    welchen   die   Glieder  von   w*   und  u^    identisch    verschwinden: 

AqC  —  AJ)  -\-  A^a  =  —  2k^{aß^  —  a^ßYA^^, 
A^d—  A^c  +  A^l  =  —     l^{aß^  —  a^ßfA^j 
AqB  —  Aj^d  +  ^2^  =  —  2'^i(«A  —  ^ißy^2 ' 
Substituiren  wir  der  Kürze  wegen 

-2?.,{aß,-a,ßy=-2k, 
so  geht  dies  System  über  in 

A^{c  +  2A)  —  A,b  +  A,a  =  0, 

A^d  —  A.ic—    X)+A.,h  =  Q, 

■     A^e  —  A,d  +  A.j,{c+2k)=0. 


§  278.     Die  kanonische  Form  nach  Salmon.  777 

Durch  Elimination  der  Grössen  Ä^),  Ay,  A.^  erhalten  wir  zur  Be- 
stimmung der  Constanten  A  die  Determinante  von  A ronhold: 

I       a,  h,     (c  +  2A)i  + 

J  ==      \       h,        (c  —  A)       d       i      =—4:P  +  Ji,2^  —  Ji.^==0. 
4_   (C  +  2A),     d,  e       I 

Demgemäss  ist  die  reducirte  Form 

H^  +  w/  +  ß{aß,  —  a,ßyXn^u,\ 
Die  Resolvente  zJ  ==  0  wird  nun 

-  4A^  +  (1  +  3c2)A  -  c  +  c^  =  0. 
Die  Wurzeln  derselben  sind 

A,  ==c,     1,  =  -|(c+l),     A,  =  -i-(c-l), 

und  die  drei  correspondirenden  Werthe  von  64,4  —  ^if- 

(1  -  9c^)*-v,  I (3c  +  i)(a;^  +  fr,  Y ^^' -  ^^ -  y"y- 

Damit  nun  eine  Grösse  von  der  Form 

axy  +  ß{x'  +  f)+v{x'-if) 
ein  vollständiges  Quadrat  sei,  ist  erforderlich,  dass  man  hat 

eine  Bedingung,  welche  hier  erfüllt  ist,  da  sich  findet 
«•^=l-9c^  /3^  =  i(3c-iy(3c+l),  r'  =  |(3c+lXX3c-l). 

Zahlenbeispiel.  Wenden  wir  die  Methode  auf  das  vorher- 
gehende Zahlenbeispiel  an,  so  sind  die  beiden  übrigen  Werthe 
von  A:  . 

.^2=|(-3  +  9y^3),    ^3  =  i-(_3-9l/=^), 

und  die  Quadrate  der  linearen  Factoren  des  Biquadrats: 

-  2  ys  (a:^  -  2xy  —  8y^) 

±  ^  [1  -y33)[(i  +/33y+  (10  _2l/33)^2,-(2-lO|/^)yT 

± I  (l+>/^[(l -■)/=3y+(lO+2/=3)j;2/-(2+10l/=3)2/ä]. 

Es  ist  nun  weiter  zu  untersuchen,  in  welchem  Falle  die  Reduction 
auf  die  kanonische  Form  durch  eine  reelle  oder  eine  complexe 
Substitution  erzielt  wird.  Die  Discriminante  der  kanonischen  Form  ist 

ae{ae  —  9c^y, 
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drat  sein  müsse.  Dass  die  lineare  Quadratwurzel  dieses  Quadrats 
ein  Factor  von  f  sein  muss^  geht  schon  daraus  hervor,  dass  beide 
gleichzeitig  verschwinden.  Man  gehe  aus  von  der  kanonischen 
Form,  welche  sich  immer  auf  die  einfachste  Gestalt 

bringen  lässt.  Um  dies  auf  eine  specielle  Art  zu  zeigen,  so  sei 
die  Form 

(a,  h,  c,  d,  e)  {x,  yf 
auf  die  neue  Form 

zu  reduciren.  Dass  diese  einfache  Form  hinreichend  allgemein  ist, 
lässt  sich  durch  einfache  Zählung  der  Constanten  erkennen.  Die 
letztere  Form  ist  nämlich  äquivalent  mit 

{ax  +  M'  +  {a,x  +  ß,yf  +  &X,{ax  +  ßyjia.x  +  ß,yf , 
welche  Form  gleichfalls    fünf  Constanten   enthält.    Um  die   Con- 
stunte  Ai   der  kanonischen  Form  zu   bestimmen,   nehmen  wir  an, 
es  sei 

{ax  +  ßy)  (a,x  +  ß,y)  =  (a^,  y  -^i  /  A)  (^,  v)  , 
also 

A  ==  ««1?    A  =  «A  +  «i/5 ,    A  =  ßßi • 

Entwickeln  wir  die  kanonische  Form  nach  Potenzen  von  x  und  y 
und  setzen  die  homologen  Coefficienten  der  Identität 

/^ 

(a,  b,  c,  d,  e)  (^,  yp  ==  w*  -f-  u^^  -f~  ^^^u^ih^     '■ 

einander  gleich,  so  findet  man,  dass  folgende  Gleichungen  gelten, 
in    welchen   die   Glieder  von   u^   und  ii^^    identisch    verschwinden: 

ÄqC  —  Äj^h  -{-  J^a  =  —  2/li(«/3i  —  a^ßyA^^, 
A^d—  A^c  +  A^h  =  —     Ai(aft  —  a^ßfA^^ 
A^e  —  A^d  +  A^c  =  —  2/li(«ft  —  a^ß^A^ . 
Substituiren  wir  der  Kürze  wegen 

-2X,{aß,-cc,ßy^-2X, 
SO  geht  dies  System  über  in 

A^{c  +  2A)  —  A,h  +  A.,a  ==  0, 

A,d  —  A,{c—    l)+A,h=^0, 

■     A^e  —  A,d  +  A,{c  +  2/1)  =  0. 


4A^  +  J4,2>1  — Ji,^  =  0. 
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Durch  Elimination   der  Grössen  Ä^,  Ä^,  Ä.^  erhalten  wir  zur  Be- 
stimmung der  Constanten  X  die  Determinante  von  Aronhold: 

;       a,  b,     (C  +  2A)   + 

z/  =      ]       b,       (c  —  A)       d 
+  j(c  +  2A),     d,  e 

Demgemäss  ist  die  reducirte  Form 

ii'  +  ?/i^  +  6(aß,  —  a.ßyXu^Ui^ 
Die  Resolvente  z/  =  0  wird  nun 

-4l^  +  (l+3c')X-c+  c^  =  0. 
Die  Wurzeln  derselben  sind 

A,  =c,     A,  =  -  -i- (c  +  1),     A,  =  -|(c-l), 

und  die  drei  correspondirenden  Werthe  von  (74,4  —  X^f: 

(1  -  9(f)aff,    I  (3c  +  1)  {x'  +  fy,    I  (3c  -  1)  (x'  -  ff. 

Damit  nun  eine  Grösse  von  der  Form 

axy  +  ß{x'  +  f-)+r{x'-f) 
ein  vollständiges  Quadrat  sei,  ist  erforderlich,  dass  man  hat 

eine  Bedingung,  welclie  hier  erfüllt  ist,  da  sich  findet 

Zahlenbeispiel.  Wenden  wir  die  Methode  auf  das  vorher- 
gehende Zahlenbeispiel  an,  so  sind  die  beiden  übrigen  Werthe 
von  A: 

und  die  Quadrate  der  linearen  Pactoren  des  Biquadrats: 

—  2ys{x--2xy  —  Si/) 

±  ^  [i-y^[{i  +y^=^y+  (lo  -^2y^3)xy-i2-ioy^f] 

±  I  (l+-/=3)[(l--j/=:3V+(lO+2l/^^)^2/-(2+10>/=:3)2/^]. 

Es  ist  nun  weiter  zu  untersuchen,  in  welchem  Falle  die  Reduction 
auf  die  kanonische  Form  durch  eine  reelle  oder  eine  complexe 
Substitution  erzielt  wird.  Die  Discriminante  der  kanonischen  Form  ist 

ae(ae  —  dc^y, 
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drat  sein  müsse.  Dass  die  lineare  Quadratwurzel  dieses  Quadrats 
ein  Factor  von  /'sein  muss^  geht  schon  daraus  hervor,  dass  beide 
gleichzeitig  verschwinden.  Man  gehe  aus  von  der  kanonischen 
Form,  welche  sich  immer  auf  die  einfachste  Gestalt 

/•=^*4-  6c^22/'  +  /  =  0 
bringen  lässt.    Um   dies   auf  eine   specielle   Art  zu  zeigen,   so  sei 
die  Form 

auf  die  neue  Form 

zu  reduciren.  Dass  diese  einfache  Form  hinreichend  allgemein  ist, 
lässt  sich  durch  einfache  Zählung  der  Constanten  erkennen.  Die 
letztere  Form  ist  nämlich  äquivalent  mit 

{ax  +  ßyf  +  {a,x  +  ß.y)'  +  6A,(«a;  +^2/)^Ka;  +  ß.yf , 
welche   Form  gleichfalls    fünf   Constanten   enthält.    Um   die   Con- 
stante   A^   der  kanonischen  Form  zu   bestimmen,   nehmen  wir  an, 
es  sei 

{ax  +  ßy)  {a,x  +  ß^y)  =  ('A;  y  Ay  ^^  Uy  v)  ; 

also 

Aq  =  aa^,     Ä^  =aß^+  a^ß,     A^  =  ßß^ . 

Entwickeln  wir  die  kanonische  Form  nach  Potenzen  von  x  und  y 
und  setzen  die  homologen  Coefficienten  der  Identität 

/^ 

{a,h,c,d,e){XyyY  =  u^ -{- u^^ -\- Qk^u^ii^^     '. 

einander  gleich,  so  findet  man,  dass  folgende  Gleichungen  gelten, 
in    welchen  die   Glieder  von   w*   und  u^^    identisch    verschwinden: 

A^c  -  A,h  +  A,a=-  2X,(aß,  -  a.ßfA,, 
A,d—  A,e  +A,h=-     X,{aß,  -  a.ßfA,, 
AqB  —  A^d  -\-  A.^c  =  —  2Ai(«ft  —  a^ßYA^ . 
Substituiren  wir  der  Kürze  wegen 

SO  geht  dies  System  über  in 

Aq(c  +  2A)  —  A,b  +  A,a  =  0, 

A,d  —  A,(c—    l)+A,h  =  0, 

■     AQe  —  A,d  +  A,(c+2l)=0. 


§  278.     Die  kanonische  Form  nach  Salmon. 


Durch  Elimination   der  Grössen  Ä^,  A^,  Ä.^  erhalten  wir  zur  Be- 
stimmung der  Constanten  X  die  Determinante  von  Aronhold: 

I       a,  h,     (c  +  2A) 

z/  =      I       h,       (c  —  A)       d 


+ 


+  |(c  +  2A),     d,  e 

Demgemäss  ist  die  reducirte  Form 

Die  Resolvente  z/  ==  0  wird  nun 

-  4A^  +  (1 +  3c2)A  -  c+  c^  =  0. 
Die  Wurzeln  derselben  sind 

A,  =c,     A,  =  -|(c+l),     A,  =  -|(c-l), 

und  die  drei  correspondirenden  Werthe  von  Ci,4  —  k^f\ 

(1  -  diFjx'f,    \  (3c  +  1)  (^^  +  ff,    \  (3c  -  1)  {x'  -  ff. 

Damit  nun  eine  Grösse  von  der  Form 

axy  +  ß{x^  +  y^)  +  yix"  —  y^) 
ein  vollständiges  Quadrat  sei,  ist  erforderlich,  dass  man  hat 

;       «ä  =  4(/J^_y2), 
eine  Bedingung,  welche  hier  erfüllt  ist,  da  sich  findet 

„2=l_9r',  /3^  =  |(3(;-iy(3c+l),  7^-|(3c+iy(3c-l)- 

Zahlenbeispiel.  Wenden  wir  die  Methode  auf  das  vorher- 
gehende Zahlenbeispiel  an,  so  sind  die  beiden  übrigen  Werthe 
von  A:  . 

A,  =y(-3  +  9l/=:3),    A3  =  l(_3-9>''=^), 

und  die  Quadrate  der  linearen  Pactoren  des  Biquadrats: 

-2-\/^{x'-  2xy  —  8if) 

±  Y  [1  -•/^)[(1  +/=3y+  (10 --2]r^)xy-(2-lOy^^)f] 

±  Y  {i+V^)[{i-V^^x'+{io+2V^^)xy-{2+ioY::^)t/l 

Es  ist  nun  weiter  zu  untersuchen,  in  welchem  Falle  die  Reduction 
auf  die  kanonische  Form  durch  eine  reelle  oder  eine  complexe 
Substitution  erzielt  wird.  Die  Discriminante  der  kanonischen  Form  ist 

ae{ae  —  9c^)^, 
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und  weil  ihr  Vorzeichen  nicht  wechselt  bei  einer  linearen  Trans- 
formation, so  erkennt  man,  dass,  wenn  dasselbe  positiv  ist,  auch 
die  Coefficienten  a  und  e  der  kanonischen  Form  gleiche  Vorzeichen 
haben  müssen,  und  wenn  dasselbe  negativ  ist,  verschiedene  Vor- 
zeichen.    In  dem  ersten  Falle  zerfällt  die  Form 

f  =  ax'^  +  ^cx^y'^  +  ey^ 
offenbar  in  zwei  Factoren  der  Form 

oder 

{x^  —  ay')  {x^  —  ßif) , 
d.    h.    die    Wurzeln    sind    entweder    alle    complex    oder    alle  reell. 
Haben  a  und  e  entgegengesetzte  Vorzeichen,  so  sind  die  Factoren 
von  der  Form 

und  die  biquadratische  Gleichung  hat  zwei  reelle  und  zwei  com- 
plexe  Wurzeln.    Also  wenn  die  Discriminante 

Di  =  Ji,2    —   27e7|,  3 

negativ  ist,  sind  zwei  Wurzeln  der  Gleichung  reell  und  zwei  com- 
plex; ist  sie  positiv,  so  sind  die  vier  Wurzeln  sämmtlich  entweder 
reell  oder  complex.     Nun  aber  ist  die  Discriminante  der  Gleichung 

—  AC^  +  J^,2C  —  ^4,3  =  0 

gleich  — jD^  und  folglich,  wenn  J|,2  kleiner  als  27  Jl,  3  ist,  hat 
diese  Gleichung  eine  reelle,  zwei  complexe  Wurzeln.  Die  Trans- 
formation lässt  sich  in  diesem  Falle  nur  auf  eine  reelle  Art  be- 
werkstelligen, d.  h.  dann,  wenn  die  biquadratische  Gleichung  zwei 
reelle  und  zwei  complexe  Wurzeln  hat.  Wenn  a  und  e  von  gleichem 
Vorzeichen  sind,  man  also  durch  die  Substitutionen  x'^-  für  x^  Ya, 
y^  für  y^  Ye  die  kanonische  Form 

x^  +  ßmx'^y^  +  2/^^ 
herstellen  kann,   so  sieht  man  leicht,    dass  man  zu   dieser  durch 
zwei  andere  lineare  Substitutionen  gelangen  kann.    In   der  That, 
setzt  man  x  -\-  y  Sin  die   Stelle  von  x^  x  —  y  für  ?/,  so  resultirt 

(i  +  3m)x^  +  6(1  -  m)x'y^  +  (1  +  3m)/, 


und  setzt  man  x  -\-  y  ]/~  1  für  x^x  —  y  ]/ —  1  für  y,  so  erhält  man 

(1  +  3m)x^  +  6(m  —  \)xh/  +  (1  -  3m)/. 
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Wenn  also  das  Biquadrat  vier  reelle  oder  vier  complexe  Wurzeln 

hat,  obgleich  man  drei  reelle  Werthe  für  c  findet,  so  entspricht 
doch  der  eine  zwei  complexen  Werthen  \on  x  und  y  und  es  gibt 
nur  zwei  reelle  Substitutionen.  Die  bikubische  Covariante'(74,6  der 
kanonischen  Form  x^  +  ^nix-iß  +  i/-  ist 

(1  -  ^m^)xy{x^  —  y^). 

Da  Ca,^  eine  Co  Variante  von  f  ist,  so  schliesst  man  daraus,  dass, 
wenn  a  und  ß  irgend  zwei  Constanten  sind,  af  -\-  6/3(74,4  eine 
Covariante  von  f  ist,  deren  Invarianten  ebenfalls  Invarianten  von 
/  sind.  Die  Werthe  derselben  sind  bereits  in  §  276  entwickelt. 
Man  hat 

74,2(«/'+  6/3(74,4)  =  J4,2«'  +18J4,3«/3  +  ^JL>ß\ 
Z,3(cif+6ßCA,,) 
=  J,,,a'  +  J|,2  «^/H-  ^J,,2J4,3(^ß'  +   (54/1,3    -  Jl2)ß\ 

l),(af+  6^C4,4)  =  A(«'  -  9J4.2«^"'  -  54^4,  3^'f. 

Die  letzte  Function  ist  ein  vollständiges  Quadrat,  weil  statt  der 
sechs  Fälle,  in  Avelchen  die  zusammengesetzte  Function  einen  qua- 
dratischen Factor  zulässt,  wir  jetzt  di-ei  Fälle  haben,  in  welchen 
sie  zwei  quadratische  Factoren  zulässt. 

Hermite  hat  die  Bemerkung  gemacht,  dass  die  Function 

G  =  a'  —  9J4,2«^'  -  54J4,3/3' 

zur  quadratischen  und  kubischen  Covariante  die  Werthe  «74,2  und 
Ji,z  hat.  Die  Discriminante  von  G  unterscheidet  sich  von  D^ 
nur  durch  einen  numerischen  Factor. 

Die  Covarianten  der  zusammengesetzten  Function  «/'+  6/3(74,4 
sind  auch  Covarianten  von  f.    Die  biquadratische  i 

C,,,{af+  ßßCi)  =  (J4,2«/3  +  9J4,3^')/  +  («'  -  3/4,2/3^)04,4; 

und  die  bikubische 

C,,e(af+  6/3(74,4)  =  («^  —  9/4,2«^'  -  54J4,3^')C4,6 

=  G  .  (74,  6  • 

Die  quadratische  Covariante  von  (74,6  ist 

Ji,2f^  —  36/4,3/^^4,4  +  12/4,201,4, 

also  die  Resultante  von  «/'+  6/3  04,4  und  der  quadratischen  Co- 
variante von  G.    Cayley  hat  sie  unter  der  Form 
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/  18/^      gC^       A2  12  

\J4.,2f —f- ^  j     +   72~-   -^4  •  ^4,4 

^  "^  4,2         /  "^  4,  2 

dargestellt^  welche  zeigt,  dass  sie  ein  vollständiges  Quadrat  wird, 
wenn  die  Discriminante  verschwindet. 

§  279.    Methode,  der  Transformation  einer  Quartic  in  eine  andere, 
deren  Wurzeln  einander  harmonisch  zugeordnet  sind*). 

Aus  den  bis  jetzt  entwickelten  Methoden  geht  hervor,  dass 
sich  durch  Auflösung  einer  kubischen  Gleichung  immer  Werthe- 
paare  finden  lassen,  welche  einem  Wurzelpaar  der  Quartic 

harmonisch  zugeordnet  sind'.  Es  liegt  nun  sehr  nahe,  zu  ver- 
suchen, ob  sich  nicht  die  Wurzel  x  der  vorgelegten  Gleichung  f  =  0 
durch  irgend  eine  Substitution  derartig  transformiren  lässt,  dass  die 
vier  Wurzeln  der  neuen  Gleichung  einander  selbst  harmonisch  zu- 
geordnet werden.  Bezeichnen  wir  die  variirten  Wurzeln  mit  x-^\ 
x^y  ^3',  x^',  SO  muss  also  folgendes  System  von  Gleichungen  erfüllt 
werden: 

^  X-i  Xn    ~t~"  \p^\       \~  ^2  )  v'^S    "i*      4  /  3      4    ^ ) 

~~~   ui  X-i   Xo       I      \X±       I      X'j  j  [Xi)       1      Xa  j  ^  Xn  Xa     ^^— -  V/  , 

—  2x^x1  +  {x^  +  rr/)(^/  +  x^)  —  2x^x^  ==  0 . 
Es  gehe  nun  für  diesen  Fall  die  z/- Determinante  über  in 

A*  =  -  W^  +  J1,2A'  —  Ji,3  =  0; 
alsdann  wird 

—  2(«  +  «)  =  —  —  (c  +  2/1/), 


folglich 
und  analog 


(x/  +  x^)  (x;  +  xl)  =        ~(c  —  /l/)  , 


12 


12 

—  20^/^3'  -f  (^/  +  Xs')(x.^  +  O  —  2«  =  ~  -rl^ 

12 

—  2x,'x^'  4-  (x,'  +  Ofe'  +  O  —  2x.;x^'  =  —  -.  A3 


*)  Man  vergleiche  oben  §  217,  3.  g)  und  4.  (31). 
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Der  Wertli  des  Products  dieser  drei  Gleiehungen  ist 

-  ^^  A/A/a;  =  432J4,3 . 

Daraus  folgt,  dass,  wenn  die  vier  Wurzeln  der  neuen  Quartic 
einander  liarmonisch  zugeordnet  sein  sollen,  die  kubische  Invariante 
derselben  verschwinden  muss.  Es  soll  gezeigt  werden,  durch  welche 
Transformation  sich  dies  bewerkstelligen  lässt. 

Wenn  man  irgend  einen  Factor  von  J4.3  z.  B. 

—  2x^x,  +  {x^  +  x^(x^  +  x^  —  2x.^x^ 
=  {X2  —  x.^)(x^  —  X,)  +  (x,  —  x.^)(x^  —  x^) 

durch  0  variirt,  so  verschwindet  z  aus  demselben  gänzlich,  um 
also  die  kubische  Invariante  der  Transformirten  zum  V^ersch winden 
zu  bringen,  genügt  nicht  eine  lineare  Variation  der  Wurzeln,  wol 
aber  eine  quadratische,  indem  man  substituirt 
a;^  -  20X  -}-  r^'  —  x'  =  0. 
Wird  (x  —  zy  an  die  Stelle  von  x  gesetzt,  so  verschwindet  in  der 
That  e74,3  durch  die  Annahme 

0={x,  —  x.,)(x,  —  x;){x^  +  ^3  -  2^)(^.  +  Xi~  2z) 
I  +  fe  —  ^3)(^\  —  ^4)(^2  +  ^3  —  ^^){^i  +  ^4  —  2^) . 

Dieser  Factor  ist  quadratisch  und  da  die  Function  Ji  3  drei  solche 
besitzt,  so  ist  die  Resolvente  vom  sechsten  Grade.  Man  erhält 
dieselbe  exact  in  Ausdrücken  der  Goefficienten  or,  &,  c,  d,  e,  indem 
man  die  Gleichung 

J4.3  =  cc.ne,  +  2ß,y,S,  -  a,ö/  -  /3,^.,  -  n'  =  0 

nach  Potenzen  der  Variation  z  entwickelt.  Die  Grössen  «j,  ß^,  y^,  ö^^ 
s^  sind  die  Goefficienten  der  Glieder  der  Quartic 

nämlich  der  Gleichung  der  Wurzelquadrate  der  Variirten 

(a,ß,y,d,J)\YF,iy  =  0. 
Es  ist  dabei  zu  setzen 

-  ß^  =  o-z'  +  2ahz  +  W  —  3ac, 

y^  ==  a-z""  +  Uhz^  +  2(4&-  —  ac)z-  +  4(26c  —  ad)z 
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-  d,=  a'0'  +  6ah0^  +  3(4&^  +  ac)^^  +  4(6hc  -  ad)^' 

+  3(6c2  -  ae)s^  +  Q{2cd  -  he)^  +  4.d^  -  3ce , 

Da  A;7i,^i/£i  in  Bezug  auf  z  resp.  vom  2*^^,  4*^"^,  6*"^  und  8^^"^ 
Grade  sind,  so  ist  die  gesuchte  Resolvente  anscheinend  vom  zwölften 
Grade.  Es  verschwinden  jedoch  die  ersten  sechs  Glieder,  so  dass 
sie  sich  auf  eine  bikubische  Gleichung  reducirt.  Leichter  komml 
man  zum  Ziele,  wenn  man  auf  das  Product  der  drei  quadratischer 
Factoren  die  Sätze  von  den  symmetrischen  Functionen  anwendet 
Um  dies  zu  bewerkstelligen,  entwickele  man  die  variirte  Functior 
«71, 3  nach  Potenzen  von  z.     Setzt  man  der  Kürze  wegen 

(^1   —  ^3)  (^2   —  ^4)  +   (^2  —  ^3)K   —  ^4)   ==    -  %  ==   12  Ai  , 
fe  —  ^2)(^1  —  ^4)  +  (^1   —  ^2)fe  —  ^4)  =   —  ^2  ==   I2A2  , 

(^2  —  ^i)fe  -  x^  +  (x^  —  a;i)(ri;2  —  ^4)  =  —  mg  =  12  A3  , 
und 

{  ^j  Xo  j \Xc^  X^  J  ~j~  \X2  Xf^    )  (X^  X^  J  jtj^  i ^  A]      , 

(^3  ^2  )\'^1  '^4)1"  V^l  ^2  )\^3  ^4=  )  ^""^  ^^^  ""^^    1^^2      ? 

(a?3  X^  ){X^  ^4  )  ~r  C^3  '  ^1  j  (^2  ^4  )  """^  ^3  "^^    l'^^S     7 

SO  sind  dies  die  Wurzeln  der  beiden  Gleichungen 

—  4A^       +J4,2A       -J4,3  =  0, 

—  4A''-^  + J4,2A''  —  J4,3  =  0. 

Die  bikubische  Resolvente,  durch  welche  die  Invariante  «74,3  dej 
transformirten  Gleichung  zum  Verschwinden  gebracht  werden  kann 
ist  demnach 

worin 

P=^432J4,3, 

Q  =  1  (6c  .  432/4,3  -  144  J|, 2) , 

i?  =  ^  (4  .  36  .  c^  432/4,3  -  48  .  c  .  144  J|,2  +  12  J4,2 .  432^4,3) 

S  =  432  J4,3  =  ^3(8  .  G^  c^  432  J4,3  —  24  .  6^  c^  144J|,2 
+  36  .  c  .  12J4,2 .  432 J4,3  +  2  .  172^J|,2  —  432^1,3)  • 

Der  Ausdruck  J4,3  ist  die  kubische  Invariante  der  Gleichung  dei 
Wurzelquadrate  von  f(x)  =  0.  Setzt  man  a0^  -\-2h0  =  y,  so  wir c 
die  Resolvente  vom  dritten  Grade,  und  es  folgt  daraus  das  wichtigt 
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Theorem^  dass  sich  jede  vollständige  biquadratische  Gleichung  so 
transformiren  lässt,  dass  die  kubische  Invariante  Jl,3  der  Trans- 
formirten  verschwindet.     Die  Resolvente 

^'  =  —  4V'  +  Jl,2/l'  -  Jls  =  0 
wird  dadurch  auf  die  einfachere  Form 

—  A'(4A'^  — j;,2)  =  o 

reducirt.  Die  bikabische  Gleichung  wird  bedeutend  einfacher^  wenn 
man  sie  auf  die  Form 

4:'P(az^  +  2hz  +  cy  +  A\aQ  -  12 cP)(as'  +  2hz  +  cf 
+  A{am  -  8acQ  +  48c^P)  {az'  +  2hz  +  c)  +  {a^S-  AahE-QAc^F)=0 

bringt.     Setzt  man  die  Werthe  aus  F,Q,RyS  ein^  so  resultirt 

4^ .  432  J4,3(a^'  +  2hz  +  cf  —  2.  4"^ .  144  J|,2(a^'  +  2lz  +  cf 
+  4^432.  J4,2.J4,3(«^'  +  26^  +  c)  +  128J^i2  -  8.864Ji3  =  0, 

oder,  wenn  man  der  Kürze  wegen 

az^  -\-  2hz  +  c  =  1^ 
setzt,  so  geht  sie  über  in 

4^[432J4,3»?'-72J|,2i?2+108J4,2.J4,3>?  +  2J|,2-108J|,3]=0. 
Sie  nimmt  damit  die  Form  der  kubischen  Covariante  an  von 
der  Form 

^'i   =  —  Ar}^  +  J^,2n   —   ^4,3, 

indem  der  Ausdruck  in  der  Klammer  gleich  —  27 C3, 3 (t?)  ist.  Nach 
Cayley  ist  derselbe  eingeklammerte  Ausdruck  ^uch  gleich  der 
kubischen  Invariante  der  zusammengesetzten  Form  (jif — 04,4);  es 
ist  nämlich 

432  J4,3(^/'- 04,4) 

=  (432 J4, 3 ,  -  24J|,2,  36^4,2^4,3;  2J|,2  —  108/1,3^^.  1)'. 
Was  die  zusammengesetzte  Form  rif —  6*4,4  betrifft,  so  findet  man 
leicht  durch  ihre  Zerlegung,  dass 

Betrachtet  man  die  vorgelegte  Quartic 

y  =fi^)  =  («;  ^;  ^;  ^;  ^)  (^.  1)* 
als   die  Gleichung  einer  Curve,  welche  bei  lauter  reellen  Wurzeln 
die  Abscissenaxe  in  vier  Puncten  schneidet,  so  lässt  sich  auch  eine 
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-  ö,  =  aH'  +  6^605  +  3(4&2  +  ac)-0*  +  4.{Uc  -  ad)^' 

+  3(6c2  -  ae)s'  +  Q(2cd  -  be)0  +  W  -  3ce , 
£^  =  {az^  +  Ahz^  +  QcB^  +  4.dz  +  ef  . 
Da  ßi,y^,Si,£i  in  Bezug  auf  ^  resp.  vom  2*«^,  4*"'^,  6*'"  und  8^'^" 
Grade  sind,  so  ist  die  gesuchte  Resolvente  anscheinend  vom  zwölften 
Grade.  Es  verschwinden  jedoch  die  ersten  sechs  Glieder,  so  dass 
sie  sich  auf  eine  bikubische  Gleichung  reducirt.  Leichter  kommt 
man  zum  Ziele,  wenn  man  auf  das  Product  der  drei  quadratischen 
Factoren  die  Sätze  von  den  symmetrischen  Functionen  anwendet. 
Um  dies  zu  bewerkstelligen,  entwickele  man  die  variirte  Function 
e74,3  nach  Potenzen  von  s.     Setzt  man  der  Kürze  wegen 

fe  —  ^3)  (^2  —  ^4)  +  fe  —  ^3)(^i  —  ^4)  =  —  %  =  12  Ai , 

.       {x^  —  ^2)(^l  —  ^4)  +  (^1   —  ^2)fe  —  ^4)  =   —  ^2  =   12  A2  , 
fe  —  ^l)fe   -   ^4)  +  (^3  —  ^l)fe   —  ^4)  =   —  ^3  =   12  A3  , 

und 

(r^i^  —  Xs^){x2^  —  x^)  +  {x^^  —  x.^^){x^^  —  x/)  =  —  ^i  =  12  A/' , 

V^'d  '^2  ji'^l  '^4)1      V*^!  "^2  JV.'^S  ^^4  J  ^"^  %  ^^^    lii  A2     , 

(«3^  -  x,')(x,'  -  o;/)  +  (xj''^  -  x,^  (x,^  -  a;/)  =  -  %  =  12  A/' , 
so  sind  dies  die  Wurzeln  der  beiden  Gleichungen 

—  4A^       +J4,2A       -J4,3  =  0, 

—  4A''-^  +  J4,2A"  —  J4,3  =  0. 

Die  bikubische  Resolvente,  darch  welche  die  Invariante  Ji^s  der 
transformirten  Gleichung  zum  Verschwinden  gebracht  werden  kann, 
ist  demnach 

4:'F(a0'  +  2h0f  +  4'aQ{az^  +  2hzy  +  4a'B(a0^  +  2b0)  +  a'S^O, 
worin 

P=^432J4,3, 

ö  =  I  (6c  .  432  J4,3  -  144  J|,2) , 

i?  =  -^ (4  .  36  .  c^  432 J4,3  -  48  .  c  .  144 J|,2  +  12 J4,2 .  432 J4, 3); 

S  =  432^4,3  =  ^3(8  .  6-^ .  c^ .  432  J4,3  —  24  .  6^  c^  144J, 
+  36  .  c  .  12  J4,2 .  432  J4,3  +  2  .  112^1,2  —  432V|,3)  • 

Der  Ausdruck  J'i^^  ist  die  kubische  Invariante  der  Gleichung  dei 
Wurzelquadrate  von  f(x)  =  0.  Setzt  man  az^  -{- 21)^  =  y ,  so  wir( 
die  Resolvente  vom  dritten  Grade,  und  es  folgt  daraus  das  wichtige 


2 
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Theorem,  dass  sich  jede  vollständige  biquadratische  Gleichung  so 
transformiren  lässt,  dass  die  kubische  Invariante  Jl,3  der  Trans- 
formirten  verschwindet.     Die  Resolvente 

A'  =  —  4A'^  +  j;,2A'  —  Jl,3  =  0 
wird  dadurch  auf  die  einfachere  Form 

—  A'(4A'^  — Jl,2)  =  0 
reducirt.    Die  bikubische  Gleichung  wird  bedeutend  einfacher,  wenn 
man  sie  auf  die  Form 

43P(a^2  +  26^  +  cy  +  ^~{aq  -  12cP)(a^2  _^  ^Iz  +  cf 
+  ^(am  -  ^acQ  +  48c^P)  {az^  +  2hz  +  c)  +  {a^S—  4a'cR  -  64c^P)  =  0 
bringt.     Setzt  man  die  Werthe  aus  P,  Q,  Rj  S  ein,  so  resultirt 

4^ .  432J^,i(az-  +  2hz  +  c)^  —  2  .  4^  U^Jl^^az'  +  2hz  +  cf 
+  4^ 432.  J4, 2.e74,3(a^' +  2&^  +  c)  + 128 J^l.2- 8. 864^1,3  =  0, 

oder,  wenn  man  der  Kürze  wegen 

az^  +  2hz  -\-  c  =  7} 
setzt,  so  geht  sie  über  in 

4^[432J4,3^' -72^1,2^'+  108/4,2.^4,3^ +  2/1,2  — 108  J|,3]=0. 

Sie  nimmt  damit  die  Form  der  kubischen  Co  Variante  an  von 
der  Form 

indem  der  Ausdruck  in  der  Klammer  gleich  —  27(73,3(12)  ist.  Nach 
Cayley  ist  derselbe  eingeklammerte  Ausdruck  ^uch  gleich  der 
kubischen  Invariante  der  zusammengesetzten  Form  (rjf — 64,4);  es 
ist  nämlich 

432/4,3(1?/"- 04,4) 

:  (432/4,3 ,  -  24J4\2,  36/4,2/4,3;  2/1,2  -  108/1,3^»^  !)'• 
Was  die  zusammengesetzte  Form  rjf  ~  Ci,4L  betrifft,  so  findet  man 
leicht  durch  ihre  Zerlegung,  dass 

Betrachtet  man  die  vorgelegte  Quartic 

y  =f{x)  =  (a,  &,  c,  d,  e)  {x,  If 

als  die  Gleichung  einer  Curve,  welche  bei  lauter  reellen  Wurzeln 

die  Abscissenaxe  in  vier  Puncten  schneidet,  so  lässt  sich  auch  eine 
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nach  §  217^  3  b  auf  eine  Quadric  reduciren  lässt.    Die  transformirte 
Form  sei 

ax''  +  Aßx^  +  Qyx\-\-  4.dx   +  f  =  0  . 
Da   x'    von  Null    verschieden   ist,  so  kann  man  diese   Gleichung 
x"^  dividiren,  also 

tAj  tAy  lAy  \Aj 

Multiplicirt  man  mit  £,  so  lässt  sie  sich  bringen  auf  die  Form 

Diese  Form  wird  quadratisch,  wenn  man  das  letzte  Glied  oder 

r3,4  ==  f'ö^  —  ^y^^  +  2(J^  =  0 
setzt.     Die   Gleichung    reducirt    sich    durch  Wurzelausziehung  auf 
die  Quadric 

V^  +  ^  +  5^j  +  T  =  ±  |/  '  -     ,.      -  ; 

woraus  x    gefunden  wird. 

§  281.    Theorem  über  die  Irrealität  der  Wurzeln  von  Janfroid*). 
Gegeben  sei  die  Gleichung 

f(:x)  =  ax^  +  ^^^^  +  6^^*^  +  4^^  -\-  e  =  0  . 
Theorem.   Wenn 

(1)  J^^^  =  ac-h'>0 
und 

(2)  J^,3  =  ace  +  2hcd~-  ad^  —  eh^  —  c^>  0  , 

so    sind    die    Wurzeln    der    biquadratischen    Gleichung    sämmtlich 
complex. 

Beweis.    Da  man  immer   voraussetzen  kann,  dass  a  positiv 
ist,  so  folgt  aus  der  ersten  Bedingungsgleichung 
c  >  0  d.  i.  positiv. 


*)  Janfroid,  Sur  les  racines  d'une  equation  du  quatrieme  degre.  Nouv. 
Ann.  de  mathem.  XXIIl.  p.  399.  1864. 
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Dies  vorausgesetzt,  multiplicire  man  alle  Glieder  mit  a,  worauf  sich 
die  Gleichung  auf  die  Form 

{ax^  +  2hx  +  cf  +  4(ac  —  l^^x"  +  A{ad  -  hc)x  +  {ae  -  c^)  =  0 
bringen  lässt. 

Mit  Berücksichtigung  von  (1)  kann  das  erste  Quadrat  nicht 
verschwinden  für  irgend  einen  reellen  Werth  von  x.  Was  das 
übrige  Trinom  zweiten  Grades  betrifft,  so  ist  nach  der  Voraussetzung 
(1)  sein  erstes  Glied  positiv,  und  weiter  hat  man  nach  (2) 

{ad  -  hcf  —  (ac  —  h'){ae  -  c')  <  0  . 
Dies  Trinom  bleibt  also  ebenfalls  positiv  für  jeden  reellen  Werth 
von  X.    Die  ganze  Function  f(x)  kann  also  für  keinen  reellen  Wei*th 
von  X  gleich  Null  werden  und  darum  ist  x  jedenfalls  complex. 

§  282.    Die  Gleichung  der  quadrirten  Differenzen  und  die  Be- 
dingungen der  Realität  der  Wurzeln  nach  Lagrange*). 

Geht  man  aus  von  der  Form 

x^  +  ax^  +  hx'-^  +  ex  -\-  d  =  0 

und  substituirt  zur  Fortschaffung  des  zweiten  Gliedes  x  =  y a, 

so  resultirt  die  Form  (§  17): 

2/'  —  ("y  «'  —  A  y-  +  (y«'  —  \  «^  +  c\  y 

oder  kurz 

y'  +  Bf'  +  Cy-^D^O. 
Die  Differenzengleichung  ist  vom  sechsten  Grade,  also 

Lagrange  findet  nun 

^  =  22:^2 +  8D, 

y  =  ISB'  ~  16BD  —  26C' , 

d  ==  11 B^  +  2-iB-D  —  1  .  16D^  +  3  .  16^0- , 

s  =4B''  +  2  .  21B'C'  +  8  .  21C'D  —  3  .  4'BD'^  +  2  .  A^B^D , 

t  =  4:^D  —  2^'A^B''D^ -\-  4:- .3'C'^BD  +  A-B^D  —  4BK'-  —3^C\ 


*)  Lagrange,  Traite  sur  la  resolution  des  equations  numeriques.  Art.  III. 
Paris  1808. 
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Hieraus  folgt: 

1)  wenn  die  Grösse  t,  negativ  ist,  so  hat  die  vorgelegte  Gleichung 
zwei  reelle  und  zwei  complexe  Wurzeln-,  2)  wenn  sie  positiv  ist,  dann 
hat  die  Gleichung  entweder  vier  reelle  oder  vier  complexe  Wurzeln. 
Nun  werden  alle  vier  Wurzeln  reell  sein,  wenn  die  Coefficienten 
a,  y,  £  negativ,  die  übrigen  /3,  d,  t,  positiv  sind;  und  es  werden  alle 
vier  Wurzeln  complex  sein,  wenn  ^  positiv,  einige  der  andern 
Coefficienten  nicht  lauter  Zeichenwechsel  haben. 

Nehmen  wir  an,  der  Coefficient  J  sei  positiv,  also  S  >  0 ;  als- 
dann findet  man,  dass  alle  übrigen  Coefficienten  lauter  Zeichen- 
wechsel haben,  wenn  man  zugleich  hat 

B<0  und  B^  —  4:I)>0, 
und  das^  irgendwo  eine  Zeichenfolge  eintritt,  sobald 

jB>0,  oder  B^  —  AD  <0 
wird.     Daher   sind  in  dem    ersten  Falle    alle   vier  Wurzeln  reell, 
in  dem  zweiten  complex.    Setzt  man  die  Werthe  für  B  und  D  ein, 
so   sind  für  den  Fall  von  vier  reellen  Wurzeln  der  vollständigen 
Gleichung  die  beiden  Bedingungen 

und 

^a^  —  d'h  +  ac  +  r^-  Ad  >  0 

zu  erfüllen.  i 

Wenn  diese  Bedingungen  auf  die  Gleichungen  der  Cayley'schen 
Form 

(a,  h^  c,  dj  e)  {x,  1)*  =  0  , 
übertragen  werden,  so  erhält  man 

(1)  J2,2  =  ac  -  &2  <  0  , 

(2)  -9/1,2 +F,>0. 


Fünfter  Absclmitt. 

Directe  Auflösung  der  Gleichungen  Aon  den  ersten  vier 
Graden  durcli  Combination. 


I.     Das    Princip    der    Methode    und    ihre    Mittel. 

§  .283.    Von  dem  Princip  der  Combinationsmethode. 

Bei  den  bisher  betrachteten  Methoden  der  Auflösung  sind  die 
Operationen  durchweg  darauf  gerichtet^  die  gegebenen  Formen  so 
zu  transformiren  und  zu  reduciren,  dass  die  Bestimmung  der  Wurzel- 
formen von  einfacheren  als  den  vorgelegten  Functionen  abhängig 
gemacht  werden.  Die  reducirten  Formen  müssen  also  aus  ein- 
facheren Functionen  der  Wurzeln  bestehen,  die  zwar  in  dem  Gange 
der  Operationen  nicht  unmittelbar  in  die  Augen  springen,  bei  ge- 
nauerer Erwägung  jedoch  in  vielen  Fällen  leicht  erkannt  werden. 
Die  Wahrnehmung  dieser  einfacheren  Functionen  der  Wurzeln  ist 
von  Nutzen  sowol  für  die  Abkürzung  des  Ganges  der  Transfor- 
mationen, als  für  die  Bestimmung  des  Grades  der  in  Betrachtung 
kommenden  Hülfsfunctionen,  insbesondere  der  Resolventen.  Es 
liegt  nun  sehr  nahe,  solche  einfachere  Wurzelfunctionen  a  priori 
zum  Ausgangspuncte  der  Operationen  zu  machen.  Diese  Functionen 
werden  in  geeigneter  Weise  aus  den  möglichen  Wurzeln  einer 
Gleichung  durch  Combination  gebildet,  eine  Methode,  welche  zuerst 
von  Vandermonde  und  Lagrange  in  Vorschlag  und  zur  An- 
wendung gebracht  worden  ist  (§  78).  Diese  Combinationsmethode 
besteht  demnach  darin,  dass  man  für  gewisse  einfache  Combinationen 
der  noch  unbekannten  Wurzeln  x^y  x.^,  x^,  u.  s.  w.  eine  oder  mehrere 
Hülfsgrössen  y^  ^,  u.  s.  w.  substituirt  und  für  diese  aus  den  Coeffi- 
cienten   der  ursprünglichen  Gleichung  f{x)  =  0,  also  aus  anderen 
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symmetrischen  Wurzelfunctionen  eine  oder  mehrere  Bülfsgleichimgen 
oder  Resolventen  Y==0,  Z=0,  ii.  s.  w.  herleitet,  welche  sich 
leichter  als  die  Hauptgleichung  auflösen  lassen,  also  in  der  Regel 
von  einem  niedrigeren  Grade  sein  müssen.  Diejenigen  Combinationen 
einiger  oder  aller  Wurzeln  Xi,X2,oo^,  u.  s.w.,  welche  sich  zur  Bil- 
dung von  Resolventen  besonders  eignen,  werden  nach  V  ander - 
monde's  Bezeichnung  „Typen^^  genannt.  Aus  den  mit  Hülfe  der 
Resolventen  bestimmten  Werthen  der  Typen  können  durch  Anwen- 
dung der  Methoden  für  die  Auflösung  von  Gleichungen  mit  meh- 
reren Unbekannten  schliesslich  die  einzelnen  Wurzelwerthe  ge- 
funden werden. 


§  284.    Von  den  Wurzeltypen. 

Die  Wurzeltypen  müssen  nun  von  der  Beschaffenheit  seiTti, 
dass  die  Wurzeln  einzeln  leicht  aus  ihnen  gefunden  werden.  Sie 
sind  in  der  Regel  Theile  symmetrischer  Functionen  der.  Wurzeln, 
so  dass  die  Summe  ihrer  möglichen  Variationen  eine  symmetrische 
Function  bilden.  Die  Anzahl  aller  möglichen  Variationen  des 
Typus  bestimmt  den  Grad  der  Resolvente,  weshalb  die  Kenntniss 
geeigneter  Typen  von  derselben  Wichtigkeit  ist,  wie  die  der  Redu- 
centen  und  Substituirten  für  die  Substitutions-  oder  Transformations- 
methoden. Es  sollen  deshalb  die  wichtigsten  Wurzeltypen  hier 
vorweg  aufgeführt  werden.  Dabei  bezeichnen  x^^,  x.^,  x^  u.  s.  w. 
die  Wurzeln  der  Gleichung  f(x)  =  0  und  2/i;2/2;2/3  u-  s.  w.  oder 
^1?  ^2f  h  ^-  ^-  w-  ^^®  Wurzeln  ihrer  Resolventen  1^=0,  resp.  Z=0, 

a.     Die  Typen  der  quadratischen  Gleichungen: 

(1)  \x,  +  mx,  =  y,,    ^Laplace); 


(2)  I; 


x^        x^  —  ^i  j 
■  X2       x^  =  2 2  5 

(3)  Xj^  +  ix2  =  2/1  ,     (Lagrange); 

(4)  —  {x^  +  X2)  ==  2/1  ,     (arithm.  Mittel)  (Job): 

\X,+X2=0; 

1    i~    2  —  «*  5 


§  284.     Die  Wurzeltypen. 


:9i 


(8) 

(9) 
(10) 

(11) 
(12) 

(13) 

(IJ) 

(15) 

(16) 
(17) 
(18) 
(19) 
(20) 

(21) 


(22) 


Ix,' 


,'  +  X-2 


x^x^ 


1 
2  . 


b.     Die  Typen  der  kubischen  Gleichungen: 
x^  +  mx^  +  wiCg  =  y^ ,     (Laplace,  Lacroix) ; 
rt\  +  Ji^2  +  ^2^3  =  Viy     (Vandermoude,  Lagrange); 
x^x.2  +  J^x.^x^  +  Jg^s^i  =  2/i  5 


^3    +   «^l'^l    +   J-2^'2 


=  ?/i  ,     (Blomstrandjr ; 


^l'+  ^ia?2'H-«^2^3 


=  2/i; 


^1    +   «^1^2    +   ^2^3 

{x^  +  J^x^  +  JjX^y  ^     . 

Xi        -^^2    I    '^'3  ^^  2/1  5 


Xi  ^2%  2/1  i 

0^1  ^2  ^^  2/1  5 

^1  +  ^2  =  2/1 ; 

Y  (^1  +  ^\0  =  2/1  ; 

Y  (^2  +  ^3)  =  2/2  ; 

Y  fe  +  ^1)  =  2/3  ; 


(arithm.  Mittel),  (Job); 


l'^2 


2/iS 


(geom.  Mittel). 


Die  Wurzeltypen  der  biquadratischen  Gleichungen: 


(23) 
(24) 

(25) 


^1  +  1^2  +  *^^^3  +  ^^i  =  2/1 ;     (Laplace); 
^1  +  ^2  ±  ^><^3  +  ^4)  =  2/1  ;     (Lagran§e); 
lx,+x^  —  x^  —  x^=-y^,     (Lagrange,  Vandermonde, 

Terquem) ; 


^1  —  ^2  +  ^3  —  ^4  =  2/2 ; 
'  ^1       ^2       ^3    I    '^i  "^^  2/3 ; 


(26)     x^  +  io^a  —  iz^3  —  «'^4  =  2/1  ;     (Vandermonde,  Bezout); 


(27) 


(x,  +  rr.,)  =  2/1 ;   Y  (^3  +  ^4)  =  Vi , 


(^1  +  ^3)  =  2/2;  Y  ^^'-  +  ^4)  ^  "^^^ 
l(^'i  +  ^-^4)  =  2/3;   V  (^^^  +  ^3)  =  ^3 . 


(Ampere,  Blom- 
strand,  Job)  5 
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^1^3  ==2/2';     x^x^  =  d: y,^  =  1;/,     (geom.  Mittel)-, 
(29)  1^4^^  =  2/1,     (harmon.  Mittel); 

1    "T"  OC9  =  0  ! 


(30) 


(32)  ,       [""^l 

(33)  { 


+  «2'  =  «/, 
1  +  «2  =  Ä  ; 


+  a;/  =  2/ , 

r  r   4-  r  r   —  7/         (Lagrange,  Wilson,  Blomstrand, 
,  _  Hermite,  Tortolmi,  Arndt); 

^1  ^4  ~r  ^2  ^3  —  2/3  ? 

[^1^2  +  ^3^4  =  ?/l!/2; 

(35)      ^»1^3  +  x.2X^  =  ?/i^3 ,     (Methode  des  Kreisvierecks); 
^x^x^  -f-  x^x^  """^  2/2^3  7 


1^2  ^3il^4  —  2/1  ; 


loder  (^1^2)^  —  (^1^2)  y  ==  d'i 

r37^      I  (^1  +  ^2)  (^3  +  ^4)  =  2/1  ;     /T     ., 

^'    ^      1  oder  (x,  +  ^^2)^  +  a  (^1  +  ^^^2)  =  y,  ,     ^  ^^^ ' 

(^^)      j  (^TTl^^^lfV^)  =  ^1  ^     (Blomstrand,  Hunrath) ; 

/QQA  ^1  ^2  fe    +    ^4)    —    ^3  ^4  (^1    +    ^2)    _ 

^  ^^  ""(■^,  +  ^2)  -  (^3  +  ^.)     ^^^^     (Lagrange,  Hunrath); 

(41)  (^1  +  ^2)' ±  (^3  +  ^4)' =  2/1 ; 

(42)  fe  -M2)''  +  (^1  +  ^2)  (^3  +  ^4)  +  (^3  +  ^4)'  -  2/1 ; 

(43)  x^x.,  +  (a;^  +  x.^{x^  ±  x^)  +  x.,x^  =  y,- 

(44)  j  ^^1^2  —  (^1  +  ^2)(^3  +  ^4)  +  2^3^4  =  !/l  7 

loder  (^,  —  x,Xx,  —  X,)  +  {x,  -  ^3)(Ä;i  -  ^-J  =  ^/i ; 

(Hermite) ; 

(45)  ^.^^2(^3  ±  ^4)  +  ^3^4(^1  ±  ^2)  ==  2/1  5 

(46)  ^1^2(^3  +  ^4)  =^1  ; 
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(47)  ^1^2  •  ^3^4  —  Vi  ^ 

/jQ\  2  Xi  x,2  x^  x^     ___       ^ 

\        J  ■y    nr^     —I—  T*    o"                t/1   ) 

(4Q)  ^t    +^'2    _l       ^3    +^4    ^^            . 
c//o       r^  vVi        *      tX/|    ^^  «X/o 

(50)  (x,  -  :r,)2  +  (x,  -  a;^)^  =  i/^  ; 

^      ^  ^1  +  iCa  — ^  iCg  +  ^4 

('52")  ^1  "^"^^ ^3  +  -^U  __  ,^.  . 

(53)  (o^i  —  a;2)(a:;3  —  x^)  =  y,  5 

(54)  oc^x^i^i  +  x.^)  =  2/1  . 


IT.     Von   der  Auflösung   der    quadratischen    Gleicliuugen. 

§  285.    Methode  von  Laplace*). 
Gegeben  sei  die  quadratische  Gleichung 
/-(^r)  =  ^- +  a^^  +  &  =  0  . 
Die  Wurzeln  seien  x^^  und  x.^ .   Man  substituire  die  lineare  Function 
derselben 

^1  +  ^nxo  =  y,  , 
mx^  +  x.,  =  y,, 

wo  m  ein  noch  unbestimmter  Factor  ist.     Es  ist  nun 

X^  ~j~  X2  —  Cl  .      Xt  Xi)  —  0  . 

Die  beiden  Wurzeln  können  mit  Hülfe  zweier  linearer  Gleichungen 
berechnet  werden,  sobald  m,  y^  und  1/2  bekannt  sind,  oder  auch 
nur  m  und  2/1  •  Die  Bestimmung  von  y^  führt  aber  zugleich  auch 
zu  der  von  y.2 .  Sie  sind  offenbar  die  Wurzelwerthe  einer  andern 
quadratischen  Gleichung  und  ihre  Berechnung  wird-  einfacher  sein 
als  die  von  x,  wenn  die  Gleichung  rein  quadratisch  ist.  Diebeiden 
Werthe  y^  und  y^  werden  gegeben  durch  die  quadratische  Gleichung, 
welche  sich  aus  dem  Producte  der  Binomialfactoren 

[y  —  (^1  +  ^^2)]  •  \y  —  O^^i  +  ^2)]  =  0 

ergibt.     Dieselbe  lautet 


*)  Laplace,   Leyons   de  mathem.  donnees   a    l'ecole    normale   cn   1795. 
Journal  des  seances.  pt.  II.  pg.  302. 

Lacroix,  Complement  des  elemens  d'algebre.  §  14.     Paris  1804. 
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1/  —  (m  4"  \){x^  +  x.^y  +  {x^  +  tnx^(mx^  +  ^2)  =  ^  • 
Da  m  willkürlich  ist,  so  erhält  man  eine  rein  quadratische  Gleichung 
in  yj  wenn  man  den  zweiten  Term  verschwinden  lässt.    Dies  gibt 
die  Bedingungsgleichung  m  =  —  1  und  man  hat 

if  =  {x^  —  x^^  =  X{-  -\-  x^^  —  2^1  ^2  =  ^^  ~  4i^ . 
Hieraus  ergibt  sich 

7/1  und  y.^  =■  Ä'i  —  x.y  =  ~\-y  d^  —  ^h  . 
Ausserdem  ist 

^1  +  ^2  =  —  ^  • 
Die  Combination  dieser  beiden  Gleichungen  liefert  durch  Addition 
und  Subtraction  sofort  die  gesuchten  Wurzel werthe 

x^  und  ^2  =  9"  (  ~  <^  ih  y  ^^  ~~  4^)  • 

§  286.    Die  Methode  der  Wurzeldifferenzen  [Typus  (2)]. 
Man  gehe  aus  von  den  beiden  Wurzeltypen  ^ 

X^  ^2  ^^  2/1  ; 

x^       ^1  =  2/2  • 
Wegen  der  Relation 

tibi  I         Xa    ^---    ^~~    (m 

erhält  man  die  neuen  Gleichungen 

^2  =  +  Y  (^  +  «^)  • 


Durch  Multiplication  dieser  beiden  Gleichungen  resultirt 
folglich 


^^^^  =  &  =  _  -i  {f  _  a^) 


und 


f=-\{a^-^h) 


2/1  und  2/2  ==  ±  y"/^^  —  4&  . 


Demgemäss  erhält  man  wieder  die  bekannten  Formeln 
x^  und  ^2  =  T  (  —  ^  i  y  ^^  ~  4&)  . 
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§  287.    Die  Methode  der  Wurzelsumme  und  des  Wurzelproducts. 
Die  gegebene  Gleichung  sei  wiederum 

Man  kann  die  beiden  Wurzeln  finden  mittels  der  Wurzeltypen  (5) 

x^  -{-  X.2  =  z  =  —  a  ' 
Es  finden  folgende  Identitäten  statt: 

^M  =  Y  [fe  +.^2)  ±  (^1  —  ^2)] 

=  Y  [(^1  +  ^2)  ±  1/(^1  +  ^2)'^  —  4a;iicJ  . 
Folglich  hat  man 

•*^2  J 

§  288.    Die  Methode  der  Wurzelsumme  und  der  Summe  der 
Wurzelquadrate  [Typus  (6)]. 

Ist  die  vorgelegte  Gleichung 

x'^  -\-  ax  -{-!)  =  0  j 

also  x^  -\-  x.2  =  —  a,  x^x.2  ==  hy  so  ist  die  Gleichung  ihrer  Wurzel- 
quadrate 

ic*  -  (a^  -  2h)x^  +  &-^  =  0 , 
folglich 

x^  +  x^  =  a'  —  26  ,    x^x.2  ==  6  ,     x^  -\-  X.2  =  —  a  . 
Wegen  der  Identität 

{X^    ^2)^    =    fe    +    ^'2)^    ^X^X.y 

erhält  man 

^1  —  ^2  =  i  y  ^^  —  46 . 

Daneben  ist 

X^  ~T~  «^^  ^^^^  ^  ; 

folglich  wieder 

x^  und  iTg  =  —  (  —  a  +  j/a^  —  46)  . 
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§  289.    Die  Methode  der  Wurzelsumme  und  Wurzeldifferenz  nach 

Haminger. 

Um  die  quadratische  Gleichung 

x^  -{-  ax.  -\-  h  =  0 
aufzulösen,  setze  man 

X2==y     —     0    y 

oder,  wie  sich  hieraus  ergibt, 

x,+x.,=2y, 

X^         X.)  —  u  z  % 

Man  setze  die  angenommenen  Ausdrücke  ein  in  die  Binomial- 
factoren 

{x  —  x^)  (x  —  X2)  =  0  j  • 

also 

[«- (y +  «)]•[«- (2/ -«)]  =  o, 

oder 

x^  -  2yx  +  (7/2  —  ^2)  =  0  . 
Identificirt  man  diese  Gleichung  mit  der  vorgelegten,  so  erhält  man 
aus  der  Vergleichung  homologer  Coefficienten 

y=—^a,     y^  ~  z'  =  -b^ 

4  ^ 
Demgemäss  ist 

x^+  x^=^2y  ==  ~  a, 


^1  —  x.^  ==  2 2  =  -^^y a^  —  Ah  . 
Aus   diesen  beiden  Gleichungen   findet  man   durch    Addition    und 
Subtraction  wieder  die  Wurzelwerthe   der  vorgelegten   Gleichung, 
nämlich . 

§  290.    Eine  andere  Methode  der  Wurzelsumme  und  Wurzeldifferenz. 
Um  die  Gleichung  ^ 

o)^  -\-  ax  -\-  h  ==  0 
aufzulösen,  setze  man 
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^1  +  ^■>  =  y , 

Hieraus  folgert  man  durch  Addition  und  Subtraction 

^1  =  Y  (2/  +  ^) .     ^2  =  Y  (2/  —  ^)  • 

Man  substituire  diese  Ausdrücke  in  die  gegebene  Gleichung,  wie  folgt: 
■    (y  +  ^)^'  +  2a(y  +  Ä)  +  46  =  0, 
(y  _  gf  +  2a{y  _  ^)  +  46  =  0  . 

Durch  Addition  dieser  Gleichungen  erhält  man 

2/- +  ^-  +  2ay  + 46  =  0; 
durch  Subtraction 

2?/^- +  2«.^  =  0  . 
Da  z  nicht  Null   wird,   wenn  nicht  die   beiden  Wurzeln  einander 
gleich  sind,  so  folgt  aus  der  letzten  Relation 
2/  +  ö^  =  0,     y  =  —  a, 
und  aus  der  vorhergehenden 

/^  =  a-  —  4&  ,     ^  ==  ±  Ya^  —  U  , 
Demgemäss  findet  man 

^1  =  Y  (2/  +  .^)  =  -  i«  +  |y^^^4& , 

^2  =  Y  (2/  -  ^)  =  — Y^~Y^^'  ~  ^^• 

§  291.    Combinationsmetliode  von  Lagrange*). 

Eine  andere  Methode,  die  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung 
durch  Substitution  einer  linearen  Function,  welche  alle  Wurzeln 
umfasst,  die  Wurzelwerthe  zu  bestimmen,  ist  von  Lagrange  ge- 
geben worden.  Das  Princip  dieser  Methode  ist  schon  früher  in 
dem  allgemeinen  Theile  (§  47)  auseinander  gesetzt.  Sie  möge  hier 
auf  die  Auflösung  der  Gleichung 

x'^  +  ax  +  h  =  0 
angewendet  werden. 


*)  Lagrange,  Sur  la  resolution  des  equations  algebriques.  Traite  de  la 
resolution  des  equations  numeriques  de  tous  les  degres.  Note  XIII.  §  30. 
Paris  1808.     Man  vergl.  auch  §  47. 
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Man  hat  hier  f^  =  2,  also  gleich  einer  Primzahl.  Ist  a  eine  Wurzel 
der  Hüllsgleichung 

so  substituire  man 

y  =  x^  -\-  ccx., . 

Daraus  ergibt  sich 

z  =  y^  =  x^^  -\-  x^^  +  2ax^x.^  ' 
Sind  Wo,  %   symmetrische  Functionen   der  Wurzeln,    die  in   diese 
Entwicklung  von  z  eintreten,  so  ist 

z  =  Uq -\-  u-^^a  , 
also 

t/Vn     ^^— —    X-i  j         Xn       ,  iii     ^-— ^     ^  Xi  Xa    • 

Demnach  ist  %  =  26,  und  weil  die  Wurzeln  der  Hülfsgieichung 
a^  —  1=0  der  Reihe  nach  1,  a=  —  1  sind,  so  ist  mit  Berücksich- 
tigung der  Gleichung 

,  =  (_  ay  +  (a,  -  l)u,  +  («/  -  l)tt,  +  .  .  .  , 

x,  +  x,=  y^i ,  z,  ==  (—  ay , 

Xj^   +  «^2  =  V^2    J       %  ==  <^^  46  . 

Daraus  folgt 


X.;) 


2  2 


=  ^{-a-yY-u). 


§  292.  Die  Typenmetliode  von  Vandermonde*). 
Es  ist  in  §  37  bereits  mitgetheilt,  dass  Yandermonde  in 
den  damals  bekannten  Auflösungsmethoden  der  Gleichungen  der 
ersten  vier  Grade  ein  allgemeines  Princip  dieser  Methoden  darin 
entdeckt  zu  haben  glaubte,  dass  sich  die  Wurzelformen  in  einem 
und  demselben  Typus  ausdrücken  lassen.  Als  einen  solchen  stellte 
er  die  Form 

^ =l[(^i  +  ^2  +  ^3  H — ) +  1/(^1  + ccx^  +  ßxs-\ — y 

*)  Vandermonde,  Mem.  sur  la  resolution  des  equations.  Mem.  de  l'acad. 
roy.  annee  1772.  Paris  1774.  Man  vergl.  auch  Lagrange,  Traite  etc.  Note 
Xlll.  §  40. 
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auf;  wo  a,  ß,  y  .  .  .  die  complexen  Wurzeln  der  Gleichung 

ß»  _  1  =  0 
bezeichnen.  Das  Princip  besteht  also  darin,  dass  der  analytische 
Ausdruck  der  Wurzeln  einer  Gleichung  eine  Function  dieser  Wurzeln 
sein  muss,  von  der  Beschaffenheit,  dass  derselbe  ohne  Unterschied 
jede  der  Wurzeln  vertreten  kann  und  welcher  zugleich  aus  symmetri- 
schen Functionen  der  Wurzeln  besteht,  so  dass  sich  der  Ausdruck 
zugleich  in  den  Coefficienten  der  vorgelegten  Gleichung  wieder- 
geben las  st. 

Indem  Vandermonde  die  bekannte  Auflösung  der  Gleichung 
zweiten  Grades  prüfte,  bemerkte  er,  dass  in  der  That  die  Wurzel 
von  der  Form 


^—  2 

sei.  Wegen  der  Unbestimmtheit  des  Vorzeichens  des  Radicals 
stellt  dieser  Ausdruck  sowol  den  Werth  x^  als  x.^  dar,  und  zugleich 
lassen  die  Grössen  x^  -\-  x.^  und  x^  —  x^  sich  durch  die  Coefficienten 
a  und  h  ausdrücken.     Denn  man  hat 

x^  -\-  X;^  =        tt  , 
{x^  —  x,^^  =  {x^  +  x.^^  —  Ax^x,^  =  or  —  4?> , 
woraus  sich  die  bekannte  Auflösung  ergibt. 


III.     Von  der  Auflösung  der  kubischen  Gleichungen. 

§  293.    Methode  von  Laplace*). 
Gegeben  sei  die  unvollständige  Gleichung 

x^  -{-  px  -\-  c[  =  0  . 
Man    suche   a  priori   eine   Function   der  Wurzeln,    deren   Be- 
stimmung  nur  von   der  Auflösung   einer   quadratischen   Gleichung 
abhängt.     Die  einfachste  Annahme  würde  sein 
z  ==  Ix^  +  mx.2  -^  nx^  j 


*)  Laplace,  Le^ons    de  mathem.   donnees  a  Tecole   normale    en   1795. 
IL  pg.  302. 

Lacroix,  Compl^ment  des  elemens  d'algebre  §  16.     Paris  1804. 
Francoenr,  Cours  de  mathe'm.  T.  II.  pg.  171.    §  589.     Paris  1837. 
Blomstrand,  De  methodis  praecipuis  etc.  X.     Lundae  1847. 
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§  294.   Methode  der  Auflösung  der  vollständigen  kubischen  Grleicliung 
nach  Lagrange*). 

Die  vorgelegte  Gleichung  sei  nunmehr 

x^  +  ax^  +  &:r  -|-  c  =  0  , 
und  ihre  Wurzeln  x^^  x^,  x^.     Es  werde   die   in   §  47  entwickelte 
Methode  angewandt.    Man  hat  hier  n  =  3 ,  also  gleich  einer  Prim- 
zahl^ und  man  substituirt  den  Typus  (10) 

worin   die    drei  Coefficienten  die  drei  Wurzeln  der  Hülfsgieichung 

a^  -1=0 
sind,  also 

cfi=l,    a2==J'i  =  — Y  + y"/^,    «3  =  ^2  =  — y  — yV— 3. 

Hieraus  ergibt  sich  nun  die  Function  z  =  y^  j  nämlich 

z  =  f'  =  11^  -\-  au^  -\-  a^it.^  y 
wo  • 

W(3  =  X^     "1     ^2     "1     "^3     ~l      ^^1^2'^i  7 
U^  =  Öi^X-^   X2  ~r~  ^2   "^3  "T    «^3   '^iJ  ; 

U2  =  oiX-^X^    ~r  ^2^3       I     "^S*^!  y  ; 

ZU    setzen,    und   für    a    einer    der   Werthe    a^,  a^,  a^    einzusetzen 
sein  wird. 

Die  Grössen  u-^  und  u^  sind  nun  die  Wurzeln  einer  Gleichung 
vom  zweiten  Grade,  also  der  Gleichung 

u^  —  (%  +  ^2)  ^*  ~l~  ^1  '^h  =  ^  7 
oder 

Die  Coefficienten  A  und  B  sind  bestimmbare  rationale  Functionen 
der  Coefficienten  üy'byC,  man  findet  in  der  That 

—  A  =  u^  +  W2  =  327(ir/rr2)  =  —  3a&  +  9c, 
^  =  li^ii^  =  9Z{xi^X2)  X  27(^1  a;/) 

=  9[x^X2X^U(x^^)  +  ^(^i^^2^)  +  ^^i^oc^^oo./] 
=  9[h'^  +  a^c  —  6ahc  +  9c']  . 
Die  Resolvente  ist  demnach  (VIH.):* 

u^  +  3(a5  —  3c)u  +  9Q)^  +  a^c  —  ßahc  +  9c^)  =  0  . 

*)  Lagrange,    Sur   la  resolution   des    equations  algebriques,  dans  son 
Traite  etc.    Note  XIII.  §  31. 


§  294.    Methode  von  Lagrange.  803 

Es  ist  nun  allgemein 

z  =  (-  df  +  (« - 1)«,  +  («2  - 1)«, , 

also,  wenn  man  für  a  der  Reihe  nach  ß  =  1,  J,,  J.,  einsetzt, 

^1  =  (-«)% 

z,  =  (-  af  +  (J-,  -  1)«.  +  (J,  -  1)„, , 

«3  =  (-  «)"  +  (^2  -  1)  «1  +  (Jt   -   1)U,  . 

Zur  Bestimmung  der  Wurzelwerthe  x^,  a;^,  x,  hat  man  jetzt  die 
drei  linearen  Gleichungen 

3      _: 

^1   +  ^2   +  ^^3  =   —  ö^  =  y  ^«0  +  «1  +  «2  > 

3  3 

Daraus  findet  man  mit  leichter  Mühe 

^2  =  Y  (-  «  +  ^2  1^^  +  JiV^)  , 

0^3  =  y  (  -  a  +  j;  >/^  +  J,V^)  . 

Nach  Lagrange  kann  man  noch  einfachere  Ausdrücke  mittels  der 
Gleichung  in  z  erhalten/ welche  ebenso  wie  diejenige  in  u  vom 
zweiten  Grade  ist.     Angenommen  sie  sei 

Um  die  Coefficienten  31  und  N  zu  bestimmen,  beachte  man,  dass 

wo  ^1  und  z.,  die  beiden  Wurzeln  dieser  Gleichung  bezeichnen.    Da 

^1   =  -  «'  +   (^1  —   1)«1   +  (^2   -    1)«^2  , 

^2  =  —  a^  +  {J,  —  l)u^  +  (Ji  —  1)^2 ; 
so  findet  man  hieraus 

3/=  —  (^1  +  z.,)  =  2a'  —  3^ , 

N=z^z.,  =  a^  +  3a'(u^  +  ^«2)  +  ^K  +  «2)'  —  Sw^«, . 
Die  symmetrischen  Functionen  von  u  können  aus  den  beiden  Coeffi- 
cienten der  Gleichung  in  n  gefunden  werden.     Man  erhält 
3I==2a'  —  9ab  +  27c, 

folglich  die  Resolvente  VII: 

^•2  _j_  (2«3  _  Qah  +  21c)z  +  (a^  -  3?>)3  =  0  . 
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§  295.    Die  Formelii  von  Vandermonde. 

Das  bei  der  Auflösung  der  quadratischen  Gleichungen  an- 
gewandte Princip  ,von  Yan^dermonde  lässt  sich  auch  auf  die 
kubischen  Gleichungen  übertragen.  Die  Wurzelform  ist  hier  ebenso, 
nämlich  allgemein 

1 


(x, +x.,+ x^) + Vix,+j,x^+j^x^y+y{x^+ j^%+j^%y 


In  der  That  wird  dieser  Ausdruck  gleich  x^  oder  r^g  oder  x^y  je 
nachdem  man  die  beiden  Kadicale  mit  den  Kubikwurzeln  der  Ein- 
heit der  Reihe  nach  multiplicirt.     Es  ist  nämlich: 

^1  ==  Y  [fe  +  ^2  +  ^3)  +  fe  +  ^1  ^2  +  ^2^3)  +  fe  +  ^1^^2  +  ^2'^3)]  ; 
^2  =  y  [  (^1  +  ^2  +  ^3)  +  ^2 (^1  +  J'l^2  +  J'2^3)  +  J'2%^l+J'i%  +  J'2%]  , 
^3  ==  Y  [  (^1  +  ^2  +  ^3)+ J^l  (^1  +  ^1  ^2  +  ^2 ^3)+^l'K+^l'^2+^^^^ 

Die  ganze  Schwierigkeit  dieser  Methode  besteht  also  nur  darin, 
dass  man  die  Radicale  in  Functionen  der  Coefficienten  a,  h,  c  der 
vorgelegten  Gleichung  auszudrücken  hat.     Es  ist  nun 

\X^   -\-  J1X2  -p  «'2"^3y     ^^^^  '^1        i     "^2        I     ^3     ~r   0^1  ^2*^3 

(    //•      2  /y»  I  /V.       /VI      2  I  /yi      2  /y.  I  /V>       /y>      2  I  /y      2/y.  [  /y%        n^      2\ 

2    V'*'l   '-^2      i     "^'i  "^2        1^  "^2   "^3      I     ^2  *^3        \      "^3   "^1      iT  '^3  «^i  J 

-  yl/-  3  (^1  -  x.^(x,  -  x,)(x,  -  X,) 

1       /..        .  ^         -,  .         ^«       N  3 


=  -  -I  (2a/^  ~  9ah  +  21c)  -  y  ^S^  , 
und 
{x,  +  J,x,  +  J,x,y  =  _  1  (2a=  -  9a&  +  27c)  +  1  j/S^  • 

Man  gelangt  also  zu  den  bekannten  Formeln  von  Lagrange. 

§  296.   Methode  der  Substitution  einer  quadratischen  Function  der 

Wurzeln. 

Gegeben  sei  die  vollständige  Gleichung 
x^  +  ax'^  -{-hx  -\-  c  =  0  . 
Man  substituire  die  Combination 

Z  =  X-^X^  -{-  J ^X.^X.^  -j-  Jc^X^Xj^  . 
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Variirt  mau  auf  alle  mögliche  Arten  die  Wurzelproducte   mit  Jj 
und  J.2,  so  erhält  man 

7^0^  =  X^X^  +  J^X^X2  +  J.,x.,x^ , 

^2  "^"^^  XyX,2^  -f-  J.iX^X-^  -f-  f/^i3:^3:2^^  y 

2    2  ^~~"  XoXi       1      tß aXtX.^      ]      t/ 1  .x,'2  <^Q   ^ 

tfiZa  ^2     3  ~i      '^2     3     1   ~l      ^ \^x  ^2  ' 

Diese  sechs  Ausdrücke  sind  demnach  die  Wurzeln  einer  Resolvente 

von  der  Form 

z'  +  Ä0^  +  B  =  0. 
Man  erhält  dieselbe  mit  Coefficienten  als  Functionen  der  Wurzeln 
^17  ^2;  ^3?  wenn  man  die  Gleichung 

[  z^  -  {x^  X.^  +  Ji  X.^  X^  +  J2  x^  x,f\ .  [_^  —  {x^  X.  +  J,  x^  x.^  +  Ji  x.^xj"]  =  0 
entwickelt.     Man  hat 

—  Ä  =  (X^X.^  +  J^X.2X.^  +  J2^3^l)^  +  (^1^2  +  ^2^2^3  +  ^1^3%)^ 

=  2h^  —  9abc  +  21c\ 
und  ' 

Demnach  ist  die  Resolvente 

^6  -  (26^  -  9ahc  +  27c2)^3  +  {h^  —  ^acf  =  0  . 
Hieraus  findet  man  ^^  und  z^ ,  und  es  lassen  sich  die  Wurzeln  der 
vorgelegten  Gleichung  berechnen  aus  den  drei  Gleichungen: 

X-i  X.^    ~T        tX  2  Xo        I        iCq  «(/■<     ^^^    O    •  ' 

3/ 1  X.2   ~j      t/ 1  >X/2  Xn      I      tf  i)  Xo  Xi    — — —  Z-i   m 
12  ~l         2    2     3  ~l      ^ \X.yX-^    ^9  . 

Durch  Addition  ergeben  sich  nämlich  die  Producte  x^x^^x^x^  und 
x^x^\  dann  ist 

•^1  ^^^  V'^l'^2  •  •^3*^1/  *  ^  ; 

^2  ^^^  V*^!  «^2  •  '^2  "^S  /  *  ^  ; 

X^  =  (^'^2*^3  •  ^Z^^lJ  '  ^  • 

§  297.   Methode  der  Substitution  der  Factoren  der  Reducente  (16)11. 

Wenn  man  die  Reihe  der  Reducenten  (5)  bis  (18)  in  §  79 
in  ihren  typischen  Darstellungen^  überblickt,  so  wird  man  leicht 
darauf  geführt,  dass   nur  diejenigen  Wurzeltypen  auf  eine  Resol- 
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^ 


vente  zweiten  Grades  führen,  welche  die  Form  eines  Productes  oder 
einer  Summe  zweier  Untertypen  annehmen  können,  also  die  Redu- 
centen  (6),  (7),  (8),  (9)  und  (16) IL,  von  denen  die  Untertypen 
beziehungsweise  vom  ersten,  zweiten  und  dritten  Grade  sind.  Ferner 
wird  man  bemerken,  dass  diejenigen  Wurzeltypen,  welche  nur  in  der 
Form  eines  Productes  dreier  Untertypen  auftreten,  z.  B.  die  Redu- 
centen  (11),  (14)  und  (17),  nur  wieder  auf  eine  kubische  Resolvente 
führen,  wodurch  für  die  Auflösung  der  vorgelegten  Gleichung  keine 
wesentlichen  Vortheile  erzielt  werden. 
Gegeben  sei  die  Gleichung 

x^  +  ax^  -^hx  -\-  c  =^^  . 
Man  substituire  jetzt  auch  noch  den  Untertypus 

Alsdann  sind  0^  und  ^^  ^i^  Wurzeln  der  Resolventc  VIII.: 

z'  +  {ah  -  3  c)2  +  {¥  +  a'c  -  6ahc  +  9c')  =  0 

Setzt  man 

—  a/^  -\-  DCih  —  96'  ==  ^Q , 

so  findet  man 

X^  ~Y'  X.)  ~|~"  X>^  —  Cl  , 

3  . 

X,  +  J^x.^  +  J.,x^  =  ]/^o  +  y  ^1^1  +  \  ^2^2  ? 

Aus  diesen  drei  linearen  Gleichungen  können  die  Wurzeln  einzeln 
berechnet  werden. 

§  298.    Methode  der  Substitution  der  Untertypen  der  Reducente  (7). 
Dividirt  man  den  Typus  der  Reducente  (7)  durch  das  Product 

(^3   +  J^X^   +  Ji^2)(^3  +  ^1^1   +  ^2^2)  ; 

so  erhält  man  die  Form 

1       9    ~T~        1      2      3   "~r"       2      1      3  1       2    "("        2      2      3   "l*       1       1      3 

^3    -f-    <^l  ^1    +   J^-2  ^2  ^3    "I"  ^2  ^X    H~  '^l  ^2 

Setzt  man  den  ersten  Untertypus  gleich  z^,  den  zweiten  gleich  s^, 
so  wird  gemäss  §  143,  8: 
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(a"  -  U)z'  +  (ah  -  dc)z  +  Qj'  —  ?>ac)  =  0 . 
Aus  den  beiden  Untertypen  folgt 

7  —  —  «^2  ; 


X, 

— 

■x^ 

.^1 

— 

^1 

^3 

— 

x^ 

^3 

— 

^1 

X^ 

— 

x^ 

.^ 

— 

A 

X^  X.2       X^  2.2 

und  somit  das  Theorem:  Die  Wurzeln  einer  kubischen  Gleichung 
und  ihrer  Resolvente  von  der  Covariantenform  sind  einan- 
der äquianharmonisch  zugeordnet.  Sucht  man  die  Wurzeln 
^i;  ^27  ^3  auszudrücken,  so  kann  dies  mit  Hülfe  identischer  Gleichungen 
geschehen,  die  wir  der  Einfachheit  wegen  in  folgende  abgekürzte 
Formen  bringen: 

-^1  —  ■  3/ y 

{3z,  4-  «)  —      y  (a'  —  36)(3^i  +  a) 


{3z,  +  «)  —      Ji  "/(«^  _  3l)){3z,  +  a) 


_         (g.^  +  ?>)  +  ^1^2  "/(^^  -  35)(35,  +  «) 

'^'3  3 

(3^^  4-  «)  _      J-^  /(a2  _  3&)(3.-i  +  a) 
Zahlenbeispiel.     Gegeben  sei  die  Gleichung 
x^  —  ßx^—12x+  112  =  0. 
Die  Resolvente  ist 

^^  -  13^  +  30  =  0  , 
^^  =  10  ,     ^,  =  3  . 
Man  findet  nun 


x^  =  —  A  j    X2  =  6  —  y—  o  ,    iPg  =  5  +  ]/— 
Endlich  ist 

X-i  Xa       Xf  Zi 


—   e/o  , 


§  299.    Methode  der  Substitution  des  Typus  (14)  nach  Blomstrand. 
Gegeben  sei  die  vollständige  Gleichung 
x^  +  ax-  4"  ^^-  +  ^  =  0  . 
Man  nehme  an,  es  sei 
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^1  +  <^i  oc^-\-  J-iOC^  ^  ' 

Diese  Function  kann  nur  zwei  verschiedene  Werthe  annehmen,  den 
vorstehenden  und  den  folgenden: 

X^    -j-    t/2  "^2      I      ^  l^i 

Um  die  Gleichung  in  2  zu  bilden,  suche  man  die  Summe  und  das 
Product  der  beiden  Functionen.     Man  findet 

^1  +  <^2  =  2 SIT 

Es  ist  nämlich  der  gemeinschaftliche  Divisor  der  Quotienten 

{x^  -\-  J^X2  +  ^2^a)(^i  +  «^2^2  +  ^1^3)  =  '^^^'^  ~  3^  j 
und  weiter 

(^1  +  J-^x^  +  Jirr3)(a?i2  +  j;^/  +  J^x./)  ==  0;^^  +  x./  +  x./ 

l      ^1  K^l ^2     ~r  ^2 ^3        \      '^'6^1  )      \      ^2 V'^i   ^'2,   "T     "^2   ^3  ~l     .^3    '^l )  ; 
{X,   -\-  J,X.,  +  J^A)W  +  ^2^2^  +  ^1^3^)  =  ^1^  +  ^2^  +  ^3^ 
I      ^2\^i^2     "T"  ^2*^3     "1     '^3'^!  j      r  ^1V*^1   ^2   "l      ^2   ^3  "T"  '^3   '^l  7 

folglich 
oder 

Ferner  ist 

_  S^  —Z(x,^x,/)        rt^  —  4a2&  4-  Gac  +  Z;^ 


-1-2  a2_3^  a'  —  3b 

Man  erhält  also  die  Resolvente  IX.  in  der  Form 
(a^  —  36)^2  -  (2^3  —  lah  +  9c)^  +  (a'^  -  4a'b  +  6ac  +  &^)  =  0 . 
Hieraus  findet  man  ^^  und  ^2  •    Um  x  zu  bestimmen,  gehe  man  aus 
von  der  Annahme 

x"-  +  sx  +  (q  +  y)==0, 

und  transformire  die  gegebene  Gleichung  so,  dass  die  beiden  mitt- 
leren Glieder  verschwinden.     Die  Bedingung  ist  (§  172): 

f  +  [3^  —  a(^  —  a)  —  2h]if  +  [3q'  —  {2az  —  2a^  +  U)q 
+  h(/'  —  a2-\-}))  +  c{?>s  -  2a)]y  +  [q'  -  (a0  —  d'  +  2h)q' 
+  \h{z'-  -  az  +  l)  +  c{?>s  —2a)\q  —  c(z'  —  az-  +  hz  —  c)  ^0 . 
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Führt  man  die  Eeducente  «  =  /3  =  0  ein,  so  erhält  mau  die  Resol- 
vente IX  und  die  Reducirte 

f=-  l^  {az  -  a'  +  2hy  +  c{z'  -  az'  +  hz  -  c) . 
Demgemäss  ist 

Multiplicirt  man  die  zweite  mit  J^,  die  dritte  mit  Jg  und  addirt 
alle  drei  Gleichungen,  so  erhält  man  in  der  That  die  Functionen, 
welche  für  z  angenommen  sind,  und  die  drei  Wurzeln  der  vor- 
gelegten Gleichung  lassen  sich  mit  Hülfe  von  anderen  quadrati- 
schen Gleichungen  finden. 

§  300.    Methode  der  Substitution  des  Typus  (15). 

Um  die  vollständige  Gleichung  aufzulösen,  nehme  man  an,  es 
sei  die  Function  der  Resolvente 

X,  +  J^x.,  +  J^x^  1  ' 

und 

(a?t  +  J^  gy  -f  J^  x^y  ^  ^ 

Um  die  Resolvente  in  z  zu  bilden,  suche  man  die  Werthe  z^  +  ^2 
und  Z1Z2'     ^^^  findet  mit  wenig  Mühe 

Es  ist  nämlich  wie  vorhin 

und  weiter 

fe  +  J,X2  +  J.2X^)(x^  +  J^x.2  +  J2X.^y  =  x^^  +  x.^  +  x^''  -f  6X^X2X.^ 
+  3J,(Xi^X2  +  x,^x^  +  x.^^x;)  +  3J,(a;i:r/  +  x^x.^  +  x^x^) , 

+  SJ^C^l^^  +  ^2'^  ^3  +  ^3^^i)   +  3Ji(a;jiPo^  +  ^2^3^  +  ^Z^v)  • 

Hieraus  und  aus  den  Substituirten  ergibt  sich 
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^1   +  ^2  •  ' 

2a^  —  9ab  +27c 

Die  Resolvente  ist  in  Uebereinstimmung  mit  X  die  quadratische 
{a'  -  31))^^  +  (2a.3  -  dah  +  27c)^  +  (a^  —  Uf  =  0  . 
Hat   man  hieraus  die  Werthe  z^  und  z.2,  gefunden,   so  bleibt  noch 
die  Bestimmung  der  Wurzeln  x^yX^^x^,  übrig.     Zu  diesem  Zwecke 
gehe  man  aus  von  der  Annahme 

X  +  (a;  +1  0,)>/^t  +  1  (^^  +  a)  =  0  , 
oder  nach  der  Form  der  Substitution  von  Bezout: 

^ =  -yh,    oder    x=-^''^/'^^/^^^  . 

o       

Da  y  Ä   drei  verschiedene  Werthe  hat,   so   gibt  es   auch  drei  ver- 
schiedene Gleichungen  der  vorstehenden  Form,  nämlich 

^1  +  (^1  +  Y  ^2)  V^  +  y  fe  +  ^)  =  0  ;     . 

^'2 + (^2 + Y  ^2)  ^1  y  "/^  +  -3-  (^1  +  «^)  ==  0 , 

^s  +  (^3  +  y  ^2)^2  V^^  +  Y  ^A  +  «^)  =  0  . 

Multiplicirt  man  die    erste  mit»  J^,  die  zweite   mit  Jg  und  addirti, 
so  erhält  man 

(^i  +  Ji^^^g  +  J^x^)  +  (^1  +  ^2^2  +  Ji  ^3)  l//i  =  0  . 
Addirt  man  ohne  Weiteres  die  drei  Gleichungen,  so  erhält  man 

{X^  +  ^2  +  ^3)  +  (^1  +  J^l^2  +  J^^^V^  +  (^1   +  «^)  =  0  . 

Setzt    man    aus    der   vorhergehenden    Gleichung   den   Werth    vorni 

3  I 

]/  Ä ,  nämlich 

t/1  =  —  ^1  +  ^1  ^2  +  ^2  ^3 

^  x^  -\-  J.^x.^  -{-  J^x^ 

in   die    letztere    ein,    so    resultirt   in    der  That    die   angenommene^ 
Function 

^      =  ('^'1    +    '^l^-^2    +    '^2'^'3)^   . 
1  ^1    +   J^X^    +   </^l^3       * 


§301.     Methode  der  Wurzelsummen.  811 


3  /  — 


Es   bleibt  noch  übrig  Yh  zu  bestimmen.     Man  gehe  aus  von  der 
Relation  ^ 

und  entwickele  nach  Potenzen  von  x,  also 

Vergleicht  man  die  homologen   Coefficienten    dieser  und    der   ge- 
gebenen Gleichung,  so  findet  man 


und  X  aus  der  Gleichung  ersten  Grades 

x  +  {x  +  ^,,)f^^  +  ^(z,  +  a)  =  0. 

§  301.    Methode  der  Wurzelsummen  der  variirten  Gleichung. 

Um  noch  zu  zeigen,  dass  die  Wurzeltypen,  welche  sich  auf 
drei  Untertypen  zurückführen  lassen,  nur  eine  Resolvente  dritten 
Grades  geben,  suchen  wir  die  Gleichung  der  drei  Wurzelsummen  von 

x^  +  ax^  -{-  hx  -\-  c  =  0  , 
und  um  diese  für  eine  Auflösung  ge^gnet  zu  machen,  die  Gleichung 
der  Wurzelsummen  der  variirten  Gleichung 

x'^  +  ax^  +  ßx   +y  =  0. 
Man  substituire  zu  diesem  Zwecke 

^1  ~r  ^3  ""^  2/2  7 
m  ^2  ~r  ^3  —  2/3  • 

Die  Grössen  y^jy^jV^  sind  also  die  Wurzeln  der  Gleichung 

oder  der  Kürze  wegen 

Man  führe  die  Reducente  (8)  ein,  setze  also  B^  —  3J.(7=  0.    Dies 
gibt  die  Resolvente  VI. : 

{a"  -  U)z'  +  4-  {2a'  —  Iah  +  dc)z 


+  ■\-  (a^  -  4a^  +  Gac  +  ¥)  =  0 , 
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und  die  Gleichung  in  y  lässt  sich  auf  eine  rein  kubische  reduciren 
bezüglich  —  vermehrt  um  eine  Constante.    Mittels  eines  der  Werthe 

ö  y 

von  2  erhält  man  yi^y^jV^  und   somit  durch  Auflösung  der  drei 
linearen  Gleichungen  die  Wurzeln  der  variirten  Gleichung: 

^/  =  Y  (2/1  +  2/2  —  2/3) ; 

^2   =  4"  (2/1  -  2/2  +  2/3)  ; 


(—2/1+2/2+2/3)- 


Führt    man    die    Wurzeln    der    gegebenen    kubischen    Gleichungen 
wieder  ein,  so  resultirt  endlich 

^1  =  ^  +  \  (2/1  +  2/2  -  2/3)  y 


(2/1  —  2/2  +  2/3)  ; 


^3  =  ^  +  V  (—  2/1  +  2/2  +  2/3)  • 


§  302.    Methode  der  Wurzelproducte  der  variirten  Gleichung. 
Bildet  man  aus  der  vorgelegten  Gleichung 
x^  +  ax^  -{-hx  -\-  c  =  0 
die  Variirte  und  hiervon  wieder  die  Gleichung  ihrer  Wurzelproducte 

X^  X2    =  2/1  ?       ^1  -^3    ^"^  2/2  ;       ^^2  *^3    """^  2/3  ? 

SO  erhält  man 

2/^  —  ßy^  +  ocyy  —  f^^  y 

oder  kurz 

^^  +  ^2/^  +  ^  +  0=0.^ 

Mit  Anwendung  der  Reducente  (6)  A^  —  3  jB  =  0  gelangt  man  zur 

Resolvente  II: 

{a^  -  U)/'  +  (ah  -  9c)0  +  (h'  -  3ac)  =  0  . 

Die  Gleichung  in  y  lässt  sich  nun  mit  leichter  Mühe  auf  den  Kubus 

einer  zweitheiligen  Grösse  bringen,  und  es  wird 


2/1==- 

-Y^  +  Vy 

2/2==- 

"|-^  +  ^^l; 

2/3  =  - 

-^Ä  +  7jJ,^. 
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Nun  ist  der  Annalime  entsprechend 

Vi  "=  ^1  ^2  ;     Vi  ^^  '^i  ^3  )     2/3  ^^  •^2  ^s  y 


folglich 


und  endlich 


y2/i?/2;    ^2  =  -  jViV^y    <  =  — y^22/3; 


^1  =  ^  —  ViV-i-ri 

^3  =  ^  —  2/22/3:7. 

lY.  Yon  der  Auflösung  der  biquadratischen  Gleichungen. 

§  303.   Methode  von  Laplace*). 
Gegeben  sei  die  unvollständige  Gleichung 
x^  4"  PX'  -\-  q_x  -\-  r  =  0 . 
Man  suche  a  priori  eine  Function  der  Wurzeln,  welche  von  einer 
Gleichung  abhängig  ist,  die  entweder  von  einem  geringeren  Ordnungs- 
exponenten ist  oder  sich  doch  leichter  auflösen  lässt  als  die  vor- 
gelegte.   Man  wähle  dazu  die  lineare  Function 

2  =  hx^  -\-  1X2  -\-  nix..  +  nx^^, 
Ihre  Bestimmung  hängt  ab  voa  der  Auflösung  einer  Gleichung  vom 
24sten  Qi-ade.    Man  kann  die  Anzahl  der  Variationen  herabdrücken, 
indem   man  Ä'  =  ?,  n  =  m  nimmt.    Dies  gibt  die  sechs  Werthe 

^1  =  K^i  +  ^2)  +  »^(^3  +  ^4); 
^2  =  K^i  +  ^3)  +  ^>K^2  +  ^4) ; 
^3  =^  K^i  +  ^4)  +  *>K^2  +  ^3); 

^4  =  K^2  +  ^3)  +  '^K^l  +  ^4); 

%  =  K^2  +  ^4)  +  ^"'(^1  +  ^3); 

^6  =  J(^3  +  ^4)  +  ^>*  K  +  ^2)  • 

Da  das  Yerhältniss  von  l  zu  m  willkürlich  bleibt,  so  kann  man 
m  =  —  l  ==  —  1  setzen,  wodurch  die  Gleichung  in  s  auf  eine 
kubische  reducirt  >vird,  indem  in  den  sechs  Combinationen 

^1  =  X^  -\-  X2         X^         X^y      ^i^"^         ^1  ~r  ^2     I     .^3         ^^4  ; 
/i.>  ~-^—  X]  Xi)  -^     Xo  A. }       "^ ö  ~^~~  1      I         2  3      I        4  ? 

^3  =  ^Tj  X.2  ^3  ~r  ^iJ       ^6  ^^  «^l  »^2   ~r   '^3  ~r  '^4  ; 


*)  Man  vergleiche  1.  c.  §  293.     Wir  folgen  hier  der  Darstellung,   welche 
Lacroix  nnd  Blomstrand  von  der  Methode  gegeben  haben. 
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# 

je    zwei,   welche   in    derselben  Zeile    stehen,    sich    nur    durch    ihr 

Vorzeichen  von  einander  unterscheiden.  Die  Gleichung  vom  sechsten 
Grade,  von  welcher  sie  abhängen,  muss  drei  positive  und  eben  so 
viele  negative  beziehungsweise  gleiche  Wurzelwerthe  haben.  Setzt 
man  demnach  z^  =  y^  so  sind  die  Wurzeln  der  äquivalenten  ku- 
bischen Resolvente 

2/1  ""^  (^1  ~r  ^2       ^3       '^v  ? 
2/2  ^^^  v'^i        ^2    r  ^3        *^4>)  7 
2/3  ^^  (^1        ^2        ^3  ~r  ^4)  • 
Nun  ist 

[x^  +  x^  —  x.^  —  x^y  =  —  Ap  +  4(^1^,  +  x^x^), 

(x^  —  x^+x^  —  x^y  =  —  4jp  +  A(x^x^  +  x.^x^), 

[x^        X2        ^3  T"  ^4)    "^^        '^P    \    '^\^i^4,  ~r  ^2%)  • 

Nehmen   wir    an,    es    seien    die    drei   Untertypen    x^  x^  +  x^  Xj^ . 

x^x^  -f~  ^2^4;  ^1^4  +  ^2^3  ^i^  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung 

so  wird  ?/  =  —  4:p  -}-  4:11  sein.  Die  Coefficienten  Ä,  JB,  C  lassen 
sich  leicht  mit  Hülfe  symmetrischer  Functionen  finden.  Man  findei 
zunächst 

A  =  — jö. 
Ferner  ist  1^     * 

B  =  S,,  ,,,=>!■  {S,.  S,'  -  2S3  .  S,  -  5/  +  2S,)  =  -  4r . 
Man  gelangt  unmittelbar  zu  diesem  Resultat,  wenn  man  erwägt,  das; 

\_Xi      XaXoj  Xi   \XiXn\Xo         1        Xa)        |        XoXa\Xi     ""j        Xojj  X-iJi'aXnXA 

-{- ^2 L^i ^2 v'^s  "T"  ^4)  ~r  ^3^4(^1  ~r  '^2/J       x^x^x^x^ 

~\- X^\X-^X2{X^  -j-  ^4J  -|-  X^X^yX^   -\-  X2)]  ^j^2'^3'^4 

i~     4  L    1  "^2  V    3  ~l         4/   ~l      '^3'^4V'*'i   ~T~  '^2/J  i</-j^  ^»2  «^g  «^^ 

=  (:3?j^  -j-  ^2  "1^3  ~r  ^4)  L'^1^2  V'^s  ~r  '^4/  ~r  ^s'^^X^i  ~r^2/J     4:i^j^iz?2  ^3  '^' 

TC  kK/\  lA^a  tAyo  tl/A    rZ  f    t 

Das  letzte  Glied  der  Gleichung  in  u  ist 

0==         \X-^X2  -f-  ^3  ^4  j  (^^j^  ^3   -f-  X2X^)\X^X^  -j-  ^2*^3/ 

/y    "  /y>     Of*     /y  I       /y     /y>    3  ^vi     /y>  I       /y>     /y>     /y>    3  /y,  I       /y»     /y»    /v>     /y>    " 

1       2     S     4     I         1      2       S     4     I        1     2     3       4     I         1     2     3     4 

+     //•    ^  /yi    'S  /y>    ^        I       /y>    ^  /y>    -^  /yi    2       I       /yi    i  /y,    i  rp    ^       I       "/y>    'S  /y    •"   /y» 
1       2      3       1^      1       2       4       1^      1       3       1       1^      2       3       4 

Der  Werth  der  ersten  Zeile  ist 

^1^2^3^4(^l^  +  ^2^  +  ^3^  +  ^4^)  =   —  2pr, 

und  der  Werth  der  zweiten  gleich 


]■ 
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Folglich  ist  die  Resolvente  in  u 

u^  —  pw^  —  4ru  +  (Apr  —  q^^  =  0 . 
Setzt  man  wieder  u  =  —  y  -\-  j^,  so  resultirt 

y'  +  8in/  +  16(p'  -  4r}y  -  64^2  =  0. 
Sind  also  yi^y^^y-d  die  drei  Wurzelwerthe  dieser  Gleichung,  so  ist 

^1    +   ^2   —  ^3  —  ^4  =   ±1/2/1; 

^1 — ^2  + '^3  —  ^4  =  ±y^, 

a^l    —  0^2    —  0^3   +  ^4  =   +  )/^, 

Xi  -\-  X2  -\-  x^  -\-  x^  =       U  . 
Hieraus  folgt,  sobald  man  die  oberen  Vorzeichen  wählt: 

«2  =  T  (>^  -  l/y^  —  >^) . 

Um  die  richtige  Wahl  der  Vorzeicheu  zu  treffen,  hat  man  zu  er- 
wägen, dass  die  Gleichung 

erfüllt  werden  muss.     Es  ist  nämlich 

x^+x^  —  x^  —  x^==  2{x^  +  x.^  =  y^^, 

^1  —  ^2  +  ^3  —  ^4  =  ^(^l  +  ^3)  =  Vy-I  y 

X,  —  X.2  —  x.^  +  x^  =  2{x,  +  x^y  =  y«^, 

also 

Vyi  •  Vy-j  •  yS= 8  {^\^(^i  +  ^2  +  ^3  +  ^4)  +  [^i^2^3]}  =  —  8g. 
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je  zwei,  welche  in  derselben  Zeile  stehen,  sich  nur  durch  ihr 
Vorzeichen  von  einander  unterscheiden.  Die  Gleichung  vom  sechsten 
Grade,  von  welcher  sie  abhängen,  muss  drei  positive  und  eben  so 
viele  negative  beziehungsweise  gleiche  Wurzelwerthe  haben.  Setzt 
man  demnach  ^^  =  y,  so  sind  die  Wurzeln  der  äquivalenten  ku- 
bischen Resolvente 

Vi  ^^  (^1  +  ^2         ^3         ^4)   ? 

Nun  ist 

(^1  +  ^2  —  ^3  —  ^4)^  =  —  4^)  +  4(^1  a;^  +  ^Tg^rJ, 
(;ri  —  x^+x^  —  x^Y  ==  —  4|)  +  4(rrirr3  +  x.^x^), 
(x^  —  x^  —  x^  +  x^'^  =  —  Ap-\-  4:{x^x^  +  x.^x^) . 

Nehmen  wir  an,  es  seien  die  drei  Untertypen  x^  x^  +  ^3  ^4 , 
x^x^  +  ^2^4;  ^1^4  +  ^2^3  ^i®  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung 

so  wird  y  ==  —  4:p  -{-  4:11  sein.  Die  Coefficienten  A^  B,  C  lassen 
sich  leicht  mit  Hülfe  symmetrischer  Functionen  finden.  Man  findet! 
zunächst 

A  =  — jö. 
Ferner  ist  ^^  ■ 

Man  gelangt  unmittelbar  zu  diesem  Resultat,  wenn  man  erwägt,  dass 

L'^l   ^2*^3]  ^^"^^1  [ß^i^2\'^3     \     *^4/  ~r  ^'d^AXp^l     \     ^2)1  X^XßXgX^ 

~r  ^2\ßl'^2\P^B     l     ^4)     \     ^3^4.\^1     I     ^2yJ  X-j^X^X^X^ 

-\- X^\_X^X2\X^  -\-  X^j  -f-  X^X^yX^   -f-  Ä^2JJ  ^1^2 '^3*^4 

I     ^4  1*^1  "^2  (•^3  "1"  ^^47   ~r  ^3^4(^1   ~r  ^2JJ  :^i^2'^3^4 

==  (^^j  -j-  ^2  "r^s  ~r  ^^4)  L'^1^2  v'^3  ~r  ^4)  ~r  ^3^4(.^i  "t"'^2/J     ^00^^X2  x^  x^ 

'S:  Ä-ji^  1^2  Xo  X^  "~~  'i  /   . 

Das  letzte  Glied  der  Gleichung  in  u  ist 

C==         (^1^2  "r  Ä?3^4)(^i^3   -{-  ^2 '^4)  V.*^!  «^4  ~r  ^2*^3) 

/VI   Ö  /yi   /y.   /y,      I     /y>   /VI   3  /yi   /y.      I     /V»   /V»   /VI   3  /y.      I     /y»   /V«   /V"   /V»   «^ 

tX/j    tX/2  «^3  «*/4  ^^  iX'j^  «^2    '^'3  "^4  T^  "^l  "^2     3       4  ^^      1     2     3     4 

+       /y.      ^   /y.      2  /y.      iJ  I  /Vi      2  /y.      2  /vi      2  |  /y«      2  /yi      2  /y.      2  |  '/y.      2    /y>      2    /yi      2 

O/j    »^2   -^3       i     '^1   -^2   '^'4       1^  "^l    "^3   ^4       r  '^2    '^3    -^4 

Der  Werth  der  ersten  Zeile  ist 

x^x^x^x^ix^^  +  rr/  -f  ^Tg^  +  ^/)  =  —  2prj 
und  der  Werth  der  zweiten  gleich 


!• 
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Folglich  ist  die  Resolvente  in  n 

w'  —  pu-  —  4yu  +  (4pr  —  q-^  =  Q . 
Setzt  man  wieder  u  =  —  y  +  j^,  so  resultirt 

y'  +  Si^r  +  16(/  -  ^y)y  -  ^H'  =  o. 

Sind  also  yi^y^^Vz  die  drei  Wurzelvrerthe  dieser  Gleichung,  so  ist 

^1  +  ^2  —  %  —  ^4  =  ±  "/2/1; 
^1  —  ^2  +  ^3  —  ^4  =  iT^, 
X,  —  x.^  —  x^  +  x^^  ±_yyi'^, 
^1+^2  +  ^3  +  ^4=       0. 
Hieraus  folgt,  sobald  man  die  oberen  Vorzeichen  wählt: 

^.  =  {{Vyi  +  Vy^2+yy,). 
^2  =  ^{Vy'i-Vy^i-Vy,), 
^,  =  ^{-Vy.  +  V]h,-Vy,), 
^.^^i-Vyl-VV^  +  V^)' 

Um  die  richtige  Wahl  der  Vorzeichen  zu  treffen,  hat  man  zu  er- 
wägen, dass  die  Gleichung 

Vyi-Vy,'V¥,  =  -H 

erfüllt  werden  muss.     Es  ist  nämlich 

^1  +  ^2  —  ^3  —  ^4  =  '^(P^i  +  ^2)  =  Wu 
oc,  —  x.,  +  Xs-x^  =  2(xi  +  x^)  =  Yy^, 
x,-'X,2  —  x.^  +  x^  =  2{x,  +  rrj  =  y^/g", 
also 

Vyi  -Vy-z  'Vik  =  ^  \x,\x,  +  x.,  +  x.^  +  x^)  +  [x^x^x^] }=~sq. 
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§  304.    Methode  von  Lagrange*). 
Die  vorgelegte  Gleichung  sei 

x^ -}- ax^ -\- hx'^ -\- ex -\- d  =  0 . 
Man  hat  hier  n  =  4  =  2  .  2  und  die  Hülfsgieichung  - 

«^—1=0. 
Die  zu  substituirende  Function  ist 

y  =  x^  -{-  ax.2  +  ^3  +  ^^4  =  ^1  +  «^2  > 

wo 

Aj  =  X^   "r  «^3  ;       -^2  ^^^  ^^2  ~l     ^^4 

gesetzt  ist.    Hieraus  findet  man  weiter  die  Function 

•^  =  2/^  ==  ^0  +  "^1  ? 
worin 

ZU  setzen  ist.    Es  ist  demnach 

%  =  2K   +  ^3)(^2   +  ^4)/ 

und  weil  dieser  Ausdruck  ein  üntertypus  ist,  welcher  drei  Varia- 
tionen zulässt,  nämlich 

2(^1   +^2)(^3  +  ^4); 
2,  [X-^^    -j-   X^)  {X2    +  ^3)  ; 

so  ist  w^  ein  Wurzelwerth  der  kubischen  Gleichung 

und    die    Coefficienten   Aj   B,   C    symmetrische    Functionen  "  von 

^17   ^2 ;   ^3  ;   ^4  • 

Um  diese  Bestimmung  vorzunehmen,  erwäge  man,  dass 

0  =  [x^  -j-  Xq){X2  -\-  ^4)  +  (^1^3  +  ^2*^4) 

=  [X^  -\-  X2){X^  -\-  X^)  -j-  [X^X^  H~  ^^3^4) 

=  [x-^  -j-  Xjjyx.^  -j-  ^3)  +  {X^x^^  -\~  x^x^) . 
Hieraus  folgt,  dass,  wenn  man  annimmt 

u,==2h-2i, 
die   Gleichung  in   u   sich  in  eine  Gleichung  von   J  transformiren 


*)  Lagrange,  Sur  la  resolution  des  equations  algebriques  dans  sou 
Traite  etc.  Note  XIII.  §  33. 

Reflexions  etc.  Nouv.  mem.  de  l'acad.  des  sciences  annee  1770  et 

1771.  Berlin  1772  et  1773  IL 
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lässt/ deren  Wurzeln  die  Üntertypen  {x^x.^  -\-  X2X^)y  u.  s.  w.  sind. 
Diese  Gleichung  ist  aber,  wie  man  oline  Schwierigkeit  findet^  XIIL : 

f  -  i^'+{ac  -  4fOe  -  {ci^d  -  Ud  +  c')  =  0. 
Setzen  wir  für  a  den  Werth  —  1  ein,  so  wird 

^1  =  ^^0  —  ^'i  =  ^'  —  2u^  =  a-  —  4&  +  4Ji . 
Ferner  ist 

X^+X.^=  —  a,    X^  —  X.,  =  yz^y 
folglich 

X.  =  {(-«  +  V^.) ,    X,  =  -[  (-  a  -  y};) . 

Da  nun  X^  =  x^^  -{-  x^  ist,  so  kann  man  x^  und  ^3  als  die  beiden 
Wurzeln  einer  quadratischen  Gleichung  z*  B. 

x^  —  X^x  +  A  =  0 
betrachten.     Um   das  Absolutglied  X,  zu  bestimmen,  braucht  man 
nur  die   vorgelegte  Gleichung   durch   diese   quadratische  Gleichung 
zu  dividiren.    Setzt  man  den  ersten  Theil  des  Restes  gleich  Null, 
so  erhält  man 

.      .  2X,+a 

Da  man  X^  mittels  eines  Werthes  von  0  findet,  so  erhält  man  a\ 
und  x^  ■  durch  Auflösung :  der  quadratischen  ;  Gleichung.  Um  die 
beiden  andern  Wurzelwerthe  ^r^  und  ^r^  zu  erhalten,  braucht  man 
in  den  vorhergehenden  Ausdrücken  nur  das  Vorzeichen  von  ]/<^j 
zu  ändern.  Man  kann  diese  Auflösungen  noch  auf  einfachere  For- 
meln zurückführen,  .wenn  man  wieder  substituirt 

Dies  gibt  die  Resolvente  XVII. : 

^3  _  ^3^2  _  86)^2  +  (3^4  _  iQ^2^  _|_  162,2  _|_  i^flf  _  64d)2. 
—  (a3_4^j_|_  8^)2  _Q^ 

Nimmt  man  nun  in  der  substituirten  Function 

y  =  '^1  +  ccx\^-{-  a-x.^  .+  a^x^  . 
aus  «^  —  1=0  den  Werth  a  =  —  1  an,  so.  hat  man 

y  =  ^"1  ~r  ^'2       ^'3  ~~  ^i ) 
oder 

z  =  \f  =  {x^  +  x.^  —  x.^  —  x^^. 

Matthiessen,  Grundzüge  d.  ant.  u.  mod.  Algebra.  52 
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also  gj^,  ^2^?  &^  <^i6  drei  Wurzeln  der  Resolvente,  oder,  was  das- 
selbe ist,  0j^  ==  Jj^,  ^2  =  ^2^;  %  =  &^7  so  findet  man  leicht 

4^4-ai  +  &  +  y  +  ^  =  o, 

wo  die  drei  eingeklammerten  Grössen  ein  doppeltes  Vorzeichen 
haben.  Die  letztere  Gleichung  entspricht  demnach  a*cht  Partial- 
gleichungen;  mit  andern  Worten:  die  Wurzel  rr^  hat  möglicher- 
weise acht  Werthe,  von  denen  aber  vier  wahre  Wurzeln,  die  vier 
andern  ihre  negativen  Werthe  sind.    Die  Originalgleichung  hierzu  ist 

x^  —  ax^  +  })x^  —  ex  -\-  d  =  ^  ^ 

welche  offenbar  dieselbe  Resolvente  hat,  wie  die  vorgelegte.  ^  Nimmt 
man  nun  an 

J2  ==a  +  2(^^2  +  ^4).  ■ 

^3  =  ^  +  2(^3  +  ^4);  ..-...:. 

so  folgt  daraus  weiter  • 

4^i  +  (-?.  +  ?..  +  &)  +  «  =  Q, 

4*2+    ai-S2  +  y  +  o  =  o,  ■, 
40^3+    ai  +  ?2-?3)  +  «  =  o, 

,       4x.  +  (-5, -J,-y  +  a  =  0. 

Wechselt  man  die  Vorzeichen  von  J,  so  erhält  man  die  vier  frem- 
den Auflösungen.  Es  handelt  sich  nun  darum  zu  wissen,  welches 
der  beiden  Systeme  von  J  der  gegebenen  Gleichung  angehört.  Um 
dies  zu  erkennen,  muss  man  die  vier  Wurzeln ^1,  0^2;%/ ^4  zu 
dreien  combiniren.    Es  ist 

\%x^x^  =  [-  g/  -  U  +  S/  +  2?,y  +  2a?,  +  «S 
4(«.  +«,)  ==  2(^3  -  a),    A{x,  +  a;,)  =  -  2(?„  +  «), 
nx,x,  =  [-  ?,^  -  t/  +  ti  -  2?,  a  -2ai,  +  a^; 

folglich 

Da  weiter  a{t,^^.  +  Jg''^  +  &^)  ==  ^^^  —  8<2?>' ist,  so  ergibt  sich  aus 
der  letzten  Gleichung  die  Relation 

und 

&&&)  =  — («'-4a&.+ 8c). 

Wir  sind  bereits  auf  andere  Weise  zu  derselben  Bedingungsgleichurig 
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gelangt.  Ist  a  =  0,  so  genügt  es  zu  wissen,  dass  ^^ ,  j^?  ^3  das 
entgegengesetzte  Vorzeichen  von  c  erhält. 

Zahlenbeispiel.     (Compt.  rend.  p.  31.  1858.) 

Aufzulösen:  x""  +  2-ix^  +  ^^x  +  d2  =  0. 

Die  Resolvente  ist  ^^^  +  12^  +  2'dz^  —  36  =  0.  Ihre  Wur- 
zeln -/ =  hjl  =  -  4;  %'  =  -  ^;  also  g,  =  +  1,  g,  =  +  2-/^^; 
t..  =  +  3  y —  1 .  Man  hat  der  oben  gegebenen  Vorschrift  gemäss 
die  Vorzeichen  von  ^  so  zu  wählen,  dass  ^i52  53  negativ  werde; 
also  ^^  =  ~  1,  ^2  =  21/ — 1,  ^3  =  —3}/—  1.  Daraus  ergeben 
sich  die  gesuchten  Wurzeln 

Xj^  und  x_i^  =  ^(—  1  ±  V—  1);     ^2  ^i^d  ^3  =  X  ^^  i  5]/—  1)  . 


§  306.    Die  Methode  der  Wurzelsummen  und  die  Formeln  von 

Ampere"^'). 

Ampere  geht  aus  von  der  unvollständigen  Gleichung 
x^  +  P^^  -\-  qx  -{-  r  =  0  ^ 
und  substituirt  eine  neue  Unbekannte  für  die  Summe  zweier  Wur- 
zeln z.  B. 

^1+^2=2/- 
Die  Wurzeln  der  Resolvente  sind  also  die  Summen  je  zweier  Wurzeln 
der    biquadratischen    Gleichung    und     die    Resolvente    muss    eine 
Gleichung  vom  sechsten  Grade  sein.    Dieselbe  wird  von  Grün  er  t 
auf  folgende  Art  hergeleitet. 

Die  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung  sind 
I.  {x,  +x,^  +  {x.,  -\-x;)  =  0, 

IL     x,x.,  +  (x^  +  x^)  fe  +  x;)  +  x.^x^=p, 
III.  Xi^x.2(x^  +  ^4)  +  x^x^{xi  -\-  Xo)  =  —  g, 

X   Y    •  Xt  lt'2     .     tVq  Xä     ^——     I     • 

Setzt  man  ^^  -[-  ^2  =  —  fe  +  ^4)  =  2/j  so  folgt  aus  IL  und  IIL: 
V.  x^x.^  +  x.^x^=p  +  if, 

VI.  x^x,2  —  x^oc^  =  q-.y . 

Wegen  der  identischen  Gleichung 


*)  Ampere,  Sur  la  resolution  des  equations  du  quatrieme  degre,  Corr. 
math.  et  phys.  par  Quetelet  IX.  147;  Grün.  Arch.  I.   16.   1841. 

L.  MatthiessBD,  Schlüssel  zu  Heis"  Aufgabensammlung.  II.  §  98.  Köln 
1878. 
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also  ^1^^  ^2^;  &^  ^^^  ^i'^i  Wurzeln  der  Resolvente,  oder,  was  das- 
selbe ist,  ^^  ==  Jj^,  ^2  =  ^2^;  %  =^  &^7  so  findet  man  leicht 

wo  die  drei  eingeklammerten  Grössen  ein  doppeltes  Vorzeichen 
haben.  Die  letztere  Gleichung  entspricht  demnach  a'cht  Partial- 
gleichungen;  mit  andern  Worten:  die  Wurzel  x^^  hat  möglicher- 
weise acht  Werthe,  von  denen  aber  vier  wahre  Wurzeln,  die  vier 
andern  ihre  negativen  Werthe  sind.    Die  Originalgleichung  hierzu  ist 

x^  —  ax^  +  hx^  —  ex  -\-  d  =  0  j 

welche  offenbar  dieselbe  Resolvente  hat,  wie  die  vorgelegte.  ^  Nimmt 
man  nun  an 

tt^a  +  2(x,  +  xj, 
&  =  «  +  2fe  +  ^4). 

so  folgt  daraus  weiter 

4^.  +  (-ei  +  fc  +  ö  +  «  =  o, 
4«^^+    &~fe  +  y  +  «  =  o,  . 

Wechselt  man  die  Vorzeichen  von  J,  so  erhält  man  die  vier  frem- 
den Auflösungen.  Es  handelt  sich  nun  darum  zu  wissen,  welches 
der  beiden  Systeme  von  g  der  gegebenen  Gleichung  angehört.  Um 
dies  zu  erkennen,  muss  man  die  vier  Wurzeln  ^r^,  rrg,^^,  rr^  zu 
dreien  combiniren.    Es  ist 

16«,«,  =  [- Ji^  -  fe' +  ?a' +  2U]  +  2«§3  +  «-, 
4fe  +x,)  =  2(&3  -  a),     4(«,  +x,)==-  2(J„  +  «), 
16x,x,  =  [-  5,^  -  V  +  tJ  -  '2t,  fe]  -2at,  +  a'; 

folglich 

16  [x,x,  {x,  +  X,)  +  x,x,{x,  +  X,)]  ==  [2  e,  ^2  Sa  +.«(&^.+  ^l+m  -cf^l' 
Da  weiter  «(^^^  +  fg'^  +  J./)  ==  3a^  —  Sai^'ist,  so  ergibt  sich  aus 
der  letzten  Gleichung  die  Relation 

und 

fe5.?3  =  -(«'-4«?',+  8c). 

Wir  sind  bereits  auf  andere  Weise  zu  derselben  Bedingungsgleichung 
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gelaugt.  Ist  a  =  0,  so  genügt  es  zu  wissen,  dass  ^^,  j^;  ^3  ^as 
entgegengesetzte  Vorzeichen  von  c  erhält. 

Zahlenbeispiel.     (Compt.  rend.  p.  31.  1858.) 

Aufzulösen:  ^c*  +  24^^;-  +  48^  +  52  =  0. 

Die  Resolvente  ist  ^"^  +  12/  +  23z-  —  36  =  0.  Ihre  Wur- 
zeln z^=  1,^2  =  -  4,  0,'  =  -  9;  also  ^i  =  +  1 ,  ^,  =  ±  2/^^ ; 
t.  =  +  3  y —  1 .  Man  hat  der  oben  gegebenen  Vorschrift  gemäss 
die  Vorzeichen  von   ^   so   zu   wählen,   dass   fiSgfs   negativ   werde; 

also  ^1  =  -  1,  fe  =  ^V^~^,  ^3  =  — 31/^^.  Daraus  ergeben 
sich  die  gesuchten  Wurzeln 

x^  und  ^i  =  ^  (—  1  +  V~-  1),     ^2  ^^^^^  ^3  =  X  ^^  i  5]/—  1)  . 


§  306.    Die  Methode  der  Wurzelsummeii  und  die  Formeln  von 

Ampere*). 

Ampere  geht  aus  von  der  unvollständigen  Gleichung 

X^  +  P^^  +  S'^  +  **  =  0  ; 

und  substituirt  eine  neue  Unbekannte  für  die  Summe  zweier  Wur- 
zeln z.  B. 

Die  Wurzeln  der  Eesolvente  sind  also  die  Summen  je  zweier  Wurzeln 
der  biquadratischen  Gleichung  und  die  Resolvente  muss  eine 
Gleichung  vom  sechsten  Grade  sein.  Dieselbe  wird  von  Grün  er  t 
auf  folgende  Art  hergeleitet. 

Die  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung  sind 

I.  (^1   +^2)   +  fe    +^4)=0, 

IL     Xj^x.^  +  fe  +,^^2)  (x^  +  ^4)  +  x-^x^^  =p, 
III.  Xj^x-^i^x^  +  xj  +  x^x^(x^  -^x.2)  =  —  q, 

X  Y  .  Xt  X2  .  Xo  Xj  ^^^——  /  • 

Setzt  man  x^  -{-  X2  ==  —  (x^  +  x^)  =  y ,  so  folgt  aus  IL  und  IIL : 

.  V.  XiX2  +  oo^oc-i  =  p  +  y- , 

VI.  x^x^  —  x.^x^  =  q:y. 

Wegen  der  identischen  Gleichung 

*)  Ampere,  Sur  la  resolution  des  equations  du  quatrieme  degre.  Corr. 
math.  et  phys.  par  Quetelet  IX.  147;  Grün.  Arch.  I.   16.   1841. 

L.  Mattliiessen,  Schlüssel  zu  Heis'  Aufgabensammlung.  II.  §  98.  Köln 
1878. 
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(it'i  X.)  ~p"  OCoX^j  yCp^jC^  ^3^'i)     —  ^öü-^OC^  .  t^y i^'^ 

ist  nun 

und  nach  Entwickelung  der  einzelnen  Glieder  dieser  Gleichung  erhält 
man  die  Resolvente 

VII.     if  +  2py'  +  {p^  -  Ar)  y'  —  cf  ==  0 . 
Addirt  man  V.  und  VI.,  so  wird 

2x,x.^  =  2x,(y  —  X,)  =  y"^  +p  +  q:y, 
oder 

^i'  -  2/^1  =  -  Y (y^+p  +  q-y)' 

Diese  quadratische  Gleichung  liefert  die  Wurzeln  x^  und  x.^ : 

:;)=i|,±|/=7^4T|)|. 

Subtrahirt  man  VI.  von  V. ,  so  erhält  man 

2^3^-4  =  —  2x.,{y  +  X.,)  ==  i/  +p  —  (i:y, 
oder 

^3'  +  2/^3  =  —  Y  (2/'  +  i^  -  (Z :  2/) , 

welche  Gleichung    die    beiden  übrigen  Wurzeln  x.^  und  x^   liefert, 
nämlich 


i^  +  l/-/-2(p-f) 


X^]  2    1^'^  ^  "V  2/ 

Es  genügt  nun,  zur  Bestimmung  der  vier  Wurzelwerthe  irgend  einen 
der  sechs  Wurzelwerthe  der  bikubischen  Resolvente  einzusetzen. 

Die  Resolvente  VII.  hat  wegen  des  negativen  Vorzeichens  ihres 
Absolutgliedes  cf  immer  eine  positive  reelle  Wurzel  y^ .  Die  beiden 
übrigen  sind  entweder  zugleich  reell  oder  complex  und  zwar  im 
ersteren  Falle  beide  positiv  oder  beide  negativ.  Hat  die  Resolvente 
drei  reelle  positive  Wurzeln  ^^,  so  hat  die  gegebene  Gleichung 
lauter  reelle  Wurzeln;  hat  aber  die  Resolvente  eine  positive  und 
zwei  negative  Wurzeln  y-^^  so  sind  die  Wurzeln  der  gegebenen 
Gleichung  sämmtlich  complex,  ausgenommen,  wenn  die  negativen 
Wurzeln  einander  gleich  sind,  wodurch  zwei  Wurzeln  reell,  die 
beiden  übrigen  complex  werden.  Hat  endlich  die  Resolvente  eine 
reelle  positive  und  zwei  complexe  Wurzeln  ^^,'  so  hat  die 
Gleichung  in  x  ein  Paar  reelle  und  ein  Paar  complexe  Wurzeln. 
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Die  vorstellenden  Bestimmungen  können  vermittelst  der  Dis- 
criminante  der  biquadratisclien  Gleichung  ausgedrückt  werden.  Die 
Discriminante  einer  biquadratischen  Gleichung,  in  welcher  das  zweite 
Glied  Null  ist,  lautet: 

i>,  =  -  I  (2#  -  8i)r  +  92T 

+  1  (/  +  12r)  (p'  -  Sir.  +  Gpq'  +  16?) 

=  256r^  +  lUpq'r  -  128/ r^  -  4ph/  -  21  (/  +  16ph\ 

Ist  die  Discriminante  D^  positiv,  also  ♦ 

i  (2i/  -  Spr  +  9qy  <  4  (/+  12r)  (p^-Sp'r +  6pci'  +  16r') , 

so  sind  alle  vier  Wurzeln  entweder  reell  oder  complex. 
Ist  die  Discriminante  D^  negativ,  also 

I  {2p'  -  Spr  +  9qy^  >  |  (/  +  12r)(p*  -  8ph-  +  6pq'+16r') , 

so  ist  ein  Paar  Wurzeln  reell  und  ein  Paar  complex. 
Ist  endlich  Z)^  =  0 ,  also 

|(V  -  Spr  +  92^)^  =  3  (y  +  12r)(/  -  8p'r  +  6p,f+  16r-), 

SO  hat  die  Gleichung  zwei  gleiche  Wurzeln. 

Die  Ampere'sche  Methode  steht  im  nahen  Zusammenhange 
mit  der  Euler'schen.  Setzt  man  in  den  quadratischen  Gleichungen 
von  Ampere,  also  in 

^'  +  i/'^'  +  Y  (y^+p±(i'y)  =  ^, 

Ajj  an  die  Stelle  von  ?/-,  so  gehen  diese  beiden  quadratischen 
Gleichungen  über  in 

x^  +  2Yy.x+~  (4-/  +  J1  +  q  :  2^!))  =  0 

und  die  Ampere'sche  Resolvente  in  die  Euler'sche 

VIII.     f  4;  1  pf  +  A  Q/  _  4,-)  2/  -  l '/  =  0 . 

Da  der  Coefficient  des  zweiten  Gliedes  der  quadratischen  Gleichung, 
negativ  genommen,  gleich  der  Summe  je  zweier  Wurzeln  ist,  so 
hat  man  zur  Bestimmung  von  x  die  folgenden  linearen  Gleichungen 
aufzulösen,  worin  y^j  y.2,  2/3  die  drei  Wurzeln  der  kubischen  Resol- 
vente bezeichnen: 
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1       I      '^'2 


f  2  y^/i ;     ^-6  +  -^^  ==  —  (^1  +  x-i)  =  ±  2  >/v/i , 

^•l  +  ^3  =  +  2  1/2/2  ,        ^2  +  ^4  =  —  (^1  +  ^3)  =  ±  2  Vlk  y 

^'1  +  ^4 =  +  2  y^;  ^2  +  ^"3  =  —  fe + ^.1)  =  ±21/2/,. 

Wählt  man  das  obere  Vorzeichen,  so  erhält  man  die  Euler'schen 
Formeln: 

x^  und  x^  ==  -  y^  +  (y^  +  y^) , 

r^e  und  x^  =  +  y^/i  =F  (Vy2  -  VVs)  • 
Wählt  man  dagegen  überall  das  untere  Vorzeichen,  so  erhält  man 

X,  und  X,,  =  +  y^  +  (y^  +  y^) , 
a?3  und  x^  =  —  y^/i  +  (y^/g  —  y?/;,) . 

Um  nun  darüber  zu  entscheiden,  welche  Vorzeichen  in  jedem  spe- 
ciellen  Falle  zu  wählen  sind,  recurriren  wir  auf  Gleichung  VI.: 

x^x^  —  x.,x^==^q:{—2'yy^)=q:{x,-\-x.;), 
indem    wir    voraussetzen,    es    sei    x^  +  x.^  der  negative  Thcil   der 
Wurzelsumme  0 .    Dann  geht  die  Gleichung  über  in 

^==(^1+^2)  (^1^2 — ^3^4)  =  (—  2  y«/j  (—  4  y?/22/->)  == + 8  y^/,  7/^ . 

Wenn  vorausgesetzt  wird,  dass  x^  +  x.^  =  2']/y^  d.  h.  gleich  deui 
positiven  Theile  der  Summe  aller  Wurzeln  sei,  so  wird 

^i= (^1+^2)  (^1^2— ^3^4)  =  (+  ^y^/i)  (-  4]/^)  ==—8  y  7/72/72/3. 

Ist  also  in  der  vorgelegten  biquadratischen  Gleichung  q  positiv, 
so  sind  die  oberen  Vorzeichen  zu  nehmen;  dagegen  die  unteren, 
wenn  q  negativ  ist. 

In  Betreff  der  Realität  der  Wurzeln  kann  man  sich  folgender 
Kennzeichen  bedienen*).  Die  positive  reelle  Wurzel  der  Resolvente 
sei  2/1 ;  die  beiden  andern  Wurzeln  sind  entweder  beide  positiv  oder 
beide  negativ,  weil  2/12/22/3  positiv  ist. 

Sind  nun  2/2  ^^^  2/3  Positiv  reell,  so  hat  die  biquadratische 
Gleichung  vier  reelle  Wurzeln.  Sind  dagegen  2/^  und  2/3  negativ 
reell,  so  hat  sie  zwei  Paare  von  complexen  Wurzeln.    Es  sei 

2/2  =   —  '«^%       2/3   =   -^% 

SO  hat  '\/y.2  +  Vy^  die  Werthe 

iii  -\-  iv ,     iu  —  iv ,     —  iu  +  iv ,     —  iu  —  iv , 


*)  Man  vergl.  Baltzer,  die  Elemente  der  Mathematik.  III.  §  7, 
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wo  i  für  ]/ —  1  gesetzt  ist.   V^^  ist  im  ersten  und  vierten  Falle 
negativ,  in  den  beiden  übrigen  Fällen  positiv. 

Sind  endlich  ?/o  und  y.,  ein  Paar  complexer  Wurzeln,  so  hat 
die  biquadratische  Gleichung  ein  Paar  reelle  und  ein  Paar 
complexe  Wurzeln.    Es  sei 

2/2  =  2k+  2v  y=ni,    2/3  =  2u  -  2v  I/^Hl  , 
so  hat  man,  wenn  u^ -\- v- =  7'^   und   die  Quadratwurzeln   absolut 
genommen  werden, 

]/f/^,  =  ]/r  -|-  u  -j-  i  Yr  —  21 ,     Yyl  =  Yr  -\-  u  —  i  Yr  —  u  . 
Demnach  erhält  man  die  Systeme 

V^+  VyshVr  +  u  2iYr  —  u^  —  2iYr  —  u  —  2Yr  +  u 


Vl/iVs 


^Zr 


2r  —2r  2r 


§  307.    Die  Methode  der  Wurzelsummen  zur  Auflösung  der 
vollständigen  Gleichung. 

Gegeben  sei  die  Gleichung  x^  +  (u:^  -\-  hx^  -\-  ex  +  (?  =  0, 
und  es  werde  die  Summe  je  zweier  Wurzeln  der  Gleichung  mit  z 
bezeichnet,  so  dass  man  hat 

•^1  ~r  ^^'2  '"^'^17     -^'2  "r  -^3  ""^  ■      ^        -^3  ^^  ~4  ? 

^1   +  "^3  =  -^2  ?        -^2  +  ^4   =   ^    —  -2  =  ^5  7 

X,  +  X,  =  ^3,     x.  +  x^=  —  a~  z,  =  0^ . 

Die  Werthe  z^  bis  r^  sind  nun  offenbar  die  Wurzeln  einer  biku- 
bischen Gleichung,  welche  sich  auf  eine  bikubische  mit  lauter  ge- 
raden Potenzen  von  z  reduciren  muss,  w^enn  entweder  a  =  0  ist 

oder  ^  +  —  a    an    die  Stelle   von  z  gesetzt  wird.    Da   es   nämlich 

ö      ■ 

sechs  verschiedene  Combinationen  der  vier  Wurzeln  zur  zweiten 
Klasse  gibt,  so  muss  die  Gleichung  in  z  d.  i.  die  Resolvente  vom 
sechsten  Grade  sein,  und  da  für  den  Fall 

a  =  0  j      Z^=  -^3  ?      %  ^^^  ■^2  7      "^6  ""^  "1 

wird,  so  müssen  die  ungeraden  Potenzen  von  z  verschwinden.  Um 
die  Coefficienten  der  Resolvente  in  Functionen  von  a,  &,  c,  d  zu 
erhalten,  kann  man  entweder  auf  die  Resolvente 

der  Ampere'schen  Methode  recurriren,  für  i^ ,  q,  r  die  drei  Varianten 
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einführen  und  s  -\-  -^  a  an  die  Stelle  von  y  setzen;  oder  man  kann 
die  Resolvente  herleiten  von  den  vier  Coefficientengleichungen 
I.  (^1  +  ^2)  +  fe  +  ^4)  =  —  f^, 

IL      X^X^  +  {X^  +  ^2)  (^3  +  ^4)  +  %^4  =  ^; 

XiX«  OC'iOC^xpC'-^  '~Y~  ^4.)      \~   \J^i      \~  ^^2/     3     4  ^^^  ^7 

JL  Y  •  «-^1  «^o  •  «-^Q  »^j.  "  ^^  • 

Setzt  man  x^  x.^  =  y^  x^  -\-  x.^  =  z  ^  so  folgen  aus  den  Gleichungen 
IT.  und  III.  die  beiden  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten 

V.  y-^^-,(a  +  ^)==         h 

VI.  —y{z  +  a)  +  -^  ^==  ~  c. 

Die  Auflösung  dieser  Gleichungen  nach  0  geschieht  nun  am  ein- 
fachsten dadurch,  dass  man  die  erste  Gleichung  mit  2  multiplicirt 
und  die  zweite  subtrahirt,  woraus  sich  ein  Ausdruck  für  y  ergibt, 
nämlich 

y  ==  x^x^  ==  {^^  +  a^^  -{-hz  -\-  c)  :  {2b  +  a) . 
Substituirt  man  diesen  Werth  in   die   erste  Gleichung    und  ordnet 
nach  Potenzen  von  s,   so  resultirt  die  gesuchte  bikubische  Resol- 
vente XXIV.:  I 
^6  _[_  3^^5  _|_  (^3^2  _j_  2h)z^  +  {a^  +  4.ah)z^  +  {ac  +  2aH  +  -b^~Ad)z'' 

+  {aH  +  ah^  -  4:ad)0  —  (a^d  -  ahc  +  c^)  =  0. 
Ist  a  =  0 ,  so  verschwinden  die  ungeraden  Potenzen  von  s . 

Setzt  man  ^  =  5  —  v  ^ ;  ^^  erhält  man  die  Resolvente  XVII. 
von  Lagrange. 

Es  ist  nun  leicht  die  Gleichung  vom  sechsten  Grade  noch  auf 
eine  andere  einfachere  kubische  Gleichung  zurückzuführen,  indem 
man  nämlich  ausgeht  von  der  identischen  Gleichung 

(x, + x.,y — (x, + ^2 + ^3 + ^^»4)  (^1 + -^2) + (^1 + -^2)  fe + ^4) = 0 , 

oder  kürzer 

Die  Fuaiction  ri  kann  nun  drei  verschiedene  Werthe  annehmen, 
nämlich 

%  =  (^i +^2)^  +  ^4); 

^2  =  (^l   +^3)  (^2  +  ^4); 
^3  =  (^1   +  ^4)  (^2   +  ^3)  • 

Die  Gleichung,  von  welcher  r]  abhängig  ist,  kann  auf  verschiedenen 
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Wegen   gefunden   werden,  z.  B.  durch  Elimination  von  3  aus  der 
bikubisclien  Gleichung  [^*^]  =  0  und  der  quadratischen 

Man  dividire  zu  diesem  Zwecke  diesen  quadratischen  Factor 
in  die  bikubische  Gleichung  und  setze  den  Rest  gleich  Null.  Der 
Quotient  sei  2^  +  Äs^  -{-  Bz^  +  C0  +  D.  Führt  man  die  Multi- 
plication  dieser  beiden  Polynome  aus  und  setzt  Glied  für  Glied 
einander  gleich,  so  ergeben  sich  die  Coefficienten  J. ,  B,  C,  D  aus 
folgenden  sechs  Bestimmungsgleichungen: 
I.  Ä  +  a  =  3a, 
IL     B  +  aÄ  +  tj     ==3a-  +  2h, 

III.  C+aB  +  ÄTi  =a'  +  4ah, 

IV.  D  +  aC+Br}  =  2a^  +  ac  +  h'  -  4d, 
V.  aD  +  Cfi  =  a'c  +  ah'  —  4ad, 

VI.  Br]  =  -  {a-d  —  ahc  +  r) ; 

A  =  2a,     B  =  a'  +  2h  —  ri,     C==2ah  —  ari, 
D==ac  +  h'  —  4f?  —  2hr}  +  ^K 
Die  sechste  Gleichung  liefert  in  Verbindung  mit  B  die  kubische 
Resolvente  XX.  in  der  Form  XVI.: 

Setzt  man  dagegen 

z'  +  az  +  h  +  ri  =  0, 
so  erhält  man  die  Resolvente  XllL: 

worin  y]  die  Function   x^x.^  +  x.^x^^j   also   einen  neuen   Untertypus 
bezeichnet. 

Man  findet  nun  mittels  der  Wurzelwerthe  von  z  die  gesuchten 
Wurzeln,  wie  folgt: 

x^  und  ^2  =  Y  (dz  ^  +  -^j  ±  -^2  ±  -^3)  7 

^3  und  ^4  =  V  (~  ^  —  ^1  ±  ^2  +  %)  • 


§  308.    Eine  andere  Darstellungsweise  der  Gleichung  der 
Wurzelsummen. 


Gegeben  sei  die  vollständige .  Gleichung 

x^  +  ^^  -\-hx'^-\-cx-\-d  =  0 
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und  man  suche  die  Gleichung  in  z  =  x^  -]-  x^.'  Da  ^'^  und  X2 
Wurzeln  der  Gleichung  sind  ^  so  ist 

x^'^  +  ax^^.  -{-  hx^^  -{-  cx^  -\-  d  =  0  j 
■'  x.^^ -{- ax^^ -\- hx^ -\-cx.^ -\- d  =  0 . 
Subtrahirt  man  die  zweite  Gleichung  von  der  ersten,  so  erhält  man 

{x^-x,)x 

{ (^/  +  x^^x.^  +  x^  x.^  +  ^"Z)  +  a  {x^  +  x{x.^  +  x.^)-\-  l{x^-\-x^-\-c }  ==  0 

oder,  da  x^  —  x.^  im  Allgemeinen  von  Null  verschieden  ist, 

(1)  z^ -^  az^  ^l2-\-c- x^x.,{^B-^a)=^. 

Addirt  man  dagegen  die  Gleichungen  und  erwägt,  dass 
X^  -\-  X^  =  Z^  —  2X]^X2(20'^  —  ^1^2) ; 

a{x^^ -}- X2^)  ==  a0{z^  —  3x^X2)  j 

h(x,'  +  X2')  =  h(0'-   2X^X2), 

c(x^  +  ^2)  =  ^^ 
2d  =  2d, 

so  ergibt  sich  durch  Addition  dieses  Systems  von  Gleichungen 

(2)  O=0^  +  az''  +  h0^  +  cz  +  2d—x,X2(4:Z^+Sa0  +  2b)  +  2x,^x.;". 
Addirt  man  hierzu  das  ^  fache  der  Gleichung  (1)  dividirt  durch  2, 
so  erhält  man 

(3)     0=/+  a0^  +  hs^  +  c0  +  d—x,X2(S-z'  +  2az  +  h)  +  x,'x2'.. 

Substituirt  man  hierin  den  Werth  iCjiPg  ^^^  0-)  p  ^^  resultirt  die 
Gleichung  der  Wurzelsummen  in  der  Form 

(2z+a)XB'+ai^+hz'+cz+d)~~{2z+aX3z'+2az+h^ 
J^lz'  +  az'  +  hz  +  cf  =-0: 

§  309.    Methode  der  Wurzelsummen  nach  Lacroix  und 
Blomstrand*). 

Das  vorgelegte  Polynom  x^  -{-  ax^  -{-  hx^  -\-  ex  -{-  d  lässt  sich 
in  zwei  quadratische  Factoren  zerlegen,  von  denen  je  einer  die  Hälfte 
der  vier  Wurzeln  liefert,  nämlich  • 

x^  — '(^1  +  ^2)^  +  ^1^2  =  ^^  +  /"^  +  ^  =  0, 
x^  —  (x^  +  x^)x  +  ^3^4  =  x^  -\-  hx  -\-  Je  =  0  . 

Multiplicirt  man  die  beiden  quadratischen  Trinome  miteinander,  so 

erhält  man  das  Biquadrat 


*)  Lacroix,  Compl.  d'algebre.   §  49. 

Blom Strand,  De  naethodis  praecipuis  etc.  p.  20. 


§  309,     Methode  von  Lacroix  und  Blömstrand.  829 

x^  —  (x^  +  x.^  +  i  3  +  x^)  x^  +  (^1  x.^  +  [x^  +  x^]  {x^  +  X^^  +  x^  x^  x^ 

\X\  X.}  \X>^  ~]~  '^'4  J    i~    3    4 1*^1    1"     '  j  )  X  ~\    «^1  ^2    3    4 

Hieraus  findet  man  durch  Vergleichung  mit  den  entsprechenden 
Coefficienten  des  gegebenen  Biquadrate  eine  Gleichung  vom  sechsten 
Grade  für 

indem  die  vier  Wurzeln  x^,X2,x^,X4^  sechs  solche  Variationen 
geben.  Um  die  Gleichung  in  f  zu  erhalten,  löse  man  die  vier 
Gleichungen  mit  vier  Unbekannten 

I.  f+h  =  a, 

li:g  +  fh  +  k  =  h, 

III.  fk-{-gh  =  c, 

IV.  gk  =  d 

nach  f  auf.    Aus  IL  und  111.  findet  man  die  Relationen 
_  bf—ph—  c       i_        bh  —  fh^  —  c 

Dder  mit  Hülfe  der  Gleichung  L: 

_p^af2:^bf~c 

'if  —  a 

Bemerkenswerth  ist  hier  die  Form  der  Dividenden.  Ist  nämlich 
lie  Function 

o  ist  die  Gleichung 

f  -  2a f  +  ia^  H-  i)f-  (ah  —  c)  =  0 
lie  Gleichung  der  Wurzelsummen  der  vorhergehenden. 

Setzt  man  beide  Werthe  g  und  h  in  IV.  ein,   so   erhält  man 
■f  -  af  +  lf-e)if-2ar-  +  W  +  lV-[ah-c\)  =  d{2f-ay, 

md  wenn  /'  =  — [x^  -\-  x^)  '=  —  y  gesetzt '.  wird,  die  Resplvente 
^XIV. 

Diese  Resolvente  lässt  sich,  wie, schon  früher  gezeigt  worden 
st,  in  eine  andere  verwandeln,  in  welcher  die  geradstelligen  Glieder 

^ehlen,  wenn  man  /*=  —  a  -{-  z  setzt.    Der  Grund  davon  ist  leicht 

einzusehen,  wenn  /,und  "^ials  Functionen  von  a;i ,  x.,,  x.^y  x^  aus- 
gedrückt werden.    Es  ist 'nämlich,    . 
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Die  letzte  Gleichung  kann  man  durch  v  dividiren,  da  v  im  Allge- 
meinen von  Null  verschieden  ist.  Setzt  man  den  Werth  von  v^  aus 
dieser  in  die  erste  ein^  so  erhält  man  eine  Gleichung  in  u  vom 
sechsten  Grade ,  welche  die  Gleichung  der  halben  Wurzelsummen 
oder  der  arithmetischen  Mittel  ist. 

Bette  hat  seine  Methode  nur  auf  die  unvollständige  biqua- 
dratische Gleichung  angewendet.  ;Die  vorstehende  Methode  ist  also 
eine  Verallgemeinerung  derselben. 

§  311.    Verallgemeinerung  der  Formeln  von  Ampere. 

Die  Resolvente  XXIV.  genügt  mit  einem  einzigen  Wurzel- 
werthe  y  sämmtlichen  Werthen  von  ^.    Setzt  man  wie  oben 

y  =  x^-{-  x.^  =  2iij    ' s'==\x^  —.  x^  ==  2v j :  ■ 
so  hat  man 

{4.U  +  a)v^  +  (4«^^  +  ?>au^  +  2lu  -f  c)  =  0, 
also 

und  wenn  man  beiderseits  nach  einander —(;2;i +^2)='^  addirt  und 

subtrahirt,  so  erhält  man  die  Wurzelwerthe 

T                     ,    1  /—  (4^3  -\-.3au'^  -f  2bu  4-  c) 
X.  und  x^  =  u  -f-  1/  — ^ -~~ — r~^ -^— ^  • 

Da  ferner  —  (x^  +  /^J  =  ~"  "ö  ^  ~  u  ist,  so  erhält, man  den  ent- 
sprechenden Werth  von  v ,  wenn  man  in  '  i—  a  -\-  u  j  in  der '  v- 
Gleichung  an  die  Stelle  von  w  setzt;  dies  gibt  ■, 


2  ^  ^  ^-^  1/  4:U  -\-  a 


2 
folglich 


(^3  +  ^4)  =  —  «  a  —  w., 


Ä?3  und  '^4 


(41*3  -fBaw^  -\-'2bu  -f  c)  -{-^(a^  — ^aö-f  8c) 


Au  -\-  a 
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Ist  a  =  0 ,  so  reduciren  sich  die  allgemeinen  Wurzelformen  auf  die 
Ampere'schen : 

x^  .und  X.,  =       u±  y  -  '^^'^  —  \^  —  \'~ 
x.^  und  x^  =  —  u  ±y—ti^  ~  ¥^  +  I  *  ^ 

§  312.  Die  Methode  des  arithmetischen  Mittels  —  Methode  von  Job"^). 
Gegeben  sei  die  vollständige  Gleichung 

X*  +  ax^  +  hx-  +  ex  +  J  =  0 . 
Bezeichnen  wir  das    arithmetische  Mittel   zweier  Wurzeln    mit  ^, 
also 

I  (^1  +  ^3)  =  -^^,      f  te  +  ^4)  =  hy 

i  (^1  +  a- 4)  =  h ,       2  (-^'^^  +  ^^)  ^  ^6  » 

SO  muss  die  Gleichung  in  b   eine   bikubische  sein,   also   allgemein 

^6  +  ^/  -f  Bz"^  +  C^~^  +  D^-  4-  1:^"  +  F  =  0 . 

Um  die  Coefficienten  A,  B ,  C ,  . . .  zu  bestimmen,  bedenke  man, 
dass  sie  symmetrische  Functionen  der  Wurzeln  x^ ,  it% ,  x.. ,  ir^^  also 
Functionen  der  Coefficienten  a,  &,  c,  (^  sind. 
Man  findet  nun 

A  =  —  [^J  =  —  I  [.fj  =  f  ö^ , 

jB  =  [^,.,]  =i  {H f^^'i'J - ^-r^  t^^'i^^]}  =  1  (^«'  +  2^)^ 

D=      [^,^,^30j  =  ^  (2a^6  +  ac  +  ?.^  -  4(i)  , 


*)  Job,  Beitrag  zur  Auflösung  der  Gleichungen.    Dresden  1864. 

Matthiessen,  Grundzüge  d.  ant,  u.  mod.  Algebra.  53 
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Die  letzte  Gleichung  kann  man  durch  v  dividiren,  da  v  im  Allge- 
meinen von  Null  verschieden  ist.  Setzt  man  den  Werth  von  v^  aus 
dieser  in  die  erste  ein,  so  erhält  man  eine  Gleichung  in  u  vom 
sechsten  Grade,  welche  die  Gleichung  der  halben  Wurzelsummen 
oder  der  arithmetischen  Mittel  ist. 

Bette  hat  seine  Methode  nur  auf  die  unvollständige  biqua- 
dratische Gleichung  angev^endet.  :Die  vorstehende  Methode  ist  also 
eine  Verallgemeinerung  derselben. 

§  311.    Verallgemeinerung  der  Formeln  von  Ampere. 

Die  Resolvente  XXIV.  genügt  mit  einem  einzigen  Wurzel- 
v^erthe  y  sämmtlichen  Werthen  von  a;.    Setzt  man  wie  oben 

y  =  x^ -\- x.2  =  2u,    ' 0  ='X-i_  ^  X2  ==  2v ,    ■ 
so  hat  man 

{Au  +  a)v^  +  '(4i*^  +  ^au^  +  2hu  +  c)  =  0, 
also 

V  =  --^  fx.   —  X.)  =    1/ ^ -~ r— ' -—^ , 

und  wenn  man  beiderseits  nach  einander —(^Tj +^2)='^  addirt  und 
subtrahirt,  so  erhält  man  die  Wurzelwerthe 


X,  und  ^,  =  «  +  l/-(-^"'+fl+^^"+-^). 

Da  ferner  —  (^0  -\-  x^,=  — :  —  a  —  ^i  ist,  so  erhält,  man  den  ent- 
sprechenden  Werth  von  v ,  wenn  man  in  i—  a  -\-  u  V  in  der  v  - 
Gleichung  an  die  Stelle  von  «^  setzt;  dies  gibt  :, 


2  \  ö       --4./  I  /  4^  _|_  ^ 


2 

folglich 


(^3  +  ^4)  ==  —  ^^a  — w, 


x^  und '  x^^ 


{4:11''  -\- Sau'  +'26w  +'c)  +  :^' {a''  —  '4:ab-^8c) 
4:U  -{-  a 


§  312.     Methode  von  Job.  833 

Ist  a  =  0j  so  reduciren  sich  die  allgemeinen  Wurzelformen  auf  die 
Ampere'schen : 


X,  .und  X,  =       u  +  ]/-  ^^2  _  1  5  _  1     c 

■ —    r  2  4      m 

^3  und  ;i^4  =  —  u  +  ]/— w^  _  i^,  _(_  1 . 1 
—  r  2       '    4     it 

§  312.  Die  Methode  des  aritlmietisclieii  Mittels  —  Methode  von  Job*). 
Gegeben  sei  die  vollständige  Gleichung 

Bezeichnen  wir  das    arithmetische  Mittel   zweier  Wurzeln    mit  ^, 
also 

2  (^1  +  ^3)  =  ^2y       I  (^2  +  ^4)  =  ^5, 

-  (X,  +  Ä'J  =  5-3  ,      I  (a;,  -f  X^  =  ^6  , 

so  muss  die  Gleichung  in  s  eine    bikubische   sein^  also   allgemein 

z'  +  Äz'^  +  Bz"^  +  6V  +  D.-  +  Fz  -{-F=0. 

Um  die  Coefficienten  Ä,  B ,  C j  . .  .  zu   bestimmen,  bedenke  man, 
dass  sie  symmetrische  Functionen  der  Wurzeln  x^^,  x.,,  x..^  x^  also 
Functionen  der  Coefficienten  a,  h,  c,  d  sind. 
Man  findet  nun 

A  =  —  [.^J  =  —  I  [^-J  =\a, 

^  -  [^1^2]  =i  jH  f^'^'J  -  ^- ifl  [^^^^Ij  =  1  (^«'  +  2«>); 

0=-[.,^,^3]  =  i(a^  +  4a6), 

D  =      iA%^3^J  =  Tg  ^^^'^  +  ac  +  W  -  Ad) , 


*)  Job,  Beitrag  zur  Auflösung  der  Gleichungen.     Dresden  1864. 

Matthiessen,  Grundztige  d.  ant.  u.  mod.  Algebra.  53 
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F  =        [0,02^AV6i  =  —  64  (P'^  ~  ^^^  +  ^')  • 

Die  Resolvente  ist  demgemäss 

^'  +  I  «^'  +  4-  (3^'  +  2h) 0^  +  1  (a^  +  4a6)^^ 

+  ^  (2a^6  +  ac  +  &2  -  4(^)^2  ^  ^  ^^2^  _j_  ^^2 ._  4^'^)^ 

—  64  («'^  -  ci^c  +  6'^)  =  0  . 
Da  nun 

^1   +  ^6  =  ^2  +  %  =  %  +  ^4  =   —    2    ^ 

ist,  so  kann  man  annehmen,  dass  je  ein  Paar  der  Wurzeln  der 
bikubischen  Resolvente   der  Wurzeln   die   quadratischen  Gleichung 

bilde,  wodurch  die  Gleichung  vom  sechsten  Grade  in  drei  quadra- 
tische Factoren  zerlegt  werden  kann,  welche  wegen  der  drei  mög- 
lichen Werthe  von  y,  nämlich  z^Sq,  z^z^^  %^4  von  einer  kubischen 
Gleichung  in  y  abhängig  ist.  Die  drei  quadratischen  Factoren  sind 
demnach 

^'  +  f  ö^^  +  2/1  =  0  , 
^'  +  I  «^  +  2/2  =  0  , 

^'  +  {«^^  +  ^3  =  0, 

und  1/1 ,  ^c^ ,  y^  die  Wurzeln  einer  Gleichung  von  der  Form 

Multiplicirt  man  die  drei  quadratischen  Gleichungen  mit  einander, 
so  resultirt 

^^  + 1  <^^'  +  (!«'  +  ?/i  +  y->  +  2/3)  ^'  +  ^  (I  ^'  +  2/1  +  2/2  +  2/3)  ^' 

+  r{«'(2/i+2/2+^3)+2/i2/2+M3+Mi]^'+ ^«(2/12/2+2/22/3  +  2/32/1)^ 
+  2/12/22/3  =  0. 
Setzt  man  in  den  beiden  bikubischen  Gleichungen  die  homologen 


§  312.     Methode  von  Job.  835 

Goefficienten  einander  gleich,  so  erhält  man  folgende  ßestimmungs- 
gleichungen  für  y^,  2/2?  Vz  ^^er  A,  Bj  C: 

—  A  =  y,+  y,  +  2/3  =  -  6  , 


16 


-C  =  y,y,y,  =  —  ttt  (ahl  —  ahc  +  c^) . 


Die  kubische  Resolvente  ist  demnach 

y'  -  1  ^^''  +  r6(ac  +  b'-M)y  +  -'^ (a'd -ahc  +  <^)  =  0 . 
Da  mm  aus  der  quadratischen  Gleichung  folgt 

und  in  speciellerer  Form 

0,  und  ^g  =  —  i  (a  4=  Ya^  —  16  y,) , 
Z.2  und  ^-  =  —  i  (a  ip  "j/a^  _  ^^y^  ^ 


4 

1     /        -r- 


5-3  und  ^^  =  —  -  ia  +  j/a^  _  ^ß^/g) , 

so  resultirt    aus   den   sechs   Substitutionsgleichungen    das  Wurzel- 
system 

^l  =  \(^  +  h  +^2  +  ^3. 

^3  =  I  «  +  ^2  +  ^4  +  ^G  , 
^4  =  1^  +  ^3   +  -^5  +  ^6- 

Die  Wurzelausdrücke  sind  demnach 

X,  und  :r,  =  -  I  [a  +  yd'  -  \6y,  ±  {Va-  -  I6y,  +  Yä'  -  IQy,)] , 

X,  und  x^  =  -  [  [a  -  Yd'  -  16y,  ±  (Y^'  -  löt/^  —  V'«''^T62/3)]  • 


63* 
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§  313.    Die  Methode  der  Wurzelpro ducte  oder  der  geometrisclieii 

Mittel*). 

Diese  Methode  gründet  sich  auf  die  Substitution  des  Unter- 
typus (28)  x^x^  und  führt  auf  eine  Resolvente,  welche  eine  reciproke 
Gleichung  vom  sechsten  Grade  ist,  also  auf  eine  kubische  reducirt 
werden  kann.    Gegeben  sei  dabei  die  Gleichung 

x^  -\-  ax^  +  ^^^  -{-  ex  -{-  d  =-■  0 . 
Bezeichnet  man  das  geometrische  Mittel  zweier  Wurzeln  der  Gleichung 
mit  II  oder  das  Product  derselben  mit  y,  so  wird 

x^ X2  =  u^   """^Vu     x^x^  ==  u^  "^^  ^  '  1/3  ""^^  V3  7 

X^  ^3  =  ^2     "^"^^  2/2  ;       "^2  ^4:  ^^^  %     "^^^  ^  •  2/2  ^^^  V2  7 
X^  ^4  =  %     ==  2/3  ?       ^3  ^'4  "^^  ^6     "^^  ^  •  2/1  """^  '^1  • 

Es  sind  nun   die  Werthe  Pt  p  1/2  7  tßs  7  Vi )  %  7  Vs   offenbar   die   sechs 
Wurzeln  der  oben  bezeichneten  reciproken  Gleichung.    Um  zu  der- 
selben zu  gelangen,  setze  man  in  den  vier  Coefficientengleichungen 
I.     (x^  +  x^)  +  (^3  +  rrj  =  —  a, 
II.     x^x^  +  {x^  +  ^2)  {x^  +  X4)  +  x^x^  =  h , 

111.       X^X2{Xß  -p  X^J  -f-  [X]^  -J-  X2)X^X^  =  ■       Cj 
XV.       X-i  Xa  .  Xo  Xa        '  u , 

den  Untertypus  x^X2  =  y  und  den  Untertypus  x^  -}-  X2  =  0 .    Dann 
erhält  man  die  neuen  Bestimmungsgleichungen 

V.  y+^-^,(a  +  ^  =  h,     (aus  IL) 

VI.     —  «/(^  +  «)  +  ^  ^  =  ~  c,     (aus  III.) . 

Substituirt  man  0  aus  VI.  in  V.,    so    erhält  man   die  Resolvente 
XXVL: 

yr>  _  jjy^  _|_  (^ac  —  d)y^  —  (ahl  -  2hd  +  c')if 
+  [ac  —  d)dy'  —  hdhj  +  #  =  O5 


*)  L.  Matthiessen,  Eine  neue  Auflösung  der  biquadratischen  Gleichungen. 
Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  VIII.  140.  1863;  Grün.  Arch.  XLI.  S,  231  u.  XLIV. 
S.  80;  Heis,  Aufgabensammlung  §  98^,  1864. 

Resolution  nouvelle  de  l'equation  du  quatrieme  degre.    Giornale  di 

matem.  dal  Prof.  Battaglini.    Napoli  1867. 

Methode  der  Wurzelproducte ,  eine  biquadratische  Gleichung  aufzu- 
lösen. Schlüssel  zu  Heis'  Aufgabensammlung  II.  §  98^.  Köln.  1878^  und 
Commentar  zu  Heis'  Aufgabensammlung  §  98^.    Köln  1874. 
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oder  wenn  z  aus  V.  in  VI.  eingesetzt  wird,  die  Resolvente  XIII. 
in  der  Form 

-{a'd  —  Ahd-\-(^)  =0. 
Das  Absolutglied  ist  die  Reducente  (23) ;  nämlich 
a^d  —  4:hd  -{-  c^  =  {x^x^  +  x.^x^  (x^x.  +  X-^x^  {x^x^  +  x^x^ . 

Die  Gleichung  XXYI.  hat  sechs  Wurzeln  Vi,  y2)  Vsy  Vi  ^  V2f  %}  ^^n 
denen  je  zwei,  y  und  rj,  zusammengehören  und  durch  die  Relation 
yr]  =  d  mit  einander  verbunden  sind.  Wählt  man  drei  der  nicht 
zusammengehörigen  Wurzeln  z.  B.  y^j  y^,  y^,  so  sind  die  Wurzel- 
ausdrücke der  vorgelegten  biquadratischen  Gleichung  entweder 

^a=±]/^,      -.  =  ±1/^, 
[2/12/22/3  +  C2/,  +  2/2  +  2/3)«^]  :  YViViVid  =  +  a; 
^:  =  ±l/^,         ^.  =  ]/^-, 


wenn 


oder 


=   ±1/^,  ^4  =  1/^' 


d 


wenn 


Ist  im  ersten  Falle  dagegen 

[2/12/22/3  +  (2/1  +  2/2  +  2/3)  f^]  :  y2/i2/2  2/3^  =  =fc:Vd, 
so  gilt  das  zweite  System;  und  ist  im  zweiten  Falle 

[^1^2%  +  (^1  +  %  +  %)(^  '•  VniV^nid  =  +  <^ :  Vd, 

so  gilt  das  erste  System. 

Die  erste  der  beiden  Bedingungsgleichungen 

[2/12/22/3  +  (2/1  +  2/2  +  2/3)^]  :  y 2/1 2/2 2/3^==  +  ^ 
lässt  sich  durch  die  folgenden  ersetzen: 

[^i^2^3  +  (^1  +  ^2  +  %)^]  '  VVi%%d  =  :^c:yd, 
(d  +  mri2  +  ViVs  +  ^2^3)  :  VniJhV-s  =  +  «^^ 
(^  +  2/12/2  +2/12/3  +  2/22/3)  •  1^2/1 2/22/3  =  +  c  :  1/5", 
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iVih  +  Vvd  iVy^  +  y%)  (V^  +  Vvd 
+  iVyj,  -  Vn^iVy^  -  VnJiVy,  - 1/%)  =  +  2a  yd, 

(1/^  +  Vvi)  iVy^ + y%)  iW^ + 1/%) 
-  Wy,  - "/%)  (/%  -  Vnd  Wy,  - 1/%)  =  +  2  c . 

Die   Transformationen    der   zweiten   Bedingungsgleichung    werden 

den  vorstehenden  analog  gebildet,  indem  man  tj  mit  y  vertauscht. 
Man    kann    die    vier  Wurzel werthe    auch    in    logarithmischen 

Ausdrücken  wiedergeben,  und  zwar  ist  im  ersten  Falle: 
log  (^1^)  =  log  2/1  +  log  1/2  +  log  2/3  —  log  d, 
log  (^/)  =  log  2/1  +  log  ??2  +  log  7?3  —  log  d, 
log  (^3^)  ==  log  ni  +  log  2/2  +  log  %  —  log  ^, 
log  (^/)  =  log  ^1  +  log  ri2  +  log  2/3  —  log  d, 

oder  mit  Berücksichtigung  der  Relation  yrj  =  d: 

log  (x,^)  =  log  2/1  +  log  2/2  +  log  2/3  —  log  d, 
log  (^2^)  =  log  y^  -  log  2/2  -  log  2/3  +  log  d, 
log  (^3')  =  —  log  Vi  +  log  2/2  —  log  2/3  +  log  d, 
log  (V)  =  —  log  2/1  -  log  2/2  +  log  2/3  +  log  ^. 

Wenn 

[2/i2/i2/3  +  (2/1  +  2/2  +  2/3)^]  :  VVM^  ^-J^ciyd 
gefunden  wird,  so   wähle  man  statt  eines  der  Werthe  y^,  y^,  2/3 
den  zugehörigen  Werth  rj,  oder  man  kann  auch  setzen: 

log  M  =  -  log  2/1  -  log  2/2  -  log  2/3  +  2  log  d, 

log  fe')  =  -  log  2/1  +  log  2/2  +  log  2/3 ; 

log  (^g^)  =  +  log  y,  -  log  y,  +  log  2/3 , 

log  (x/)  =  +  log  2/1  +  log  2/2  —  log  2/3 . 
Da  sich  die  allgemeine  biquadratische  Gleichung  immer  so  trans- 
formiren  lässt,   dass  das  Absolutglied  gleich  1  wird,   st)  ist  nach 
einer  derartigen.  Verwandlung: 

iS  (S)  ^ + '°^  ^^ + ^^°°  ^^~  '°^^^^  • 

Es  sind  dies  Wurzelformen,  welche  eine   auffallende  Aehnlichkeit 
mit  den  Euler'schen  haben.    Da  ferner 

^1  +  ^'  +  -  +  -  =  -  « 
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ist,  so  kann  man  den  vier  Wurzeln  auch  die  folgende  Form  geben: 


^±]/^- 

-  (2/1  +  2/2  +  2/3) , 

i.±i/i«^ 

-  (2/1  +  ^2  +  %); 

^±v^^- 

-  (»?i  +  y-2  +  »?3); 

ic.,  = 


-^1  =  -  \^± y j «^'  —  {ni  +  %  +  2/3); 

und  für  den  Fall,  dass  a  =  0  ist, 

V  =  — (2/1  +  2/2  +  2/3), 
^2'  =  —  (2/1  +  ^2  +  Vs)  , 
^i  =  —  iVi  +  2/2  -i-Vs), 

^4'  =  — (^1  +  ^2  +  2/3)- 

Wenn  die  gewählten  drei  nicht  zusammengehörigen  Wurzeln  ^1,^2?  2/3 
der  bikubischen  Resolvente  XXVI.  der  ersten  Bedingungsgleichung 
genügen,  so  ist  auch  noch 


^    _  _X- 1  Ai  ^2  Vs  _         ^  IT  (2/1  +2/2  +  ^3)^ 

oder 

J_  =  _  ^  qi  ^1  +  ^2  +  ^3 

J_  ^ £.  ir  ^1  +  j^±^ 

^     ^  C     -T-  2/1    +  ^2    +  1/3 

^3  <^  Vm^Z         ' 

J^  ^ £_  ni  2/1  H-  2/2  +% , 

Für  die  speciellen  Fälle  a  =  0  oder  c  =  0  nehmen  diese  Wurzel- 
ausdrücke noch   einfachere  Formen   an.     Um  nun  darüber  zu  ent- 
scheiden, welche    drei  nicht  zusammengehörigen  Wurzeln  der  Re- 
solvente man  in-  die  Wurzelausdrücke  einzuführen  hat,  beachte  man; 
dass  drei  solche  Wurzeln  ^/i,  2/2?  2/3   ^^^  ^^^  beiden  Gruppen  ahc^ 
aßy  der  sechs  möglichen  Wurzeln  auf  acht  verschiedene  Arten  er- 
halten werden,  nämlich  die  Variationen  ohne  Wiederholung 
I.     ahCj     aßy,     Khy ,     aßc, 
IL     cißy,     cchc,     aßc,     ahy . 
Ist  die  Variation  yiy.yy?,   der  ersten  Reiha  entnommen  und  genügt 
sie  der  Bedingungsgleichung 
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[!/i2/22/3  +  (2/1  +  2/2  +  2/3)^] '  Yy^wy^=  +  cty 

so  hat  man  die  Variationen  1.  zu  nehmen;  genügt  sie  derselben 
nicht,  so  genügt  sie  jedenfalls  der  andern,  und  man  kann  dann 
entweder  das  zweite  System  der  Wurzelausdrücke  bilden  oder,  wenn 
man  will,  die  Variation  2/12/22/3  ^^^  der  Reihe  IL  und  zwar  be- 
liebig wählen  und  sie  in  das  erste  System  einführen.  Zwei  Gruppen 
der  einen  geben  +  ^;  ^i^  beiden  übrigen  —  a;  zwei  Gruppen  der 
andern  Reihe  geben  -f-  c  :  l/^,  die  beiden  übrigen  —  c  :  ^d, 
Zahlenbeispiel.     Aufzulösen: 

Die  Resolvente  ist  • 

f  +  12 ',  f  +  1-4  t  -  40if^  f  +  1^  f  +  12i|  y  +  1  =  0 . 
Substituirt  man  y  -\ =  ^,  so  erhält  man  die  kubische  Resolvente 

Hieraus  berechnet  sich 

.,  =  -2|,    ^,=  -12j^,       ^3  =  2|. 
Die  bikubische  Resolvente  hat  demnach  folgende  Wiirzelwerthe  : 

a  =  -2,      b^-12,     c  =  |, 

1       „  1  2 

"  =  -¥'    ''  =  -12'     >'  =  ¥' 

WO  die  Buchstaben  a,  h,  c  eine  von  den  Coefficienten  der  vor- 
gelegten Gleichung  verschiedene  Bedeutung  haben.  Die  acht  Va- 
riationen sind  nun: 

I. 

Wählt  man  die  Variation  y-^y^y^  aus  der  Reihe  I.  z.  B.  —  2,  —  12,  |^ , 
so  erfüllt  sie  die  Bedingung 

[2/12/22/3  +  (2/1  +  2/2  +  2/3)^^] :  1/2/12/22/3^  =  _  c :  y^. 

Da  nun 

_    1  _     1  _  2 

^1  —  _  2  '    ^2  —  _  12 '    ^3—3 


2, 

-1^45 

-2, 

1     2 

12'   3  ' 

1 

~2' 

-12    ^• 

1              1       '^  . 

2'          12'    2  ' 

1 

2' 

1        2 
12'     3' 

1 

2' 

i^;  2' 

-2, 

1       3^ 

12'    2' 

-2,-12,|. 
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ist,  so  sind  die  Wurzelwerthe 

_    I    l/^  ^        2       _  _  £ 

^i~~"T"r-2°-12'3        ~~  6' 

^.  =  +j/^--12.|    =  +  3, 


iCo 


+l/-2-=^-l--+l 


^.=+/ 


2._12.|==_4. 


Statt  das  zweite  System  der  Wurzelformen  zu  wählen,  hätten  wir 
auch   die   Variation  2/1^/22/3   ^^^   der   Reihe   IL    entnehmen    können 
112. 

z.  B.  —  IT?  "~  7^7  -^7  denn  diese  erfüllt  die  Bedingung 

[2/12/22/3  +  (2/1  +  2/2  +  2/3)^?]  :  VyiViVz^  =  —  a. 
Da  nun 

2  12  3 

%  =  irT^        ^2  =  in;        %^Y 
ist,  so  sind  die  gesuchten  Wurzelwerthe: 


2  1 


h- [-]/  — y  —  ^ 

^2-  +  |/-yzn-Y    =  +  ^;         ^ 
^3  =  +  |/=ri:-— i^-y    =+Y' 

,    i/~2  12        2  . 

Auf  die  richtige   Stellung   der  Vorzeichen  ist  hier  überall  streng 
Acht  zu  geben. 

Bei  der  ersten  Wahl  der  Variation  y^y-iyz  aus  der  Gruppe  I. 
wurde  die  Bedinorunoc 


[2/12/22/3  +  »2/1  +  2/2  +  2/3)^^  :  1/2/12/22/3^  =  —  c :  yd, 
erfüllt.    Dasselbe    geschieht  auch  durch  jede  der  vier  Variationen 

2/12/22/3.       2/l^2%7       ^l2/2%;       ^1^22/3- 

Die  Variationen 

%^2%;     ^?i2/22/3?     2/i%2/3;     2/12/2% 
dagegen  erfüllen  die  Bedingung 


[^1^2%  +  1^1  +  n-i  +  %)f?j :  y»?i^2%^?  = 
Dieselben  genügen  nun  auch  den  Wurzelformen 
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^1  =  —  Y  «  ±  Yt  ^'  —  (^1  +  ^2  +  V's) ; 


denn  es  ist 


^1  ""  3    +    ^9^  (        2  12  +    3 )  ~  3    +    6  ' 

^2  —  3      '    ^  3  '      ^'^~         3    "f      6  '      ^^  ~        ¥ "~  ^y 


§  314.    Andere  Methode  der  Auflösung  mittels  der  Gleichung  der 

Wurzelproducte. 

So  wie  bei  der  Ampere'sclien  Methode  ein  einziger  Wurzel- 
werth  der  Resolvente  hinreicht,  um  alle  vier  Wurzeln  .  der  vor- 
gelegten Gleichung  zu  berechnen,  so  genügt  auch  die  bikubische 
Resolvente  XXVI.  mit  einem  einzigen  Wurzelwerthe  y  sämmtlichen 
Werthen  von  x.  Setzt  man  nämlich  d:y  =  rj^  so  ist  gemäss  der 
Gleichung  VI.: 

,  c  —  ay 

2  =  X.  -{-  x.  ==  , 

/  I         \  I  0^7?  —  C  N 

-{a  +  z)^x^-\-  x^  =  -^^  ; 
folglich 


^••2   r/r-         I       'V    \  'V       I       /y    'V      /v^ *^ 

und 


x^  —  (x,  +  x,)x  +  x,x.,  ==x^  —  ^^  x  +  y==0 


X  (^3  4"  ^4)^  -\-  X^X^  X  X  -\-   fj         0 . 

Multiplicirt  man  diese   beiden  quadratischen  Gleichungen  mit  ein- 
ander, so  erhält  man 

Daraus  ergibt  sich  sofort  die  Resolvente 

,  ,     {c-ay){ari--ei 

Die  Wurzelformen   sind  in  Folge   der  quadratischen  Gleichungen 


2(2/  -  ^)  -^  2 

^  yjc  —  ay)  ±  Vy\G  —  ^yY  —  ^viv""  —  dy 
Ky'-d)  ' 
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^3  \  ^    ari-c      .    J_  -i/Jay  -  c^  _   , 


ad  —  cy  +  y{ad  —  ci/)^  —  4<Z(t/^  —  d)'^  :  y 

=  ^{y'-d)  ■'""• 

Recurriren  wir  auf  das  numerisclie  Beispiel 

:»^  + 1^^-12^  «^  +  3^^ +1=0, 

wählen  unter  den  Wurzeln  der  Resolvente  den  Werth  y  =  —  2 , 
so  berechnen  sich  aus  den  beiden  vorstehenden  Formeln  die  Werthe 

^i  =  -f-  —  j       ^2  =  4 ,       X.^  =  -j-  D  )       Xj^==  ~  ' 

Nimmt  man  statt  dessen  den  Werth  y  =  —  12,  so  findet  man 

^1  =  +  ^>      X^  =  4,      ^-d  ^"^  ~T  ~2  i       ^-'4  =  ^  • 

Substituirt  maii  y  =  \—  ^  so  wird 
Für  y  =  —  —  wird  gefunden 


Für  2/  =  —  T^  erhält  man 

Xi  =  -\-  -^  j      X2==        ^  y     x^  =  -\-  6 ,     x^==       4 . 

Substituirt  man  endlich  y  =  —  ^  so  findet  man 

Sind  in  einem  speciellen  Falle  a  und  c  der  Null  gleich,  also 

x^  +  hx-  +  d==0, 
so  ist 


x^  und  Är2  =  +  ]/—  2/  ?     ^3  und  ^4  =  +  ]/ —  ^  . 
Die  Resolvente  reducirt  sich  in  diesem  Falle  auf 

welche  sich  in  zwei  Factoren  zerlegen  lässt,  nämlich  in 

^\2 


('+0 


4fZ  =  0, 
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und 

Daraus  folgen  die  Gleichungen 

y  +  j  =  ±^Vd,    y  +  i  =  ^' 

sowie  die  sechs  Wurzelwerthe 


2/2  /  2/4 1       - '    '    2/«  j        '      ^2 

Zahlenbeispiel.  .  Aufzulösen:  x^  —  13 x'^  -\-  3Q  =  0 , 
Die  Resolvente  hat  die  Wurzelwerthe 

!/2   j  2/4  j  "  2/g   J  2    -"       2 

Es  ist  folglich  bei  Einführung  des  Werthes  ij^  =  —  4: 

x^  und  ^2  =  i  ^  7     ^3  ^^^  ^4  =  +  3 . 
Wenn  a  =  0-  und  0  =  0  ist,  was  immer  dann  eintritt,   wenn  zu- 
gleich c  =  0  ist,   so   lässt  sich  die  Wurzelsumme  0  aus  VI.  nicht 
in  V.  substituiren.     Aus 


VI.  -(^-7)^  =  0 


folgt  ferner  nicht  y  —  -    ==  0 .     Demnach    reducirt    sich    die   bl- 
kubische  Resolvente  auf  V.  d.  h.  auf 

und  die  vier  übrigen  Werthe  von  y  haben  keine  Gültigkeit  mehr. 

§  315.    Eine  andere  Deduction  der  Resolventen  XIII.  und  XXVI. 

Man  kann  die  Gleichung  der  Wurzelproducte  auch  noch  mit 
Hülfe  der  Sätze  über  die  symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln 
ableiten,  indem  man  ausgeht  von  den  Fundamentalgleichungen: 

X^  X2  ==  2/1  ;       ^2  ^^3  ^^"^  ^  '  Vs  y 

^j^ ^3  ==  i/2 ,     x.200^  =  a  :  y2  y 
^1  ^4  ==  2/3 ;     x^x^  =  ä  :  y^ . 
Es  ist  nämlich 

M  =  [^i^2]  =  ^; 

[2/i!/2]  =  [^i^^2^3]  +  [^i^2%^4l  =  (^^  —  4^^)  +  3d 
=  ac  —  d, 
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[2/12/22/32/4]  =  [2/12/2]^^  =  («^  —  d)d, 

[2/12/22/32/42/5]  =  [yiW  =  &<^, 
[2/12/22/32/42/52/6]  =  ^'- 

Wir  erhalten  auf  diesem  Wege  wieder  die  Resolvente  XXVI.  Um 
sie  auf  den  dritten  Grad  zu  reduciren,  kann  man  folgendermassen 
verfahren:  es  ist   . 

'  I.  (^1  +  ^2)  +  fe  +  ^4)  =  —  ö^; 

II.      X,  X.,  +  {x^  +  x^)  {x.,  +  ^4)  +  ^3^4  =        ^ ; 

III.  x^x^ix.^  +  x_^  +  {x^  +  a\,)^3^4  ==  —  ^; 

X  V  •  X-i  Xit   .  vC/q  Xt    ^^—^  Cl  . 

Weil  nun 

x,x,  +  x.^x^^y  +  j       ' 

ist,  so  geben  die  vier  Gleichungen  nach  den  üntertypen  x^  +  ^2 
und  x.^  +  a?4  aufgelöst, 


V.       X,  +x,  =  —  ~ 


VI.       X,  +  ^4  =  -  y[«'  +]/(«^  -  4&)  +  4  (2/  +  I) 

Führt  man  diese  Werthe  der  Wurzelsumme  in  III.  ein  und  macht 
die  Gleichung  rational,  so  erhält  man  die  Resolvente  XIII. 
Die  gesuchten  Wurzeln  sind  alsdann 

^  ==  4- 1/    ^'         X  ^-\- 1/^ 


wenn 


(^  +  %%  +  V2%  +  %%)  •  Vv^3  =  +' «; 


wenn 


(^  +  ^1^2  +  ^2%  +  ^3^1)  ••  y^i^2^3  =  +  c  :  Yd, 
oder,  was  dasselbe  bedeutet, 
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ist. 

Die  Gleichung  der  Wurzelproducte  lässt  sich  auch  auf  folgende 
Weise  auf  den  dritten  Grad  reduciren.    Erwägt  man,  dass 

2/i«/g==  2/22/5  =  2/3^4  =  ^; 
so   wird  man   annehmen   müssen,    dass  je  ein  Paar  Wurzeln  der 
bikubischen  Gleichung  in  y  die  Wurzeln  der  quadratischen 

f-iy  +  d  =  o 

bilde,  wodurch   die   Gleichung  in  drei  Factoren   zerlegt  wird  und 
wegen  der  drei  möglichen  Werthe  von  g,  nämlich 

?l=  ^1+2/6;      ?2==2/2+2/5;      &=  2/3  +2/4 

die  Gleichung  in  t,  vom  dritten  Grade  werden  muss. 
Die  drei  trinomischen  Factoren  sind  demnach 

f-t,y  +  d  =  0, 
f  -yj  +  d  =  0. 
Multiplicirt  man  diese  drei  Gleichungen  miteinander,   so  resultirt 

/'  -  (Si  +  &  +  t,)y'  +  {Sd  4-  ?iS2  +  U,  +  ?3?i)2/* 

-im,  +  t,  +  ts\d+t,t,Qf  +  m,t,  +  ^i,  +  i,tJd+3d')f 

-ti  +  t,  +  tz)dy  +  cf  =  0. 
Setzt  man  die  beiden  Gleichungen  in  y  Glied  für  Glied  einander 
gleich,   so   erhält  man  folgende  Bestimmungsgleichungen    für   die 
Coefficienten  der  Gleichung  in  J: 

?1  +  ?2  +  ^3  =  &. 

iii2  +  tdä  +  Uti  =  ac  —  Ad, 

t,i,t,  =  a^d-Ud  +  cK 

Die  kubische  Form  der  Resolvente  ist  also  wieder 

f  —ht'+(ac-  Ad)^—  (a^d  -  Ahd  +  c^)  =  0 . 

Wenn  die  Function  a^d  —  4hd  -\-  c^  also  positiv  ist,  so  hat  diese 
Gleichung  eine  positive  reelle  Wurzel. 

Die  Deduction  der  Gleichung  der  Wurzelproducte  kann,  wie 
oben  gezeigt  ist,  auf  viele  verschiedene  Arten  bewerkstelligt  wer- 
den. Wir  fügen  zum  Schlüsse  noch  eine  andere  hinzu.  Ist  wieder 
^1  +  ^2  =  ^)  ^1^2  =  2/?  so  ist  bekanntlich 

(1)  0^  +  az^  +  h0  +  c  -y(20  +  a)==O, 

(2)  ^*  +  as'  -^-hz^  +  cz  +  d  —  y(3z^  +  2a2  +  h)  +  y^  =^  0, 
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Multiplicirt  man  (1)  mit  z  und  subtrahirt  von  (2),  so  resultirt 
y^  —  iy  -^  -TT  d  , 

y  ^    '    22/ 

Man  bilde  von  (1)  die  Gleichung  der  Wurzelquadrate 

und  setze  hierin  den  Werth  von  z-  ein.    Man  gelangt  so  ebenfalls 
zur  Resolvente  XXVI. 

§  316.     Die   Methode  des   harmonischen  Mittels   zweier  Wurzeln. 

Der  Typus  (29)  kann  zu  einer  Auflösung  der  biquadratischen 
Gleichungen  verwerthet  werden.     Man  nehme  an  es  sei 
j 1  1 1 

oder 


2 


''^i  ~r  ^'. 


==  z 


dann  ist  z  ojffenbar  die  Wurzel  einer  Resolvente  vom  sechsten 
Grade;  denn  die  vier  Wurzeln  x^jX^,x^,x^  lassen  sich  sechsmal 
zur  zweiten  Klasse  ohne  Wiederholung  combiniren,  wie  folgt: 

ü  X■^^  X^ 
x^+x^^  '^^^     X,  4-  X^         "ö  '     X,  +  x^  ^  ^6  • 

Es  ist  nun 

I.      {X^  +  X^)  +  fe  +  ^4)  =  —  «  ; 
II.       X^X.2  +  (^1   +  ^2)^  +  ^4)  +  ^3^4  =  ^  ? 
III.      X^X^{X^  +  X^  +  {X^  +  «^2)^3^4  =  —  ^y 

X  Y  .  X\  Xq    •    Xo  Xa    ^^^-^   vi   . 

Hieraus  folgt  nun  weiter 

^1   +  ^6  =   - 
0,0,= 

und 

2s,  z^- 


{X, 

+ 

X,)  {x^ 
4.d 

+ 

x,)> 

{X, 

+ 

X,)  {x^ 

+ 

x:^^ 

22^2 

5      _ 

_    22, 

^ 

^1+^6  h+h  ^3+^4' 

d.  h.  die  harmonischen  Mittel  aus  den  drei  möglichen  Variationen 
der  Wurzeln  zur  zweiten  Klasse  sind  einander  gleich. 
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Substituirt  man  nun 

(x,  +  ^,)fe  +  ^4)  =  u, 
so  erhält  man 

0y  +  ^ß  =  —  2c  :  w  , 
^i^Q  =       Ad  :  u  j 
und  folglich 

z,  und  £„  =  -^[1+1/1-^], 

oder,    wenn  ^^    und  ^q    die    beiden   Wurzeln    einer    quadratischen 

Gleichung  vorstellen, 

2    ,    2c       ,     4^         ^ 
Z^  -] 0  -\ =  0, 

Setzt   man  vorläufig  x^  -{-  x.^  =  s^  so   folgt   aus    den   vier   Coeffi- 
cientengleichungen : 

T  I        ^ 

I.  s  H =  —  a  , 

oder 

^^  CS  -{-  2d 

Z8 
TT  1  r  I     2(^  , 


oder 


«,  +  li?  =  2&  +  4^-^ 

'       ^S  '  Z^ 


Durch  Subtraction  der  beiden  Gleichungen  in  ^5  ergibt  sich  weiter 

2c^^  4-  %dz 

^  ~  az""  +  2&^2  _|.  4c^  _|.  8c?  * 

Daraus  folgt 

'^  __  _  c,{<^^  -V  2d){az^  4-  2&^2  _j_  40^-1-86?) 

Substituirt  man  <^  =  2 1^ ,  so  erhält  man  aus  I. : 

C7\^  -\-  "^dri  {crj  -f  d){ari^  -\-'hri^  -\-  ciq  -\- d) 

ari^  4-  brj^^  -\-  ct]  -{-  d  tj^ {crj^^  +  2dr}) 

und  nach  Entwicklung   der  Glieder  nach  Potenzen  der  Grösse  rj 
die  Resolvente 
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d' 


—  7J  {"^^(^  —  '^^^  +  <^^)  =  ^  • 


d' 
Eliminirt  man  t]  aus  dieser  und  der  Gleichung 

tiTj^  -\-  crj  -{-  d  =  0  , 
so  reducirt  sich  die  bikubische  Resolvente  auf  die  bekannte  kubische 

u^  —  21)it'  +  {ac  +  ¥  -  4:d)u  +  {a'd  -  ahc  +  c^)  =  0  . 
Da  nun 


oc 


+  ~  =  ~ 

•*'2  "1 


-  +  J-  =  1 


X. 


Xo 


+  -  =  - 

J-  +  JL    ,    J_    ,    J_  =  _« 


SO  ist 


^1  «^2  ^1  '''2  '^3  ^  ^ 


1          ,1                 111  c 

—  und  —  = h  —  H TT-j  • 

Unter  den  sechs  verschiedenen  Wurzelwerthen  von  z  sind  die- 
jenigen drei  heraus  zu  wählen^  welche  mit  einem  der  übrigen  ein 
gleiches  harmonisches  Mittel  geben. 

§  317.    Die  Methode  der  Sttmme  der  Wurzelproducte  nach 
Lagrange  und  Wilson*). 

Man  gehe  aus  von  dem  Typus  (34)  und  substituire 

X^X^  "T"  ^2*^3  ^"^  ^3  • 

Die   Resolvente   in  z  ist  offenbar  vom  dritten  Grade.     Um  zu  der 


*)  Lagrange,  Reflexions  sur  la  resolution  algebrique  des  equations. 
Nouv.  mem.  de  l'acad.  des  sciences,  annee  1770.  pg.  173.  Berlin  1772. 

"Wilson,  Essa}^  on  the  resolution  of  algebraical  equations.  Phil.  Trans, 
pg.  300.  1799. 

Matthieasen,  Grundzüge  d.  ant.  u.  mod.  Algebra.  54 
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exacten  Form  derselben  zu  gelangen,  gehe  man  wieder  aus  von  den 
vier  Co.efficientengleichungen: 

I.     (^1  +  ^2)  +  (^3  +  ^4)  ==  -  «  > 

II.       X^  X,^  +   {X,  +  ^2)(^3  +  ^4)  +  %^4  =  ^y 

III.  x^x.,{x^,-\-x,)  +  (x^  +  x.;)x^x^  =  —  c,    ■ 

IV.  x^x^  .  ^3^4  ==  ^  • 

Aus  IV.  und  der  Substituirten  ^^x^  +  x^x^  =  z^  folgt  zunächst  ^ 

Demgemäss  ist 


und  analog 


^3^4        2 


Bezeichnen    wir    die  Wurzel   der  Resolvente    allgemein  mit  ^,   so 
ist  noch 

I.       {X,  +  X.^  +  (ä^3  +  ^4)  =  -  ^'  ; 

IL    (rr, +r^2)(%+^4)==^"^; 
woraus  folgt 

x^  +  ^^  =  _|(a  -T/a^'^^iH^T^), 

%  +  ^4  =  "  Y  ("^^  +  l/a^^"4  r+4^) . 

Dazu  kommen  die  Gleichungen 

x,x,^\-{z-Y^^=^^)' 
Setzt  man  diese  vier  Ausdrücke  in  III.  ein  und   macht  die  Resul- 
tante rational,  so  erhält  man  die  Resolvente  XIII: 

^3  _  1^2  ^  ^^^  __  4^)^  _  {ahl  -  Ud  +  c^)  =  0 . 
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Man  kann  nun  entweder  alle  drei  Wurzelwerthe  ^'^,^2?%  zur  Dar- 
stellung der  Wurzeln  x^j  x.2,  x^jX^  verwenden  oder  auch  einen  ein- 
zigen^ wozu  man  immer  den  reellen  wählen  wird.  Im  ersten  Falle 
verwendet  man  die  Ausdrücke  für  die  Summe  oder  das  Product 
je  zweier  Wurzeln  x^  und  x.^.     Es  ist  nun 

x^-\-  x.,  =  —  Y  («  —  Va^  —  46  4-  4<?i)  , 
^1  +  ^3  =  —  Y  («  -  Va^  ~4b  +  4s,)  , 

^1  +  ^4  =  —  Y  *^^  ~  ^^'  ""  ^^  +  ^^3)  • 
Daraus  folgt  durch  Addition  aller  drei  Gleichungen: 
1        .    1  ./-ö .,    .    . —   .    1 


X,  =—j^a  +  -^ya'  —4:h  +  4:2,+^ya^  -4b  +  40^ 

x,  =  -{a  +  ^yä^^-4b  +  4z,-^ya^^-4h  +  4z, 

.        -l-ya'-4h  +  40,, 
^•3  -  -  I  «  -{ya''-~4h  +  4i,  +  \yä^^-4b  +  40. 


x,=  ~^a-^ya^--4b  +  4,,-^ya'-4h  +  40,_ 

+  ^y^^-4b  +  40,. 


4 

Ist  nur  eine  einzige  Wurzel  ^  reell,  so  benutzt  man  am  vorth eil- 
haftesten diese  allein  zur  Darstellung  der  Wurzeln.  Man  kann 
sich  aber  auch  mit  Anwendung  der  vorhergehenden  Methoden  der 
Ausdrücke  x^X2f  x^x^  u.  s.  w.  zur  Darstellung  der  Wurzeln  be- 
dienen.    Es  ist  nämlich 

/y    /y  /y     ry  /y     iy>      nf   ^  tt 

^  U/ j  »t/o    •    <A-'-\  «A/O    •    i*/«  »*/ 4     %Aj-t      11/ 

woraus  Xy  gefunden  wird,  und  ähnlich  die  übrigen  Wurzeln.  Be- 
:iuemer  ist  es  indess  zu  substituiren 

54* 
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oder 

wodurch  man  wieder  zur  Resolvente  XXVI  gelangt.  Zu  der  An 
Wendung  des  Typus  x-^x^  -\-  x^x^^=  z  wurde  Lagrange  durcl 
seine  Verallgemeinerung  der  Ferrari' sehen  Methode  geführt.  Ei 
ordnet  die  vollständige  biquadratische  Gleichung  wie  folgt: 

X^     +     <^^^     =      ~      ^^^      —      ex      —     d    y 

und  bildet  links  das  vollständige  Quadrat  eines  Trinoms,  nämlicl 
(x"  +  ^ax  +  y  3\   =  (^  +  T ^'  —  ^) ^'  +  (y^^  —c\x 

Die  erste  Seite  wird  ebenfalls  ein  vollständiges  Quadrat,  wenn  die 
Bedingung 

erfüllt  wird.  Die  vier  Wurzelwerthe  von  x  ergeben  sich  alsdann 
aus  der  Gleichung 

c,    ,     1  ,1  ,    1  /      ,     1      2        T,      r       I  az  —  2c      ~] 

Die  gegebene  Gleichung  lässt  sieh  demnach  als  ein  Product  zweiei 
quadratischer  Formen  darstellen: 

Nun  ist  offenbar 

1  ,  as  —  2c 

2  '    ^Ya^-U  +  Az  ^    ^' 
1                    az  —  2  c 

"X~   S  ■  —^    Xo  Xa    • 

mithin  ^  =  a^^a^g  +  ^3^4.  Ganz  dieselbe  Relation  ergibt  sich  aus 
den  Coefficienten  der  zweiten   Glieder  der  trinomischen  Factoren. 

Es  ist 


-  Y  («^  +  V^i'^^  —  46  +  4^)  =  x^  +  X., , 

—  V  (^  —  "/^'  —  42>  +  4^)  =  Ä^3  +  ^4  . 
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Durch  Addition  findet  man  hieraus 

h  —  z  =  (x^  -{-  x.^{x.^  +  x^) 
und 

0  =  X,X^  +  x.x^. 
Zur  Berechnung  von  x  verfährt  Lagrange  folgendermassen.    Es  ist 

1     2  ~l         3     4  *  j       *^1  "^2  '  "^3 "^l  ~~~~  ^  • 

Die  Producte  ^^^2  ^^^  «^3^4  sind  demnach  die  Wurzeln  der  quadrati- 
schen Gleichung 

Nun  ist 

C  =  Xj^X2{X^  -j-  X^J  -f-  {X^^  -f-  ^2) ^3 «^4  1 

folglich 

yi(^s  +  ^4)  +  2/2(^1  +  %)  =  —  c . 

In    Verbindung    mit    der    Relation    (x^  -["  •^"2)  +  (-^3  +  ^4)  =  —  ^ 
erhält  man 

,  c  —  ay,  ,  c  —  aiL 

^  '     -      Vi-  y-z       ^  '     ^      !/2  -  2/1 

Demnach  sind  j^^^  und  x^  die  Wurzeln  von 

x^ ~  X  -\-  y.  =  0  , 

2/1—2/2        '    -^^  ' 

a?3  und  ^^  die  Wurzeln  von 

'   2/1  -  2/2        '    •^- 

§318.    Ueber  eine  merkwürdige  Beziehung  der  Wurzeln  einer  bi- 
quadratischen Gleichung  und  der  Reducente  (23)  zu  den  Seiten 
und  Diagonalen  eines  Kreisvierecks*). 

Bildet  man  aus  der  bekannten  Resolvente 

z^  -  hs'^  +  (ac  -  4.d)s  -  (Jd  -  Ahd  +  c')  =  0 
die  Gleichung  ihrer  Wurzelpro ducte 

f  -  (ac  —  U)rf  +  h{aH  —  Ahd  +  c-)n  -  {a'd- 4.hd  + c-f  ==  0 
lind  substituirt 


i^  =  yya'd  —  Ahd+c\ 


*)  Matthiesse  11,  Beziehung  der  Wurzeln  einer  biquadratischen  Gleichung 
11.  s.  w.  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  X.  331.  1865.  Man  vergl.  Schlüssel  zu 
Heis'  Aufgabensamml.  §  98b.  XIII.  Köln  1878. 
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SO  erhält  man  die  Gleichung 

Dieses  ist  nun  die  Gleichung  der  drei  Diagonalen  2/i?2/2;2/3  eines 
Kreisvierecks,  dessen  Seiten  X-^j  x^,  X2,j  x^  durch  die  Wurzeln  der 
Gleichung 

x'^  -\-  ax^  +  hx^  -\-  ex  -\-  d  =  0 
dargestellt  werden.     Es  ist  nämlich 

^1^3  ~T~  '^2*^4  "^^  !/l2/3  > 

Daraus  ergibt  sich  zunächst 


und 
Ferner  ist 


2/12/2  +  2/22/3  +  2/32/1  =  ^. 

2  (^'1  ^2  ~r  ^3  ^4)  (^1  »^3  "i"  ^"^2  ^4 ) 

.  2  O'^i  ^2  H~  ^3  ^4)  (^1  ^4  ~r  ^2  "^s) 

(^1  ^3  ~r  ^2  ^4) 
2 (a^]  ^3  -(-  x^x^)  {X■^^  x^  -f"  ^2  ^3) 


Addirt  man  diese  drei  Gleichungen  zu  einander,  so  findet  man 

ac  —  4.dy      _  91.  ^ . 0 

;  — 4&6Z  +  C2      ^^      «2^ 

2(2/i2/2  +  2/22/3  +  2/32/1)  . 


2/1    -r2/2    -r2/3  a^d  —  4.bd-\-c^        ^^        a'^d  — ^bd-\-c' 


Daraus  folgt 


2/1  +  2/2  +  2/3  = 


ac 


ya^ci  — 4ö(^  +  c=^ 

Es  ist  nun  auch  leicht,  nicht  allein  die  Fläche  des  Kreisvierecks, 
den  Radius  des  umschiuebenen  Kreises,  sondern  auch  die  Diagonalen 
durch  die  Coefficienten  a,  h,  c,  d  einzeln  ausdrücken,  ohne  dass  die 
Gleichung  aufgelöst  zu  werden  braucht. 

Sind  ^1,  ^2,  S3  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung 

SO  ist 


§  318.     Methode  des  Kreisvierecks.  855 


Ya'd 

—  Ud-\-c'' 

-) 

—  Ud  4-c'^ 

-) 

i/o  , ^ 

Va'd-  4.bd-\-c^ 
Ferner  ist 

.      16F'  =  (a  +  2x,){a  +  2x,){a  +  2x,){a  +  2x,) 

also  der  Flächeninhalt  des  Vierecks: 

F=^-Y^  a^  +  Aa'h  —  Sac  +  Ißd  . 

Den  Radius  des  umschriebenen  Kreises   findet  man  mit  Hülfe  des 
Satzes  von  Gerhard  gleich 


7?  =  1  /        •  a^d—  4:bd-{-  c^ 

K   —  a^  4-  Aa^b  —  Sac  +  16^  * 

Den  Flächeninhalt   kann   man  auch  noch  in  folgender  Form  aus- 
drücken : 

WF'  =  -  a\a^  -  46)  -  Sp.y.y.iy,  +  y,  +  y,) 

=  ~  '^.^'  +  4(2/1^2  +  2/2^3  +  ysVi^^  -  ^yiy-iy-öiyi  +  ^2  +  2/3) . 

Avx)  t«  den  Umfang  des  Vierecks  bedeutet. 

Um  noch  ein  Zahlenbeispiel  anzuführen^  in  welchem  die 
Diagonalen  und  zugleich  der  Inhalt  des  Vierecks,  folglich  auch  der 
Halbmesser  des  Kreises  rational  ausfallen^  so  sei 

0:^  =  300,    a;2  =  195,     i^g  =  91 ,    a;^  =  80. 
Daraus  findet  man  die  Werthe 

y^  =  165  ,    y.,  =  260  ,    y^  =  2ö3  ,    F=  16698  ,     2E  =  325  . 
Construirt  man  das  vollständige  Kreis viereck,   so    hat  ein  solches 
noch  drei  äussere  Diagonalen,  welche  sich  ebenfalls  in  Functionen 
von  a,  h,  c,  d  ausdrücken  lassen.     Bezeichnet  man   dieselben  mit 
VdV'Z^Vs}  so  findet  man 

^7  /  I  \  /  I  \     I  1       3  I  *^2       4-  I 

^r   =^    1^1  ^2    ~r    ^S^iJK^l^i      I       ^2^3/        7^~2T_   X   2)2   ~r    (^   2   _   ^    2\2         7 

2  /  I  \  /  I  \     I  1      4  I  ^2  "^3  I 

*?2     =  (,^1^2     I     ^3^4JV^1^3  -f-  OO2XJ       ,      2  .^^~2\2  ~r  /^  2'_  ^^  2y2       ; 
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v/ 


V^1^3  ~r  ^2^4A^1^4  "T  ^2^3J       (-;(;  2  _  ^  2\2  "TT  (^  2  _  ^  s 


Die  Combinationen  dieser  Grössen  zur  ersten,  zweiten  und  dritten 
Klasse  geben  symmetrische  Functionen  der  vier  Wurzeln  und  sie 
haben  zum  gemeinschaftlichen  Nenner  die  Discriminante  1)4,2,  d.  h. 
die  Discriminante  der  Gleichung  der  Wurzelquadrate. 

§  319.    Methode  der  Differenzen  der  Wurzelproducte. 

Zur  Auflösung  der  biquadratischen  Gleichung  kann  man  sich 
auch  des  Typus  (36)  bedienen,  also  setzen 

1     4  2     3  ~~~"      3  * 

Die  Resolvente  in  0  wird  vom  sechsten  Grade  sein,  und  nur  gerade 
Potenzen  von  0  enthalten,  weil  noch  folgende  Permutationen  der 
Verbindungen  möglich  sind: 


/y     /y»       /y     /y»       /v 

2     4  1     3   2  7 

2     3  1     4  ""^  3  * 

Um  die  Coefficienten  der  Resolvente  zu  erhalten,  transformire 
man  den  Typus  in  eine  Substituirte,  wie  folgt 

'^l'^2  ^3^4  =  ^1  ? 

d_  _ 

(^^a^g)^  —  ^1  (^^1^2)  —  C?  ==  0  , 
oder,  indem  wir  ?/  an  die  Stelle  von  00^X2  setzen, 
y^  —  zy  —  d  =  0  . 
Man  hat  nun  y  zu  eliminiren  mittels  dieser  Substitution  aus 
der  Gleichung  der  Wurzelproducte  XXVI.     Es  resultirt  daraus  die 
gesuchte  Resolvente 

^«  +  {2ac  -  &2  +  4^)^*  +  {a'c^  -  2a^hd  +  Sacd  —  2hc')z' 
-  (a^d  -  c'f  =  0  . 
Hieraus  bestimme   man  einen  reellen  Werth  von  0   und  be- 
rechne darnach  Xj^X2  aus 

^1^2  =  y  fe  ±  y%'  +  4.d) 
und 
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in  welchen  Ausdrücken  noch  das  Vorzeichen  des  Radicals  zu  be- 
stimmen bleibt.  Um  die  Wurzeln  zu  erhalten,  hat  man  bei  Berück- 
sichtigung der  oberen  Vorzeichen: 

3     4:  *       1     3  *      2     3  ^^^      3 
3     4:  *      2     4  '      1     4  ""^      4 

=  i  (-  .-,  +  l/i7T45)  (-  z,  +  K?+4rf)  0-3  + 1/^3^  +  4^) . 


Setzt  man  ]/  g^  —  4rZ  an  die  Stelle  von  ^,  so  wird 

^.^■2  =  I  (?i  +  l/?r  -  4(i) , 

und  nach  der  Methode  von  Lag  ränge  die  Resolvente  XIII: 

g3  __  2,g2  _)_  (^^  _  4^^^)g  _  (^2^;  _  4^^  _|_  c^)  =  0  . 

Diese  Resolvente   erhält  man  auch  leicht  aus  der  Gleichung  in  y, 
wenn  man  erwägt,   dass  y  -\-  —  =  ^  ist-    üeber  das  richtige  Vor- 


zeichen von   y  s^  -{-  Ad  =  t,   ist   nun    nach    den    Coefficienten   der 
Resolvente  XIII.  zu  entscheiden. 
Zahlenbeispiel.     Aufzulösen: 


A  __  or;  »2 


2bx^  +  60^  -  36  =  0  . 


Die  Resolvente   ist   /— 769.^  —  18000/- —  60^  =  0,   und    ihre 
Wurzeln  sind  +  ^,  =  20  ,     +  z,  =  15  ,     +  ^"3  =  12  . 
Demgemäss  ist  nun 

{x.x^y  ±  20(^1^,)  -f  36  =  0  ,     ^1  ^2  \  =  +  10  -  8  , 
{x,x,f±\b{x,x,)  +  ZQ  =  Q,    ^'^ä\  =  + 7,5-4,5, 
{x,x,Y  ±  \2{x,x,)  +  36  =  0  ,    ^'  ^*  1  =  +  6  -  0  . 
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Daraus  folgt  weiter 

x^^d  =  (-  10  -  8)(-  7,5  -  4,5)(-  6)  =  -  36'^ , 

^1^  =  36  ,     ^1  =  —  6  , 
x^^d  =  (-  10  -  8)(+  7,5  —  4,5)(+  6)  =  -  18'^ , 

oc    '~~~  9       cc  —  3 
x/d  =  (+  lo'-  8)(-  7,5  -  4,5)(+  6)  =  -  12'^ , 

T     — —  4-        X    —  2 
a;,4  =  (+  lo'-  8)(  +  7,5  -  4,5)  (-6)  =  -  6% 

^4^    —  1  j      x^  —  i  • 

§  320.    Methode  von  Ley*). 

Um  die  Gleichung 

x"^  +  ax^  +  Ix"^  -\-  ex  -{-  d  =  0 
aufzulösen,   denke   man    sich  das   Biquadrat  in   zwei    quadratische 
Factoren 

X  \X^        \       Xa)  X    ~j       Jbt  Jüa    ^~^~   V/   , 

X     — "  1*^3  ~l         i)       ~l         3     4  ^  ; 

zerlegt.    Die  unbestimmten  Coefficienten  dieser  Trinome  lassen  sich 
dann  finden  aus  den  Relationen 

(x,  +  x^)  +  (^^3  +  rr  J  =  —  a  , 

12   '  XoJi/A   ^^-—  LI  , 
X-^ X^  "I     X^ X^  ——  0       ■    <^j  • 

Aus  den  ersten  beiden  Gleichungen  folgen  die  neuen 

^1 + ^2 = ~  Y  (^ — y  «^^  —  4^) , 

%  +  ^4  =  —  Y  (ö^  +  y  ^^  —  4^) ; 
aus  den  beiden  andern 

x,x,  =  ^{h-^s  +  V{h^-,y-Ad) , 

oo,x,  =  ]-  {h  -  z  -  Y^b'^Sf^id)  . 

Da  nun 

^1^2(^3  "r  ^4)  ~r  (^1  ~r  x.2)x<3^Xj^  =       c 


*)  Ley,  Ueber  einige  besondere  Auflösungen  der  Gleichungen  des  vierten 
Grades.  Progr.  Köln  1850. 
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ist,  so  ergibt  sich  aus  den  vorstehenden  Gleichungen 

(a^  -  4z)  {[h  —  0f  -  4fO  =  (a[h  —  z\  -  ^cf  , 
oder  die  Resolvente  XVI: 

^3  _  26^2  _|_  (^2  ^ac-  Ad)z  +  (ciH  -  ahc  +  c-)  =  0  . 
Hieraus    berechne    man  z.     Die   Relationen    für  x^ -\-  x^,  ^i  +  ^3 
u.  s.  w.  führen  zu  den  Job^schen  Formeln.     Statt  dessen  löst  Ley 
die  vorangesetzten  quadratischen  Gleichungen  auf. 
Zahlenbeispiel.     Aufzulösen: 

x^  —  ^Ox^  +  326  x^  —  1550a;  +  3125  =  0  . 
Die  Resolvente  ist  z^  —  652 -^^  _p  140276-0  —  9944000  =  0  und  ihre 
Wurzelwerthe:  z^  =  176,  Z2  =  22Q,  z.^  =  250.     Nimmt  man   den 
ersten  Werth,  so  wird  h  —  z  =  150,  also 

^'1  +  ^2  =  +  8  ,     x.^  -\-  x^  =  -{-  22  . 
Ferner  ist 

SO  dass  man  erhält 

x^  -  22x  +  125  =  0 , 
x^  —  ^x  +  2b  =  0 , 
und  hieraus 

a^i  und  a;2  =  11  +  2  "(/^^  ,     ajg  und  a;^  =  4  +  3  "/^^^  . 
Wählt  man  unter  den  möglichen  Werthen  von  z  den  zweiten 

z,  =  226 , 
SO  ist  ?>  —  z  =  100  und 

-C^i  +  ^^2)  =  -15±l/-£T,     _(:r3  +  a;,)  =  -15+l/::n:, 
x^x.,  =  50  +  25  y —  1 ,  x^x^  =  bO^  25 }/—  1  . 

Das  Biquadrat  wird  dadurch  auf  die  Productenform 
.      [a;^  —  ( 15  —  y^^^)  a;  +  50  —  25  ]/=T]  x 
[a;^—  (15  +  y~^^)  a;  +  50  +  25]/=^:]  =  0 

gebracht.    Wählt  man  endlich  unter  den  drei  Werthen  von  z  den 
letzten  z.^  =  250,  so  ist  ?^  —  z  =  76,  und 

-  {x,  +a;,)  =  — 15  +  5]/=^,     —  (a;3  +  a;J  =  — 15  +  51/=T, 
x^x.^  =  38  +  41  lA^  ,  0^3  a;^  =  38  +  41  ]^^  . 

Um  darüber  zu  entscheiden,  ob  das  obere  oder  untere  Vorzeichen 
der  Radicale  zu  nehmen  ist,  erwäge  man,  dass  wegen 
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_2c=- 3100,     a(h  —  0)  =  —  22SO 
das  Raclical  in 


2c  =  a(b  -  ^)  +  Y{a'  -  40){[h  —  0]'  -  Ad) 
negativ  ist.     Folglich  gelten,  indem   die  Werthe   der  Summe  und 
Producte   der  Wurzelpaare  (x^,  x^)  und  (x.^y  x^)  complex  sind,  von 
den  negativen  Summen  die  obersten,  von  den  Producten  die  zweiten 
Werthe,  d.  h.  es  ist 

[x'  -  5  (2  -  i/=n;)  ^  +  38  —  41  y^^n:]  x 

[x^  -  5  (2  +  ]/^=nL)  ^  +  38  +  41  y^^T]  =  0 . 

Der  erste  trinomische  Factor  gibt  die  Wurzeln 

x^  ==  11  -2y^ ,  x,  =  4:  —  3y^=i; , 

der  zweite 


x^  =  n+2y—l,    ^4  =  4  +  3/— 1. 

§  321.    Methode  der  Anwendung  des  Typus  (38)  zur  Bildung  einer 
Resolvente  nach  Blomstrand  und  Hunrath*). 

Blomstrand   hat   die    Bemerkung    gemacht,   dass    die    Sub- 
stitutionsformeln 

^  =  ,,    f  +  h^O, 

welche  Bezout  zur  Auflösung  der  unvollständigen  biquadratischen 
Gleichung  benutzte,  auf  den  Typus  (38)  führt.  Es  ist  nämlich  in 
dem  vorausgesetzten  Falle 


l- 

folgHch 

y~  h  =  x^  -\-  x^ ,     —  ]/—  /i  =  Xg  +  ^^  , 

-  zy—  h  =  x^x.,  ,        l  +  ^y—  h  =  x^x^  ; 

y—h  =  -^  (x,  +  x2-x,~  x^, 

^y—h  =  —  i-  (x,X2  -  x^x^  , 

*)  Blomstrand,  De  methodis  praecipuis  etc.  p.  54. 

Hunrath,  Algebraische  Untersuchungen  nach  Tschirnhausen's  Methode. 
Progr.  Glückstadt.  1876.  S.  21.  Die  hier  erwähnte  Methode,  welche  bis  jetzt 
nach  einer  von  mir  Herrn  Prof.  Heis  gemachten  Mittheilung  (Aufgaben- 
sammlung §  98b.)  dem  Lotteriesecretär  Hulbe  zugeschrieben  wurde,  ist  eine 
Erfindung  von  Prof.  Mallet  in  Stockholm.    Man  vergl.  §  217,4  (22)  und  §  218. 
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und  endlich 

„ ^1  ^2   .1        ^3  ^^4 

Die  Grösse  z  hängt  offenbar,  da  sie  durch  Permutation  der  Wurzehi 
drei  verschiedene  Werthe  annehmen  kann,  von  einer  kubischen 
Gleichung  ab. 

Diese  kubische  Resolvente  wird  von  Hunrath  mittels  der 
durch  Schlömilch  modificirten  Methode  von  Mallet  für  das  voll- 
ständige Biquadrat  folgendermassen  hergeleitet.     Setzt  man 

^=Qy  +  ^ , 
so  geht  die  vorgelegte  Gleichung  über  in 

y^  H — ^2/'  H ^2        r  -\ ^ — -F =^  v 

-f-  ^4  -  ^  . 

Man  bestimme  q  und  5"  so,  dass  diese  Transformirte  eine  reciproke 
Gleichung  wird.  Ihre  Wurzeln  seien  y^  und  1  : 2/1  >  V^,  '^^^  1  •  2/2  • 
Dann  sind  die  vier  Werthe  von  x: 

^1  ==  ^2/1  +  ^  >    '  ^3  =  3'2/2  +  ^  , 
^2  =  9':2/i  +  ^;     ^4  =  ^:2/2  +  ^. 
g'  und  z  werden  dann  bestimmt  sein  durch  die  Relationen 

q^  =  ^  +  «^3  ^  ^^2  _|_  ^.  _|_  ^j  ^ 

und  XXII: 

\a^  -_  4«&  +  8c)^3  +  {a^h  +  2ac  -  46^  +  16^^^ 

+  (a-c  —  4&C  +  8af?)^  +  («"^^  —  c^)  =  0  . 

Durch  Elimination  von  y^  und  t/o  aus  den  vier  Wurzelausdrücken 
erhält  man  nun 

^1^2  —  (^1  +  ^'^'2)-^  +  ^'  ==  r , 
^3^4  —  fe  +  «^4)^  +  ^^  =  ^% 

folglich 

"    ~~   Wl    +   ^2)    —    (^3    +   ^4)   * 

Es  ist  hiermit  zugleich  der  Weg  angedeutet,  auf  welchem  man  eine 
Wurzel  X  findet,  wenn  ein  Werth  von  z  bekannt  ist. 

Wie  in  §  217,  4  (22)  gezeigt  worden  ist,  kann  man  auch  aus- 
gehen von  der  Reducente  (22): 

n  =  a^d  —  c^  =  (Xj^x.2  --  x.^xj(x^x.^  —  ^'2 ^4) (^'1^4  —  ^2^3)  • 
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Setzt  man  x'  -\-  z  an  die  Stelle  von  x,   so  wird  für  die  Variirte 
die  Function  11  verschwinden^  wenn  man  annimmt 

x^x^  —  x^xl  =  (^1  —  z){x^  —  z)  —  (x^  —  z)(x^  —  £) 

Da  die  Function  77  drei  solcher  Factoren  besitzt^  so  ist  die  Gleichung 

in  s  vom  dritten  Grade.    Man  erhält  dieselbe  in  den  Coefficienten 

a,  hy  c,  d  ausgedrückt,  wenn  man  die  Function  a^d  —  y^  gleich  Null 

setzt   und  nach   Potenzen  von  0  entwickelt.     Dies    gibt   ebenfalls 

die  Resolvente  von  Mall  et. 

Man  kann  der  Resolvente  XXII  eine  einfachere  Form  geben, 

wenn  man  substituirt 

a&  —  6c  +  ßa^ 

^  —  —  36*2  _  8?,  _|.  24|  * 

Man  findet  daraus  die  Form  XXX: 

wo  ^  und  ^  die  beiden  Invarianten  des  Biquadrats  bezeichnen. 

§  322.    Bildung  einer  kubischen  Resolvente  aus  dem  Typus  (39). 
Substituirt  man 

{X^    +  ^2)    —   G'^3    +  ^4)  "  J  ^ 

SO  ist  y  die  Wurzel  einer  kubischen  Gleichung.    Um  sie  abzuleiten, 
gehe  man  aus  von  der  Bemerkung,  dass  die  Function 

„2 O  ^\  "^2  ^3  "^4  „       l_    ^1  -^2  \^%      \      "^4)  ^3  "^4  \^\       I      ^2  / 

rf  I         rvt /y>        /y»  1  nn  \         /y»        m        /y> 

tA^Y    ^\^   «^2  3  *^4  nX'-y       1^   t*^2  *^3  *^4 

ein    trinomischer    Factor    der    bikubischen    Covariante    Gi,^%{£)    ist, 
also  von 

6  _]_  c)^^-f2ac  —  4fc2_}_  iGcZ    .  a^c  +  8a<^  —  4&C    4 

Z    ^  Z  ^3  _  4^5  _^  g-g         ^    -f-  O  -3_  4^;^  _|.  8c  -  ^ 

,     t^^         a^ä  —  c^  3         p:^^^  —  4:abd  -j-  8C6?    2 

'  ^.— ~4«&  +  8~c ^  ""«3  __  4f^-^  _^  8c      ^^ 

«3  —  4a&  +  8c  ^  a^  —  4afe-f8c      ~ 

Schreibt  man  den  trinomischen  Factor  der  Kürze  wegen  allgemein 
0^  —  2mz  -\-  Uj  so  ist  die  bikubische  Gleichung  gleich  dem  Producte 

(0"  —  2ni^0  4-  n^)  {f  —  2m.^z  +  ^^2)  (^^  —  2^3^  +  ^2)  =  0  . 
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Bildet  man  nur  die  Glieder  mit  den  geraden  Potenzen  der  z,  so  er- 
hält man  üieraus 

^«  +  [4(w,  W.2  +  m,m.,  +  m.,m.^  +  n^  +  ??,  +  nJ,z^  + 
[4  {ni^  1)1.2  %  4"  '^^h  ^h  ^^1  +  ^^h  '^^h  ^2)  +  ^1  ^2  +  ^^2 '^^3  +  ^'3  ^^i]'^"+*^i^2^'3  =  ^• 
Nun  folgt  aus  der  Resolvente  XXII: 

,  ,  a^-c  —  4:bc  +  Sad 

also  ist 

Wi  +  w.,  +  tu  =  — 5 , — ,   '    ^ —  . 

1    '       ^    '       3  a^  —  4.ab  +  Sc 

Aus  der  vorhergehenden  folgt  weiter 

_        c^  —  4:hcd  -f  8«^^ 

Da  nun 

(^   -   ^l)Ö/  —   >?2)(^   -   %) 
=  lf—  (Wi   +  >^2   +  %)2/^  +  K^*2  +  %%   +  ^2^3)2/  —  *«!%%  =  0 

ist,  so  hat  man  die  Resolvente  XXI: 

(a^  —  4al)  +  8c)^^  —  (a-c  —  4&c  -\-Sad)y^  +  (w^w^  +  Wit?3  +  >^2^0?/ 

+  (c' ^4:h€d+SacP)  =  0, 
so  dass  man  an  die  Stelle  des  dritten  Coefficienten  zu  setzen  hat 

,  ,  ac^  —  AabdA-  Scd^ 

n,n,  +  n,n,  +  n,n,  =  -  -^_r4«T+-8c^  * 

§  323.    Bildung  einer  kubischen  Resolvente  aus  dem  Typus  (40) 
nach  Lagrange  und  Hunrath*). 

Es  ist  bereits  in  §  217,4(26)  gezeigt  worden,  wie  man  durch 
eine  quadratische  Transformation  und  Einführung  der  Reducente 
(26)  die  quadratische  Gleichung  reduciren  kann.  Die  Auflösung 
führt  auf  eine  Resolvente,  deren  Wurzeln  durch  den  Typus 

ausgedrückt  wird.  Man  kann  dieselbe,  wie  Hunrath  gezeigt  hat,  auch 
ableiten  von  der  Resolvente  XXII.  Es  ist  nämlich  nach  §  321, 
wenn  2  einen  Wurzelwerth  von  XXII  bezeichnet, 

^   ~~    l^l    +   ^2)    —    (^3   +  ^-4)   * 


*)  Lagrange,  Reflexions  etc.  Art.  40.  S.  196.    Man  vergl.  Hunrath  am 
Ende  seiner  Abhandlung,  sowie  oben  §  217,  4  (26). 
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Weil  nun   a  ==  —  (^i  +  ^2  +  ^3  +  ^4)  ^^^1   so  findet  man  daraus 

Substituirt  man  demnach  in  XXII:  0  =  —  ^^  —  Y?/?  ^^^  ordnet 

nach  Potenzen  von  y,  so  resultirt  die  gesuchte  Resolvente  XX.  in 

der  Form 

(^3  __  4:ah  +  Sc)y'  +  (ßa^  -  Ua'h  +  20ac  +  8h'  -  32d)y' 
+  (3«^  -  16a^b  +  20a'c  +  Ißah'  —  ^2ad—  16bc)y 
+  (a^  —  6a^h  +  Sa^c  +  Sa'b'  -  Sa'd  -  Ißahc  +  8c')  =  0. 

Lagrange  leitet  sie  auf  folgende  Weise  ab.     Substituirt  man  in 

der  vollständigen  biquadratischen  Gleichung  die  quadratische  Function 
x'  —  yx  -]-  V  —  w  =  0  , 

ordnet  die  neue   Gleichung  nach  Potenzen  von   ti   und    setzt  den 

zweiten    und  vierten  Term   gleich   Null,   so   erhält  man  die  obige 

Resolvente.     Zur   Bestimmung  von    u'   hat  man  die   quadratische 

Gleichung 

u^  +  Äu'  +  B  =  0. 

Bezeichnet  man  die  Wurzeln   derselben  mit  u^  und  —  u^j  u^  ^^^ 

—  u^y  so  ist 


x'  —  yx^  -^  V  = 
x^  —  2/^2  +  ^  = 
^i  —  yx^  +  v=       u. 


"1  j 


x'  —  yx^  -[-  ^  =  —  n^. 

Durch  Elimination  von  u^  und  u^  erhält  man 

^1    +  ^2^  —  2/K  +  ^2)  +  2v  =  0  , 
^i  +  ^/  —  2/fe  +  ^4)  +  2«;  —  0  . 

Subtrahirt  man  diese  beiden  Gleichungen  von  einander,  so  erhält 

man  in  der  That 

§  324.    Bildung  einer  kubischen  Resolvente  aus  dem  Typus  (41). 

Man  kann  ferner  eine  kubische  Resolvente  suchen,  deren  Wurzel 
ausgedrückt  wird  durch 

(^1  +  ^2)^  ±  fe  +  ^4)^  =  2/  • 
Wählt  man   das   obere  Vorzeichen   des   zweiten  Gliedes,   so   kann 
man  statt  dessen  schreiben: 


Dder 
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(a^  —  2h)  +  2{x^X2  +  x^x,,)  =  y , 


s  =  x^x.,  +  x.,x^  =  ly  —  ^  (rt-  —  2h) . 


Da  12  eine  Wurzel  der  Resolvente 

ist,   so  lässt  sich  leicht   eine    kubische  Gleichung  herstellen,   von 
welcher  y  die  Wurzel  ist. 

Wählt  man   dagegen   das   untere   Vorzeichen,   so    erhält   man 
durch  Division  der  Gleichungen 

(^1  +  %)'  —  fe  +  ^b^  =  y, 

lind 

(^1  +  ^2)  +  fe  +  ^4)  =  —  « , 
in  einander 

^1  +  ^\>  —  ^3  —  3^4  =  —  y  \  a  . 
Der  Ausdruck  links  ist  die  Wurzel  der  Resolvente  von  Lao- ränge 
^«  —  (Sa^  —  8&)^^  +  (3a*  -  16«^6  +  16ac  +  166^  —  64^?)/' 
—  (a^  —  4a&  +  8c)2  =  0  , 
worin  an  die  Stelle  von  s  die  Hauptgrösse  —  y.a  einzusetzen  ist. 
pie  Berechnung   der  Wurzeln  x^^x^^x.^^x^   aus  y  bietet  keine  be- 
sonderen Schwierigkeiten. 


§  325.    Ableitung  einer  Resolvente  aus  dem  Typus  (42). 
Wir  nehmen  an,  es  sei 

(^1  +  ^^2)'^  ±  (^\  +  ^2)fe  +  ^'4)  +  fe  +  ^4)^  =  y ' 

Wegen  der  Relation 

{x,  +  ^2)2  +  2{x^  +  .^■,)(a;3  +  x^  +  {x.,  +  a;J-  =  «,- 
ist  alsdann  je  nach  dem  Zeichen  entweder 

^  -=  {^\  +  ^2)  (^3  +  ^4)  =  ^''  —  ?y ; 

oder 

^  ==  (^1  +  ^'2)^  +  ^4)  =  Y  («'  —  ]f)  • 

Es  ist  nun  z  eine  Wurzel  der  Resolvente  XVI.,  woraus  sich 
leicht  mittels  Substitution  die  beiden  Gleichungen  in  z  darstellen 
lassen. 
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§  326.    Ableitung  einer  Resolvente  aus  dem  Typus  (43). 
Wir  nehmen  jetzt  an^  es  sei 

x,x^  +  (^1  ±  ^2)fe  ±  ^4)  +  ^3^4  =  y  • 

Wählt  man  die  oberen  Vorzeichen^  so  erhält  man  durch  Zuziehung 
der  Relation 

x^x.^  +  (x^  +  x.^{x^  +  x^  +  x^x^  =  h, 
indem  man  die  beiden  Gleichungen  addirt, 

X,X,  +  X,X^,  =  ~(iJ  +  h), 

oder,  wenn  man  sie  von  einander  subtrahirt, 

(x,  +  x,){x^  +  X,)  =~Q)  —  y). 

Die  erste  dieser  beiden  Untertjpen  ist  die  Wurzel  der  Resolvente 
XIIL,  die  zweite  die  Wurzel  der  Resolvente  XVI.  Die  Auffindung 
der  Wurzeln  ü;^,  x^,  x^,  x^  bietet  also  keine  besondere  Schwierigkeit, 
sobald  man  die  Resolvente  in  y  kennt. 

Wählt  man  die  unteren  Vorzeichen  des  Typus,  setzt  also 

und  subtrahirt  diese  Gleichung  von 

^1%  +  (^1   +  ^2)(^3  +  ^'4)  +  ^3^4  =  ^  ; 

SO  erhält  man 

x,x^  +  ^2^3  =  y(^  —  y)  - 

Die  linke.  Seite  ist  die  Wurzel  ^  der  Resolvente  XIII.,  und  es  kann 
somit  die  Resolvente  in  y  leicht  durch  Substitution  z  =  —  (h  —  y) 
hergestellt  werden. 

§  327.    Bildung  einer  kubischen  Resolvente  aus  dem  Typus  (44). 
Die  Substitution  des  Typus 

2x^x.^  —  (^1  +  x.^{x.^  +  x^)  +  2.^3^4  ==  y  , 
oder 

C^i  —  ^3)fe  —  ^4)  +  fe  ~  -^3)  (-^1  —  ^4)  =  y ; 

ist  von   Her  mite*)    zu    einer   eleganten   Methode    der   Auflösung 


*)  Hermite,   Sur  les  fonctions  homogenes.     Crelle's  Journ,  LIT.  S.   4. 
1856.     Man  vergl.  §  274. 
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biquadratischer  Gleicliungen  verwendet  worden.    Verbindet  man  die 
Annahme  mit  der  Relation 

durch  Addition,  so  resultirt 

X^X^  +  X^X^  =  —  {yJ^-b), 

Die*  linke   Seite  ist  die  Wurzel  der  Resolvente  XIII  und  man  er- 
hält durch  Substitution  von   z  =  --  {y  -\-  h)  -. 

f  —  36^2/  +  512^  =  0  . 
Setzt  man  jetzt  1/  =  6^,  so   erhält  man   die   bekannte  Resolvente 
XXX: 

g^-^J  + 23^  =  0. 
Um  die  Wurzeln  x^^  %,  ^^3,  x^  zu  erhalten,  kann   man  recurriren 
auf  den  Typus  (25),  nämlich 

Ai\   '^—-  X-i      I     X2  X'j  Xt  • 

Eine  Beziehung  zwischen  z  und  J  findet  man  nach  Her  mite  auf 
folgende  Art.    Es  ist 

3^^  =  [{X,  -  x,y  +  (x,  -  x,y  +  (x,  -  x,y  +  {x,  -  x,y  +  {x,  -  x,y 

+  fe  —  ^4)^]  +^[(^1  —  ^3)fe  —  ^4)  +  (^1  —  ^4)('^2—  ^3)] 

==3a2_8&  +  24?; 
folglich 

z  =  ±]/}(3a'-Sh)  +  Si, 

Die  Wurzelwerthe  der  vorgelegten  Gleichung  lassen  sich  also  ohne 
Schwierigkeit  mittels  der  Methoden  von  Lagrange  und  Ter  quem 
berechnen,  nachdem  das  Vorzeichen  von  z  nach  den  gewöhnlichen 
Regeln  bestimmt  ist. 

§  328.    Bildung  einer  kubischen  Resolvente  aus  dem  Typus  (45). 
Wir  substituiren  jetzt 

^1^2  {P^B  liz  ^^4/   •  \."^i  in  •^'ij'^s^i  ^^^  y  • 
Lässt  man  das  obere  Vorzeichen  gelten  und  verbindet  die  Substitution 
mit  der  Gleichung 

X^X2{Xq  -}-  X_^)  -f-  [Xi  -{-  ^2)^3^4  ^^^  ^7 

so  erhält  man  durch  Addition 

55* 


368  Fünfter  Abschnitt.     Combinationsmethoden.     IV". 

oc^X.^X^  +  ^4)  =  Y  (^  —  ^)  y 
durch  Subtraction 

Multiplicirt  mau  die  beiden  letzteren  Gleichungen  mit  einander^  so 
findet  man 

^  =  K   +  ^'2)(^3  +  ^4)  ==  —  ^  (?/^   -   C")  . 

Die   linke  Seite   ist   die  Wurzel   der  Resolvente  XVI,   woraus  sich 

ohne    Schwierigkeit    durch    Substitution    von   0  =  —  —  (1/^  —  c^) 

die  Resolvente  in  y  ergibt. 

Wenn    die   unteren  Vorzeichen   genommen  werden,    also    ge- 
setzt wird 

^1^2V'^3  '^4:/     I      \ß'l  X2)00^0C^  =  ^  ? 

SO  kann  man  diese  Gleichung  durch  Addition  und  Subtraction  mit 
der  Coefficientengleichung 

verbinden.     Man  findet 

X,  x^  (x,  -j-x,)==~^(y  +  f')' 

Multiplicirt  man  diese  beiden  Gleichungen  miteinander,  so  wird 

^  =  (^1    +  ^b)(^2   +  ^4)  =    -   O  (^'  "~   ^'^  • 

Die  linke  Seite  ist  eine  Wurzel  der  Resolvente  XVI;  es  kann 
somit  die  Resolvente  in  «/^  gefunden  werden.  Es  leuchtet  ein, 
dass  man  noch  zu  einer  andern  Resolvente  vom  sechsten  Grade 
gelangt,  wenn  man  von  dem  Untertypus  (46)  ausgeht.  Auch 
bietet  die  Ableitung  von  Resolventen  aus  den  übrigen  aufgeführten 
Typen  (47)  bis  (54)  keine  besondere  Schwierigkeit.  Wir  wollen 
unter  diesen  nur  noch  den  Typus  (53)  besonders  betrachten,  in- 
dem derselbe  im  Zusammenhange  mit  dem  Typus  (44)  steht. 

§  329.    Ableitung  einer  Resolvente  aus  dem  Typus  (53). 

Substituirt   man    (x^  —  X2)  {x^  —  oc^)  =  y,    so    übersieht    man 
leicht,   dass   derselbe   sechs   verschiedene  Werthe   annehmen  kann, 
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ilso  auf  eine  Gleichung  vom  sechsten  Grade  führen  muss,  in  welcher 
lie  unjjjeraden  Potenzen  fehlen.  Die  mödichen  Perrautationen  der 
ner  Wurzeln  sind  nämlich: 

(x^  —  Xi)(x^  —  x^)  ==  (x^  -  x.,)(x^  —  X,)  =  +  y,, 

fe   —   ^l)(^4   —  ^2)   =  (^1   —  ^'3)  (^2    —  ^4)   =  —  U2  , 
(^3   —  «l)(^2   —  ^4)  =  0*1   —  ^3)  (^4  —  ^^2)  =   +  II 2  ; 

(«4  —  *^i)0'^3  —  ^2)  =  (^1  —  ^4)  fe  —  ^3)  =  +  yz> 

{x^  -  x^{x.^  —  x^  ==  ix^  —  x^{x.^  —  x.^  =  -  2/3  . 
jreht   man    aus   von  der  in  §  327  nach  Hermite   angenommenen 
Substitution 

(^1   —  ^3)(^2   —   ^4)  +  (^2   -  ^3)(^1    —  ^4)  ==  6^1   =   —  2/2  +  2/3, 
K   —  ^2)(^3  —  ^4)  +  fe  —  ^2)(^1  —  «^4)  =  6^2  =  ^1  —  Vzy 

te   -  ^l)(^2  —  -^4)   +  (^2  —  •^\)(^3  —  -«^4)  =  653  =  y2~  Vly 

o  erhält  man 

5l   —  ^2  =  T,    (^^2  —  •%)'Ä  —  ^O  =-Vysy 


^2- 

-^3 

= 

1 

Y 

(x, 

-  ^2)^ 

-^4)  = 

1 
2 

:Vi, 

^3- 

-5l 

= 

1 

~2 

(x, 

-  •^3)('*4 

-  ^'2)  = 

1 

i/2- 

demnach  sind  //j,  v/2,  y^  die  Wurzeln  der  Gleichung  der  zweifachen 
^Vurzeldifferenzen  von  der  Gleichung  XXXI: 

st  nun  ^j  —  ^2  =  ^3  so  ^^^  nach  §  19: 

/  -  6^^^  +  9^-^^2  -  4{f^  —  21^'-)  =  0, 
ind  wenn  man  2(^i  —  ti)  "=  V  setzt, 

/  -  24J^y/^  +  UA^hf  —  256 (^^  —  27^0  ==  0, 
der 

0/^-  \2^yf-B,  =  0. 
)ie  Gleichung  in  ij  lässt  sich  demnach  in  zwei  kubische  zerlegen 
lämlich 

^^-12^y/  +  >/5,  =  0. 

5  330.    Methode  der  Auflösung  der  biquadratischen  Gleichung  von 
der  Cayley'schen  Form  mittels  Combination  der  Wurzeln. 
Um  die  Quartic 

{a,  l,  c,  d,  e)  {x,  1)*  =  a.r:*  +  Ahx^  +  Qcj^  -\.^dx  +  e  =  0 
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aufzulösen,  wollen  wir  noch  ein  Paar  Combinationsmethoden  mit- 
theilen, und  zwar  eine,  welche  auf  die  Wurzelformen  der  Methode 
der  Wurzelproducte  und  eine  zweite,  welche  auf  die  Formeln  von 
A ronhold  führt. 

Bezeichnet  man  das  Product  zweier  Wurzeln   der  vorgelegten 
Gleichung  mit  y,  so  wird  (§  313) 

x^x^  =  ifi  y  x^x^  =  e  :  ay.^  =  7^.3, 
x^x-^  =  ?/2 ;  x^x^^  =  e  :  ay^  =  ifi^,  y 
x^x^  ■=  2/3 ,     ^'3^4  =  c  :  ay^  ==  ri^ . 

Es  sind  nun  nach  dem  Früheren  y^^  t/^,  VsyViyV'iyV-d  ^i^  Wurzeln 
der  Resolvente 

^^  (^  +  a^  -  ''''  (^  +  a^^  +  ^<^^''  -  ^^^')  (y  +  -k) 

—  ^{2h^c  —  3ace  +  2ad')  =  0. 
Setzt  man 

SO  geht  die  Resolvente  über  in  die  z/- Determinante  von  Aronhold 

Man  hat  demnach 

y  —  2      -—  y  -\ =  0, 

und 

Dem  Radical  können  wir  noch  eine  andere  einfachere  Form  ireben. 
Es  ist  nämlich 

\de)  \da) 

Der  Wurzelausdruck  geht  dadurch  über  in 


1  \ddj  2X  +  C    ,      1  \^^ ) 


=  2X_-|-  c    ,    ^  ,       .       .        ^  -^  ,^    , 


■"  Vm    "  ~    "^6^) 


und  mau  erhält 


Ui  = 


§  330.     Auflösung  der  Cayley'schen  Form. 
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"V(K). 


ni 


2/2 


n-2 


2/3   = 


nz 


■V^-i), 


•  m 


vm. 


•  vm. 


(2A,+.,i/(i);+i(ii)_], 


(''■  +  'yVmri(m- 


<-.+•)  FW. +  l(lf).]. 


(-.  + •)!/©. -HU).]- 


3ie  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  sind  nun 

ydeVj  was  dasselbe  ist, 

og  (x^')  und  log  {xy)  =       log  y,  ±  log  ^/^  ±  log  ^/g  +  log  ^  ±  log  «, 

og  (.r/^)  und  log  (x^')  =  -  log  ^/^  +  log  y.,  +  log  y,  +  log  c  -  log  a, 

venu 


[«2/12/22/3  +  (2/1  +  2/2  +  2/3)^1  :  ]/2/i2/22/3  ^  =  +  -1^ 


st. 


Setzt  man  nun   die   oben   gefundenen   Werthe   für  y  ein   und 
)erüeksichtigt,  dass 


st,  so  findet  man 
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X 


[>"-+"i/(K).+ä©j' 


+ 


Analog'  sind  die  drei  übrigen  Wurzelformen  zu  bilden,  indem  mar 
die  Vorzeichen  des  zweiten  Gliedes  innerhalb  der  Klammern  ändert 
Wird  bei  einer  beliebigen  Wahl  von  nicht  zusammengehöriger 
Werthen  von  y^^  y^j  y.^  gefunden 

^ViV^iV-^  +  (2/1  +  !/2  +  2/3)^] '  VyiV^y-^  =  +  ^d, 

so  braucht  man  nur  nach  den  in  §  313  gegebenen  Regeln  in  ent 
sprechender  Weise  die  Vorzeichen  des  zweiten  Gliedes  innerhall 
der  Klammern  zu  ändern. 

§  331.  Ableitung  der  Formeln  von  Aronhold  mittels  symmetrische] 
Functionen  der  Wurzeln*). 

Um  die  Quartic 
(1)     (a,  hj  c,  d,  c)  {Xj  1)"^  ==  aoc:^  +  Ahx^  +  Qcx^  -{-  -idx  -\-  c  =  0 
aufzulösen,  gehe  man  aus  von  der  Identität 
(2)  A=  ■ 

« ,  "~  4  "  ^"^^  "^  ^'=^  ^"  '^'3  "^  '^''^ '     ~^  ^^  '^■^'i  ^'^  "^  "^^  '^^ 

—  a  {x^  x.^  -j- x.^  x^) ,      —  -^  a{XyX.j^ [^'3+^'4H-^3^4[^'i  +^2]) >     ^ ^1  ^2  ^3  ^4 

Die  in  der  positiven  Diagonale  dieser  Determinante  gelegenen  Func 
tionen  der  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  sind  keine  voll 
ständig  symmetrische,    sondern  lassen   die    dreifachen   Variationei 

^1^2  "1  '^'3*^47  1*^1  ~r  '^2/\'^3  I  ^4:)) 
^i^3  I  •^2'^4?  V*^!  ~r  ^3) ("^2  I  ^4)? 
^1^4  "T"  ^2^3  J      (^'1  "r"  ^4)  C^2  ~r  ^3) 

zu.  Deswegen  muss  die  Determinante  eine  Resolvente  der  Quarti« 
sein.   Da  die  drei  Variationen  einen  Theil  von  c  bilden,  so  setze  mar 


*)  Man  vergl.  Cr  eile's  Journ.  Bd.  LH,  und  oben  §  264. 
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Man  erhält  auf  diese  Weise  die  z:/- Determinante  von  Aronhold, 
nämlich 


==— 4A^+J4,2A— J4.3=0. 


a  b      (c  +  21) 

(3)     z/  =        h        (c  —  A)       d 
(c  +  2A)      d  e 

Da  nun  die  Determinante  (2)  stets  verschwindet,  wenn  die  Quartic 
(1)  gleich  Null  ist,  so  ist  die  Determinante 

ri'         a  l       (c  +  2A) 

—  ril        h         (c  —  X)        d 
r  {c  +  2l)       d  e 

d.  h.  ein  vollständiges  Quadrat.  Um  dies  nachzuweisen  und  zu- 
gleich die  trinomische,  quadratische  Form  von  0  darzustellen,  ent- 
wickeln wir  die  Determinante  (4).     Wir  erhalten  daraus 

h      c  — AI 


(4) 


o\ 


a      h 
h  c  —  k 


+  2f  i? 


a     C  +  2A 
C  +  2A      e 


a  h 

c  +  2k    d 

+  21^^ 


+  2^r^\ 

h         d 

C+2X    e 


c  +  2k     d 


+  n 


Ac  —  k  d 


I 

+  IW  \ 

i 

Die  Coefficienten  dieses  Ausdrucks  lassen  sich  durch  die  partiellen 
Differentialquotienten  von  z/  ersetzen;  es  ist  nämlich 


A,     d 


d,  e 

2(cd~he  +  2dk)  =  —  2 


üj     C  +  2A 
c-f2A,     e 


&,  d 

c  +  2k,     e 

+  2' 


(dd\        ,.,  ,       ,  öf. 


h,      c~k 
\c  +  2k,     d 


!      hj     c  —  Ai 


\€X)  ^  |c+2A,  d  I       iC  +  2A, 

Daraus  folgt  ^ 


a,     c  +  2Ai 

e       1 
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(5)     0'  = 

Berücksichtigt  man  nun  die  Relationen 

[d'b)  \d~d) 

[db)  s\^d) 


[de)      \^^/~47a^\  "~T/a^\  ' 


■       (8)    2 
SO  ergibt  sich  aus  (5)  ohne  besondere  Schwierigkeiten 


d  a, 


.    i\de/\db/'         4.\db)\dd/'     \dd/\da/j    [       . 


vmur&m 


Mit  Hülfe   der  Gleichungen   (6)   bis   (8)  lässt  sich  der  Werth  von 
0  auch  noch  in  andere  Determinantenformen  bringen,  z.  B. 

7j^         a  b 

^'  {c  +  2A)    d 


(10)     0=_|__^^ 


Tj' 


\dd) 


ri'         a       (c  +  2A) 
I'    (C  +  2A)      e 


\ddJ  ^ 
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(12)     <P  =  +  --i= 


r         d  e 


=±y||-p[©+©]--H")^'+©'']- 

Geht  man  nun  aus  von  der  Gleichung  (10)  und  bezeichnet  die  drei 

möglichen   Werthe   von  ^,  die  sich  durch  Einsetzung  der  Werthe 

Aj,  k^,  A3   ergeben,   mit  9?,  ^,  ;U,  so   erhält  man,  vom  Vorzeichen 
abgesehen, 


49 
a 

41/; 
a 

L  a 


Bezeichnet  man  ferner  eine  der  vier  Wurzeln  x^,  x.^^  x^,  x^y  z.  B. 
x^  allgemein  mit  x,  addirt  die  drei  Gleichungen  und  dividirt  durch 
4,  so  resultirt 

(14)     ^  +  i,  +  j^=={ax  +  h)^'  +  {ax'+Ahx  +  ^c)b]-{d+^y 

wo  5  uii<i  "^  willkürliche  Grössen  sind,  also  auch  für  eine  von 
beiden  Null  gesetzt  werden  können.  Setzt  man  aus  (5)  für  (p,  ip 
und  X  ihre  Werthe  ein,  welche  man  erhält,  wenn  man  in  die  par- 
tiellen Differenzialquotienten  nacheinander  die  Wurzelwerthe  A^,  A2,  A3 
der  Resolvente  (3)  z/  =  0  einführt,  so  gelangt  man  zu  den  be- 
kannten Formeln  von  Aronhold,  nämlich 

{a,  b,  c,  d,  e)  (i,  nY  {x,  y) 


4- 


^m.- 

i  —  xri 

-m.'  mM 

Vm.' 

-^(jd\'    sijc).; 

-m,  ©*-  ')• 

V 


ffe\>      l(ad)3'    lidiX'      \{si\'  (d'^X^''') 
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Unter  Berücksichtigung  der  Formeln  (9)^  (10)^(11)^(12)  lässt 
sich  diese  allgemeine  Wurzelform  noch  in  vielen  andern  theils 
symmetrischen,  theils  unsymmetrischen  Ausdrücken  gestalten-,  ebenso 
die  bikubische  Covariante  (74,6  und  die  Discriminante  D^.  Eine 
solche  lineare  Wurzelform  der  Quartic  (1)  ist  z.  B. 

1+     1+     1+ 


c^  I  tX 


a     tx 


1+ 


1+ 


+ 


o-  a   -=t. 


^1  tx 


iSTC 


+ 


^  I 


<:t>     Sij 


(Ttf 


+ 


C^  I 


1+ 


tTTf 


+ 


CH    gi    -S_ 


+ 


I I 


S^   tx 


s|t:x 


y   I / 


^^^       "^^       ^^ 


Qol  Cid 

a    tx 


CDl  CD 

o-ltx 


C>j|  "^ 


c«.     tx 


Col^ 


Col*^ 

ch|  tx 


Cl5|  ^ 


a>     tx 


"> 
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Für  die  bikubische  Co  Variante  64,6  (I,  »?)  gilt  die  Beziehung 

[(ID.(^0.^•-KS).(S).^•'+©.(i^).•'■]■<-'•'»■••>■ 

Ausserdem  sind  neue  Ausdrücke  für  die  Discriminante  der  Quartic 
M   (-) 


X 


X 


{2v,nrs,.y 


4:\db._ 

4:\db)s\dd/s'    \dd/s\da). 

•Z-'i       I      tA/tf  «Vo  *^A  j  rt/|  tX/fcj  """"  t//o  «// I    •  \  *^2  V^       I       *^±}  ii-a  *^  A  Vi        I      tl/o  ) 

X^        X.^  -\-  .T3        .T-^  ,      X■^^  X^        X^  X^  ,      X^  X^  \X^  -f-  X^)  X.)  X^  \X^  -j-  x^) 

x^      Xo     ^3  ~r x^ ,    x^  x^     x^  x^ ,    x^  x^  [x^  ~f~  x^)  x.^  x^  (x^  -\- x^) 


(gl)/ 

(äi)/ 


1        \8ft/3\gd/3 


n 


db 


:  i4n) 


Betrachtet  man  die  Quadrics  (p,  i^,  X  ^^^  ^^®  Factoren  einer 
Sextic^  so  haben  die  Wurzeln  dieser,  wie  schon  Hesse  (§  262) 
im  Jahre    1851    gezeigt  hat,    die    merkwürdige    Eigenschaft,    dass 

jedes  Werthepaar  — ,  —  je  zweien  Wurzeln  der  Quartic  har- 
monisch zugeordnet  ist.  Diese  Sextic  ist  die  bikubische  Covariante  der 
Quartic.  Um  das  Theorem  von  Hesse  noch  auf  eine  andere  Art 
zu  beweisen,   schreibe  man  die   erste  Gleichung  in  (13)  wie  folgt 

4qp 


^v 


© 


^1    H~  ^2 


«»?'(^i  4- ^^2  — 

^3-^4  I  — \   -4- 

^3  -  ^4  \n)  "' 


Xg         X^) 

^t^2(^3    +  ^4)    —  ^3^4(^*1    +-'^2) 

Xi      -\-     X^  Xg  X^ 


0, 
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und    setze    der   Kürze    weejen    —  ==  ^i  ,    ---=  t:  alsdann  wird 


.y.     _1_  /v.     /v.     _   -r  9    V*^!    "1"   bl/  7 

•Xy-i  J         «^Q  «Ayo  "^^  ^ 


^1  ^2  (^3    +   ^4)--3^(^l_+    -^2) 


^iSl- 


ti/i  p"     rC-o  »^-'ß  «^4 

Aus  den  Identitäten 

^1^2(^3  ~r  ^4)       ^3  ^4  (^1  ~T~  ^2)        v^i  ~r  ^2)  (^1  ^2      ^3  ^4) 


^j  -|-  ^2        -^3 


X^      1      ^^2  ^3 


+  .^1.^2  =  <^  7 


^1^2(^3    I    ^4)        ^3a:?4(^j  -)-  .^2)  {x^  -\-  x^)  {x^  a?2       ^3  ^4) 

^4  Xj   — j—  x^         x^         x^ 


(15) 


(16) 


"^1      I     '^2  *^3  ^^4 

folgen  die  Relationen 

^1^2  —  Y  (^1  +  ^2)(^i  +  5i)  +  ^1  Si  =  0  , 
.^3^4  —Y  (^3  +  ^JC^i  +  5i)  +  ^iSi  =  0  . 
Analog  erhält  man 

^1^3  —  4  (^1  +  ^3)^  +  ^2)  +  ^2?2  =  0  , 
(^2  +  ^4)(^2  +  ^2)  +  ^2&  =  0  , 
(^l   +  ^4)(%  +   ^3)  +  ^3^3=0, 


+  ÄJaa;^  =-  0 


Ji/i)  Xa 


(17) 


Xi  Xa 


.^2^3  —  Y  fe  +  ^3)fe   +   &)  +  ^3&  ==  0  . 

Je    zwei    dieser    Systeme    geben    je    eine   Gleichung    des    fol- 
genden : 


(18) 


^.  fe  -  {-  («2  +  &)(«a  +  &)  +  ^3  &  =  0  , 
^.  ^8  -  2-  (%  +  ?3)(^.  +  S.)  +  «I  Si  =  0  , 


«i?i 


(^l   +   Sl)(^2   +   Ü  +  «253  =  0. 


Hieraus  folgt,  dass  die  so  bestimmten  Punctepaare  äjJj,  e^i'n  «3 Sa 
ebenfalls  einander  harmonisch  zugeordnet  sind. 


Sechster  Abschnitt. 

Von  der  Anflösuiig  der  Gleiclmiigen  der  ersten  Aier  Grade  mit 
Hülfe  goniometrisclier  Functionen. 


I.     Das  Princip  der  goniometrischen  Methoden. 

§  332.    Allgemeine  Bemerkungen. 

Bei  der  Auflösung  der  quadratischen,  kubischen  und  biquadra- 
tischen Gleichungen,  insbesondere  der  numerischen  und  einiger 
specieller  Fälle  höherer  Gleichungen,  z.  B.  der  irreductiblen  Formen, 
lassen  sich  mit  Vortheil  goniometrische  Functionen  zur  Darstellung 
und  Berechnung  der  Wurzelwerthe  verwenden.  Insofern  nun  die 
Wurzeln  der  genannten  Gleichungen  sich  in  allgemeinen  und  ge- 
schlossenen Formen  darstellen  lassen,  was  nicht  immer  ohne  Bei- 
mischung algebraischer  Ausdrücke  möglich  ist,  wird  man  die  gonio- 
metrischen Methoden  den  allgemeinen  Methoden  zuzählen  und  aus 
diesem  Grunde  in  einer  Algebra  der  Gleichungen  abhandeln  dürfen. 
Das  Princip  der  goniometrischen  Methoden  besteht  im  Wesent- 
lichen in  der  Benutzung  der  goniometrischen  Functionen,  gebrochene 
Potenzen  mehrgliedriger  Ausdrücke  darzustellen  und  dieselben  zur 
Berechnung  derselben  mit  Hülfe  von  Logarithmen  geeignet  zu 
machen.  Für  die  Auflösung  der  linearen  Gleichungen  gewähren 
die  goniometrischen  Functionen  keine  nennenswerthen  Vortheile. 
Wir  beginnen  deshalb  sofort  mit  der  goniometrischen  Auflösung 
der  quadratischen  Gleichungen. 
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IL    Von  der  Auflösung  der  quadratischen  Gleichungen*). 

§  333.    Goniometrisclie  Auflösung  der  Gleichung  x^+px  —  q  =  0. 

Die  vorgelegte  Gleichung  gibt  durch  Anwendung  der  Algebra 

Macht  man  die  Substitution 

?-^  =  tanA,      oder    p  =  2'/g.  cotA, 

so  wird 

x^  =  —-\/q.(ioil  +  -\/q.  Yc^uF+l  =  —  l/g  .  cot  l+Yq:  sin  l 

:Kj,  =  —  "l/g  .  cot  A  —  Yii.  j/coFA^ -f  i  =  —  "/i  •  cot  /l  —  Yq  :  sin  A 
__yg  r  1    +cot4=-y2.^T^=--/5^-cot|A. 

Zahlenbeispiel.     Aufzulösen  x^  +  1,1102^  —  3,3594  ==  0. 
Man  substituire  einen  Hülfswinkel  A  durch  die  Annahme 

2 1/3^594        ,       , 
-^— ^tanA. 

Man  findet     log  tan  A  =  0,5187596  ;  A  =  73«  9'  r,l . 

Nun  ist  log  ]/3;3594  =  0,2631308 ,     log  tan  y  A  =  1,8704019  5 

folglich  log  Xj^  =  0,1335327  ;     x^  ==  1,35998 . 

Ferner  ist  log  cot  y  A  =  0,1295983  ; 

folghch       log  (—  .T.)  ==  0,3927291 ;     x.,  =  --  2,47018  . 


*)  Mollweide,  Allgemeine  Auflösung  der  unreinen  quadratischen  Gleichungen 
durch  die  Goniometrie.    Zach,  Monatl.  Corresp.    XXIT.    1810. 

Förstemann,  Ueber  die  Auflösung  der  quadratischen,  kubischen  und 
biquadratischen  Gleichungen  mittels  goniometrischer  Functionen.  Dauzig  1836. 

Fischer,  Die  Auflösung  der  quadratischen  und  kubischen  Gleichungen 
durch  Anwendung  der  goniometrischen  Functionen.     Elberfeld  1856, 

Heis,  Anwendung  der  Goniometrie  zur  Auflösung  der  Gleichungen  zweiten 
Grades.     Lehrbuch  der  Trigonometrie.    Cap.  VIII.    4.  Abschnitt. 

Aufgabensammlung     §  69. 

Scherling,  Zur  trigonometrischen  Auflösung  quadratischer  Gleichungen. 
Zeitschr.  für  math.  und  naturw.  Unterricht.    V.    S.  52.    1874. 
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§  334.    Goniometrisclie  Auflösung  der  Gleichung 

x^  -\- px  +  ^  =  0. 

Durch   Anwendung  der   Algebra   erhält   man   die  Wurzelform 

*  =  -  Yi>  ±  Y  Vp-  -  4g. 
Es  sind  hierbei  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 
a)  Wenn  Aq  <.  p"  ist,  so  substituire  man 
p  =  2yq  :  sin  k ; 
dadurch  wird 


=  —  Vi  ( ^-^  —  cot  A  )  =  —  Vq     ~^^.^    =  —  Vq  '  tan  —  A  : 
^  ^  \sm  X  /  '^  ^       sin  X  '^  ^  2       ' 

*^ = ~  sfe  -  ^'^  V'-^i^ = -  y^- «'"  ^  - 1/5".  cot  A 

=  - -/S  (-^  +  cot -l)  = -^  1/2  Üy^  =  __  l/g  .  cot  I  X  . 

^  ^    \sin  i    '  /  '^  ^       sin  X  '  ^  2 

Zahlenbeispiel.  Aufzulösen a;^^+9,125571a;  + 9,7419265  =  0 
Man  substituire 


2 19,7419265  .      , 

9,125571       =^'^^'^ 
dann  ist 

log  sin  A  =  1,8350923 ;     A  =  43<^  9'  4r;4 . 
Nun  ist 
'  log  1/977419265  =  0,4943224  , 

logtany  A=  1,5971902. 

Daraus  ergibt  sich 

log  (—  X,)  =  0,0915126,    X,  =  —  1,23456 . 
Ferner  ist 

logcotyA  =  0,4028102, 

woraus  sich  berechnet 

log  (—  X,)  =  0,8971326 ;     x.,  =  —  7,89101 1 . 
b)  Wenn  4g>_2r  ist,  so  substituire  man 
p  =  2  Yq  cos  -0^ . 

Matthiessen,  Grundzüge  d.  ant.  u.  mod.  Algebra.  56 
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Dadurch  nimmt  die  Gleichung  die  Form 

x^^  +  2  l/g  cos  '9' .  ri;  +  g  =  0 
an.    Aus  der  algebraischen  Wurzelform  erhält  man  nun 
a;^  =— "j/g  .cosO- + 1/^  ]/cos¥^^^=  ~  y^  (cos'^  —  sinO' ]/— l) , 
X.,  =  -  Yq.  cos-O-—  Yq  ]/cos¥^^^==  —  l/^(coS'9'  +  sin-^  |/^^)  . 
Zahlenbeispiel.    Aufzulösen 

x^  —  138,72274^  +  8016  =  0. 
Da  hier  4^>j/''  ist^  so  substituire  man 

138,72274 

2  ysöiG 

Alsdann  findet  man 


==  cos  ^ 


log  cos  '^  ==  1,8891388 ,     -O'  ==  39^  13'  ir,7  . 


Nun  ist 

folglich 
und 


logl/8016  =  1,9519788, 
log  sin  ?t  =  1,8009331 , 

log  [Yq.  sin  '^]  =  1,7529119 
x^  und  X.,  =  69,36137  +  56,61272  )/- 


§  335.    Methode  von  Förstemann*). 

Gegeben  sei  die  quadratische  Gleichung  rr^  +  «^  +  ?)  =  0. 
Bezeichnet  man  ihre  Wurzeln  mit  x^  und  x^,  so  ist 

Xi-\-  x.^=  —  a,     X1X2  =  h. 
Um  mit  Hülfe  goniometrischer  Functionen  die  Wurzeln  einzeln  zu 
bestimmen,  unterscheide  man  zwei  Fälle: 

a)  Das  Absolutglied  oder  das  Product  der  Wurzeln  h  sei 
positiv,  also  die  Gleichung  von  der  Form  x'^  — px  +  ^  =  0. 

Sollen  die  Wurzeln  reell  sein,  so  muss  p^  ^  4q  sein;  denn  es 
ist  {x^  —  x^^  i>  0 ,  also  ix^  +  x^^  —  Ax^x^  >  0 ,  d.  i.  y  —  4q^0. 
Substituirt  man 

X'i  =Yq.  •  t^ii  ^  ?     ^ii  =  Vq.  '  cot  cp , 


*)  Förstemann,  1.  c.  §  2. 
Heis,  1.  c.    §  110  und  §  111 
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so  wird  x^x.2  =  q  =  h  und 

—  a=p  =  ]/^(tan  (p  +  cot  cp)  =  Yq  ^^  • 
Den  Hülfswinkel  erhält  man  hiernach  aus  der  Formel 

sin  2^  =  ?^,    p>2y^. 

Wenn  |)'-  <  4(/,  so  setze  mau 

a?!  und  ^^2  =  Yq  (cos  O*  +  sin  d- .  ]/ —  l)  , 

wodurch  ehenfalls  XiX.^  =  q  wird.  Da  j>  =  2  ]/(/  •  cos  -O-  isf ,  so  erhält 

man  d-  aus 

P 
cos  -O"  =  -^^  ' 

Zahlenbeispiel.    Aufzulösen  .t^  —  93,7062^  +  1984,74  =  0. 
Man  findet  aus 

sin  2(p  =  2^/q  '.p^ 
2(p  =  7P57'44",6, 
und  aus 

x^  =  Yq  .  tan  g) ,     x^  =  Yq  •  cot  (p , 
x^  =  Gl,3607 ,        x\,  =  32,3454 . 

b)  Das  Absolutglied  oder  das  Product  der  Wurzeln  h  sei 
negativ,  also  die  Gleichung  von  der  Form  x'^  — px  —  g  =  0. 

Man  setze  x^  =  —  Yq  •  tan  9) ,  x.,  =  Yo.  •  cot  9) ,  wodurch  x^  x., 
gleich  — q  wird.    Weiter  erhält  mau 

—  a  =  p  =  Xj^  -\-  x.y  =  Yq  ( —  tan  cp  -\-  cot  cp)  =  2Yq  cot .  2(p . 

Der  Hülfswinkel  (p  ist  also  bestimmt  durch  die  Gleichung 

tan2^  =  ^. 

Zahlenbeispiel.    Aufzulösen  :r-— 504,67a:  — 236489=0. 
Man  findet  aus  tan  2(p  =  2  Yq  '  P 

29  =  62^34'33",0, 
und  hieraus  die  Wurzelwerthe 

x^  =  800,205 ,    x.,  =  —  295,535 . 


t 
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§  336.    Auflösung  einer  quadratisclien  Gleichung  mit  complexen 

Coefficienten*). 

Gegeben  sei  die  Gleichung 

x^  +  {a  +  hi)x  +  (c  +  dl)  =  0 . 
Auf  algebraischem  Wege  findet  man 

x=  +  \[-{a  +  hi)  ±  Via'  ~  ¥  -  4c)  +J2ah  -  Adji\, 

Man  substituire 

2ah  --  Ad  ,  «^  __  2,2  _  4^        2  ab  —  Ad 

=  tan  (p ,     r  = 


a^  —  b'^  —  4c  ^  '  cos  (p  sin  qp 

Dann  ist 


X 

oder 

X- 


1  undo^^^yU  — a +1/^.008^9?  j  +  (^--& +  yr  .  sin  y  g)  j  ]/— 1    • 

Zahlenbeispiel.    Aufzulösen:  x^  —  (p-{-4i)x-{-{6-}- Si)  =  0 . 

Man  findet 

8 
r  cos  9)  =  —  15,     r  sin  9)  ==  8 ,     tan  9)  =  —  —  • 

Es  muss  demnach  cp  ein  Winkel  des  zweiten  Quadranten  sein.    Man 
hat  aber  auch 


15  .  8  —15 


cos  op  =  —  —  ,     sin  Gp  =  ~-  ,     r  = ==  17  . 

^  17  ^  ^  17  ^  cos  qp 

Ferner  findet  man 


l  "p  -  Vi  (^  +  ''''^  "p^  -^^Vh  ^ 


COSy 
sin  y  9  =   ]/y  (1   —  cos  (f)  =  ]/^  , 

folglich  ist 

]/r  .  cos  Y  g)  ==  1 ,     ]/r  .  sin  Y  9  =  4 , 
und 

^1  =  1  [(5  +  1)  +  (4  +  4)  yi^]  =--  3  +  4]/=^, 

^  [(5  ~  1)  +  (4  -  4)  y:^]  =  2  . 


2 


*)  Cauchy,    Exercices  math^matiques  T.  IV.  p.  83,  und  Förstemann, 
1.  c.  §  4. 


§  337.     Methode  von  Fischer.  885 

§  337.    Goniometrisclie  Methode  von  Fischer*). 
Gegeben  sei 

x^  —  px  -{-  q  =  Oj    i)^>4g. 
Man  substituire 

x^  =  p  cos  q)'^ ,     x.^=  p  sin  (p^ . 
Daraus  folgt 

^1  +  ^2  =  i?(cos  (f^  +  sin  cp^)  =  p  j 

^1^2  =  i^^(sin  9?  cos  q)y  =  —  j)^(sin  2cpy  . 
Der  Hülfswinkel  wird  gefunden  aus  der  Relation 

^  P 

Zahlenbeispiel.     Aufzulösen  x^  —  93,7062;»  +  1984,74  =  0 . 
Man  findet 

29>  =  7  P  57'  44",6 ,    g)  =  35«  58'  52",3 , 
und  daraus 

x^  =  61,3607 ,    ^2  ==  32,3454 . 

§  338.    Methode  von  Grunert**). 
Gegeben  sei  die  Gleichung 

x^  — px  -\-  q  =  0 . 
Wenn   die   beiden   Wurzeln  x^  und  X2   mit   tan  cp^  und  tan  9^2   he- 
zeichnet  werden  und  q?^  >  qpg  angenommen  wird,  so  ist 

tan  q)^  +  tan  (p2  ==  P )     tan  9)^  tan  (p2  =  q^ 
Demgemäss  ist  nun 

I.       tan  (y.  +  y.)  =  ,  _  L  g,.  tan^  ==  f^-^  " 


Weil  ferner 


cos  ((jpi  —  qp.,)  1  -f-  tan  qp^  tan  qp^  1  +  (Z 

sin  (qpi  -f"  (jpy)  tan  qp^  -j-  tan  qpg  p 


SO  erhält  man  ausserdem  die  Gleichung 


*)  Fischer,  1.  c.  S.  11. 
**)  Grunert,   Eine  neue  Auflösung  der  quadratischen  Gleichungen  durch 
goniometrische  Functionen.     Grunert's  Archiv.  I.    S.  12.    1841. 

Man  vergl.  den  Schlüssel  zu  Heis'  Aufgabensammlung.  I.  §  69.  Nr.  175. 
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IL       cos  (9)1  -  (p,)  =  i^  sin  ((p,  +  9),) . 

Aus  L  und  II.  können  cp^  und  cp^  bestimmt  werden. 

1.  Zahlenbeispiel.    Aufzulösen    x^  —  24,691^6-  +  61,6  =  0. 
Es  ist  zunächst 

p:(l—q)==  24,691  :  (-  60,6) . 

Da  also  tan  (g)^  +  9)2)  negativ  ist,  so  liegt  9^  +  ^.^  im  zweiten 
Quadranten.    Man  findet  nun 

log  i9  -  log  (l-q)=  1,6100661 , 
folglich 

I.  ^^  _j_^^_  157M9'55",0. 

Ferner  ist 

log  sin  ((p,  +  (p,)  =  1,5767305,     log  (1  +  5)  =  1,7965743 
und 

log^=  1,3925387. 
Daraus  folgt 

log  cos  (9)1  —  9),)  =-  1,9807661, 
und 

IL  (p,  ~  g)2=-16'55'59",6. 

Die  beiden  Winkel  werden  aus  I.  und  IL  berechnet.    Zu 

(p,  ==  87«  22' 57",3  und  cp,  =  70«26'57",7. 
Nun  ist  « 

log  tan  9),  =  1,3399475,     tan  cp^  =  x^  =  21,875; 
log  tan  9),  =  0,4496327 ,     tan  (p^  =  x.,  =  2,816 . 

2.  Zahlenbeispiel.    Aufzulösen 

x'  -  2,3921  X  -  5,757312  =  0. 
Da  tan  (p^  tan  9^2  negativ  ist,   so  liegt  der   eine  Winkel   im 
zweiten  Quadranten  und  somit  9^1  +  9^2  im  dritten  Quadranten, 
weil  tan  (9)^  +  9^2)  positiv  ausfällt.    Es  ist  nun 

logi?  —  log  (1  —  (2)  ==  1,5491137, 

und 

L  9)^  +  ^2  =  199"29'54';8. 

Ferner  ist 

log  sin  (9)1  +  9)2)  =  1,5234643 , 
log  (l—g)  =  0,6773616,     log  i?  ==  0,3788882. 
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Da  sin  (<pi  +  ^2)  ^^^   (^  +  ü)   zugleich  negativ   sind,   so   liegt 
der  Winkel  cp^  —  (p2  im  ersten  Quadranten.    Es  ist  nämlicb 

log  cos  (9)1  —  92)  =  1,8219377 , 
IL  cp,  -  ^,  =  40^25' 16",6. 

Aus  I.  und  II.  folgt 

cp,  =  1230 57' 35",7 ,     (p,  =  75«  32'  19';i . 
Nun  ist  tan  q)  negativ,  also 

log  (—  tan  9i)  =  0,1716680,     tan  (p^  =  x,  =  —  1,4848 ; 
log  tan  cp2  =  0,5885516 ,     tan  cp^  =  0C2  =       3,8775 . 

3.  Zahlenbeispiel.    Aufzulösen  0;^+ 0,43555a;— 0,2016  =  0. 
Hier  ist 

p=  -  0,43555 ,  \  -q=  1,2016 . 
Da  also  tan  (cp^  -\-  (po)  negativ  ist,  so  liegt  cp^  +  9^  ^^  zweiten 
Quadranten.    Es  ist  ferner 

log  (0,43555  :  1,2016)  ==  1,5592781 , 
also 

I.  (p^  +  (P2=  160ö4'32",5. 

Dann  ist 

log  sin  (qpj  +  cp^)  =  1,5324736 , 
log  (1  +  g)  =  1,9022205 ,     log  (-  p)  =  1,6390380  . 

Da  nun  cos  (9^  —  g^g)  negativ  ist,  so  liegt  der  Winkel  cp^  —  (po 
im  zweiten  Quadranten;  also  ist 

log  cos  (9?!  —  9)2)  =  1,7956561 , 
n.  9,^-9)2=  128'^39'30",2. 

Aus  I.  und  IL  folgt 

(p,  =  144«  22'  r',3 ,     9)2  =  150  42'  31",1 . 
Nun  ist  tan  9)  negativ,  also 

log  (—  tan  9)1)  ==  1,8553983  ,     tan  cp^  =  x,  =  —  0,7168 , 
log  tan  9)2   =  1,4490925 ,     tan  (p^  =  x,  =       0,28125 . 

4.  Zahlenbeispiel.    Aufzulösen  a;''^  +  0,91931a;+0,2112  =  0. 
Hier  ist 

p  =  -  0,91931 ,  l—q  =  0,7888  . 
Da  also  tan  (91  +  9^2)  negativ  ist,  so  liegt  der  Winkel  cp^  +  9^2 
entweder    im    zweiten    oder    im    vierten    Quadranten.     Nun    ist 
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tan  (pi  tan  9)2  ^^^^  positiv,  also  liegen  ^Pj  und  cp^  entweder  beide 
im  ersten  oder  beide  im  zweiten  Quadranten.  Endlich  ist  unter 
der  Annahme,  dass  9Pi  +  ^2  ^^  zweiten  Quadranten  liege,  cos  (q)i  —  (p2) 
negativ;  dies  würde  aber  der  ursprünglichen  Voraussetzung  wider- 
sprechen, dass  immer  g)^  >  ^2  sein  solle.  Demgemäss  ist  der 
Winkel  cp^  +  g)^  i^  vierten  Quadranten  gelegen.    Es  ist  nun 

log  (-  i9)  —  log  (1  —  ^)  =  0,0664951 
und 

I.  cp^  +  ^2  =  310«57'50",7. 

Ferner  ist 

log  sin  ((p,  +  92)  =  1;8801971 , 
log  (1  +  q)  =  0,0832159,     log  (—  p)  =  1,9634620 . 
Folglich  wird 

log  cos  (9i  —  (P2)  =  1,9999510, 
IL  (p,  -  9?2  =  0*^5r37'',5. 

Aus  I.  und  IL  folgt  endlich 

g)^  =  155'^  44'  44'',1 ,    (p,  =  154^'  53'  6",6 . 
Daraus   werden   die  Wurzeln   mit  Hülfe  der  Tangenten  berechnet, 
nämlich 

log  (—  tan  (p^)  --=  1,6537171 ,     tan  (p^  =  x^  =  —  0,45056, 
log  (--  tan  9)2)  =  1,6709752 ,     tan  cp.^  =  x.,  ==  -  0,46875 . 

III.     Von  der  Auflösung  der  kubischen  Gleichungen. 

§  339.    Goniometrische  Auflösung  der  Gleichungen  von  der  Form*) 

x^  -\-  px  Az  Q  =  0 . 

Die  vorstehende  Gleichung  hat  stets  eine  reelle  und  zwei  com- 
plexe  Wurzeln.    Es  ist  nämlich  nach  der  Cardanischen  Formel 

X. =+  [1^1. + 11/'/ + .;,/ + Vu-  •  i/'/T 

Substituirt  man 

4i9'':  27^2  =  tan  ß% 

*)  Eytelwein,    Die   Grundlehreu    der  höheren  Aualysis.    Bd.  1.    §   175. 
Berlin,  1824. 

Föratemann,  1.  e.  §  5.     Heis,  Aufgabensammlung.    §  96. 
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so  geht  die  Formel  über  in 

1  '      r     2   ^    L '  '     cos  a     '     r  cos  a_ 

O O      Q 

-—  1  /  1        ,  f-i  /l  +  COS  a         -|  /l  —  cos  « 

=  +  1/  1.   5"  tan  «      1/  — -. 1/ ; 

'     r     2    ^  1_  r         sm  a  r         sm  a     _ 

=  +  Vi  J'  [l/ cot  I  «  -  ]/tan  i  «]  • 
Setzt  man  weiter 

V " 

1/  tan  —  «  =  tan  ß , 
so  erhält  man  die  Wurzelform 

X,  =  +  ]/|  i9  (cot  ^  —  tan  /3)  =  +  2  j/J^  •  cot  2^ . 
Weil  nun 


X2  und  ^3  =  —  2  ^1  i  V  "~  T  ^1^  —  -2^ 

ist,   so  sind  die  Wurzeln   der  vorgelegten  Gleichung,  in  goniome- 
trischen  Functionen  ausgedrückt, 


^1  =  +  2]/|p.cot2i3, 

^.  =  ±VU{^ot2ß  +  ^), 

-s  =  ±l/ip(cot2/3-|^^). 


Zahlenbeispiel.    Aufzulösen  x^  -}-  1  x  -\-  3  =  0 
Man  substituire 


3^ 
Man  findet 


^l/|i-el/ö|  =  tan- 


log  -L  =  1,8908555 ,     log  ]/9|  =  0,4850183 , 


log  tan  a  =  0,3758739 ,     «  =  67^  10'  3r,56 ; 
1 

^2 


log  tan  l  cc  =  1,8222335 ,     log  tan  ß  =  1,9407442  ; 


ß  =  41« 6'  ir,98,     log  cot  2/3  =  1,1362916  . 
Folglich  ist 

log  (—  x^)  =  1,6213099 ,     x,  =  —  0,4181286 ; 
X,  und  X.,  =  0,209064  +  2,67042  j/^H.". 
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§  340.    Goniometrisclie  Auflösung  derselben  Gleicliung  nach 
Terquem*). 

Die  vorgelegte  Gleichung  sei  von  der  Form 
x^  -\-  px  —  g  ==  0 . 
Man  substituire  wie  vorhin 

so  wird 

^1  =  ]/-3  p  I  ]/cot  -^  «  —  ]/tan  -  aj  - 
Man  setze  ferner 


V 


tan  —  a  =  sin  ß, 


so  resultiren  die  Wurzelformen: 

^i  =  1/-|)  cos  j3  cot /3 , 

x^  und  Xo,  == 

—  i  ]/|i9Cos/3  cot^  +  Yi^  .  y— T  .  j/l  +  ^cos/32cot|82. 

Zur  leichteren   Berechnung  der  beiden    complexen  Wurzeln  kann 
man  noch  substituiren 

—  cos  /3  cot  /3  =  tan  y . 

Daraus  erhält  man 

X,  und  ^^3  ==  —  ]/|  p  tan  r  ±  Yp  -^  • 

§  341.    Goniometrische  Auflösung  der  kubischen  Gleichung 

x^  —  px  ^q  ==  0 ,  wenn  Ap^  ^21q^ . 

Geht  man    wiederum   aus   von   der   algebraischen   Darstellung 
der  Wurzeln  und  substituirt 

4|j^  :21q^  =  sin  y^ , 
was  wegen  der  vorgeschriebenen  Bedingung  immer  möglich  ist,  so 
erhält  man 


*)  Terquem,  Resolution  trigonometrique  d'une  equation  du  troisieme 
degr^.  Nouv.  ann.  math.  XX.  p.  421.  1861.  Auszug  in  den  Astron.  Nachr. 
Nr.  1016.     S.  118. 
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Weil  ferner 

'^  ^  -  Vij  P)   ■■  «'"  r  =  1/(f  i')   ^  (sin  I  Y  cos  I  y) 

ist,  so  wird 

3, -  

yq  (cos  I  /)'  =  ]/i  ^^ ;  cot  d\ 

und  folglich 

-7-  1  / 1        cot  ö         —  1  /  4  .      ,  , 

^.-±Vü>  y,, + cot  2d  >/^) , 

^3  =  ±  ]/F7>  tS^  -  cot  2  d  l/ZTs) . 

Zahlenbeispiel.    Aufzulösen  x^  —  1  x  -\-  11  =  0 , 
Man  substituire 

Zur  Berechnung  dienen  folgende  numerische  Daten: 

log  -~  =  1,3265841 ,     log  "j/u^-  =  0,4850183 , 
log  sin  y  =  1,81 16024 ,  7  =  40«  23'  38",6 , 

log  tan  I  y  =  1,5656936 ,      log  tan  d  =  1,8552312 , 

d  =  35«37'2r,l,  log  sin  2^=  1,9763051 . 
Folglich  ist 

log(-./;^)=       0,5087132, 
und 

x,  =  —  3,226362, 
X,,  und  ^3  =       1,613181  +  0,898365  V^^ . 
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§  342.     Goniometrisclie   Auflösung  des  irreductibeln  Falles   nacli 
Vieta,  Grirard  und  van  Schooten*). 

Gegeben  sei  die  unvollständige  kubische  Gleichung 

a)  Man  geht  aus  von  der  goniometrischen  Formel  für  den  Sinus 

des  dreifachen  Winkels^  also 

sin  3  £  ===  3  sin  £  —  4  sin  £^ , 

oder 

sin  £^ sin  £  +  -r  sin  3  £  =  0  . 

4  '     4 

Substituirt   man   in  derselben  sin  £  =  ^  :  r ,  also  r  >  ^,  wo  r 
eine  Unbestimmte  ist^  so  erhält  man  die  nach  x  geordnete  Gleichung 

x^ r  ^^^  +  —  ^^  sin  3£  ==  0  . 

4  '     4 

Identificirt  man  diese  Gleichung  mit  der  vorgelegten,  so  erhält 
man  zur  Bestimmung  von  r  und  3£  die  beiden  Relationen: 


4  ^"  ' 

-  r^  si 
4 


r^  sin  3£  ==  +  g  . 


Daraus  folgt 


'■  =  ±1^3^'     äitt  3£  =  J  :  ]/|^  . 

Der  zweiten  Gleichung  unter  diesen  genügen  aber  drei  verschiedene 
Werthe  des  Winkels,  indem  bekanntlich 

sin  3£  =  sin  (360«  +  3£)  ==  sin  (720«  +  3£)  , 
oder 

sin  3£  =  sin  (180«  -  3£)  ==  —  sin  (180«  +  3£) 
ist.     Da  nun  x  ==  r  sin  £   ist,  so   lassen   sich   aus  jenen   drei   ver- 
schiedenen Werthen  eben  so  viele  verschiedene  Dritttheile  des  Winkels 
ableiten,  nämlich 


*)  Alex.  Anderson,  Ad  angiüarium  sectionum  analyticen  theoremata 
yiaQ'oliY,(öxsqoc.  Theorema  VI.  publ.  Paris  1615.  Op.  math.  Vietae  edit.  a  Fr. 
a  Schooten.  Lugd.  Batav.  1646. 

Alb.   Girard,  Invention    nouvelle   en  l'algebre.     Amsterdam    1629. 

Fr.  V.  Schooten,  Appendix  de  cubicarum  aequationum  resolutione  opera 
mathem.  Vietae.  pag.  345.  Lugd.  Bat.  1646. 
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£,      120« +  £,  240^ +  f, 

oder 

£  ,       60«  -  f  ,     -  (60«  +  f )  . 
Ebenso  viele  verschiedene  Werthe  erhält  man  für  x^  nämlich 

^1  =  ±  y\  P  .  sin  £  , 

rrs  =  4- j/A^) .  sin  (240«  +  ^)  =  +]/y  i^  •  ^^^  (60'  +  f)  • 

b)  Man  kann  auch  ausgehen  von  der  Formel  für  den  Cosinus 
des  dreifachen  Winkels,  also  von 

cos  3£  =  —  3  cos  s  -\-  4  cos  e^ , 
oder 

cos  s^ cos  £ cos  3  £  =  0 . 

4  4 

Substituirt  man  in  derselben  cos  £  =  a.:  r ,  wo  r^x  ist,  so  erhält 
man  eine  Gleichung  in  x,  welche  mit  der  vorgelegten  identificirt, 
Bestimmungsgleichungen  für  r  und  £  abgibt.     Dieselbe  lautet 

x^ r^x r^  cos  3  £  =  0  . 

4  4 

Die  Bestimmungsgleichungen  sind 

=  +  1/— -  j9  (jenachdem  das  Absolutglied  -h  Q  ist), 


und 


3-M/4i> 


cos 
Nun  ist 

cos  3£  =  —  cos  (180«  —  3£)  =  —  cos  (180«  +  3£)  , 
und  wegen  der  Annahme  x  =  r  cos  £  : 

rri  =  +  ]/y  P  •  cos  £  , 
a;,  =  ±]/|-p.cos(60«-£), 
a'3  =  +]/±7^.cos(60«  +  £). 
1.  Zahlenbeispiel.     Aufzulösen  x^  —  7a;  -|-  6  =  0  . 
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Y-F^i 


sin  3£  , 


Man  setze 

alsdann  findet  man 

log  y  =  0,4101745  ,     log  j/o  i.  =  0,4850183  , 

log  sin  3  £  =  1,9251562  ,     f  =  19«  6'  23",  8  , 
log  sin  8  =  1,5149817  ,     log  x^  =  0,0000000  , 
log  sin  (60«  —  £)  =  1,8160117  ,     log  x,  =  0,3010300  , 
log  sin  (60«  +  f)  =  1,9921030  ,     log  (—  x.,)  =  0,4771213 . 
Die  Wurzelwerthe  sind  demnach 

X^  — —   J    ,       X2  ^  ,       X'j  ——  O  . 

2.  Zahlenbeispiel.     Aufzulösen  x^  —  ?jx  -(-  2  ==  0  . 
Man  setze  ^ 

3 


Daraus  folgt  £  ==  0«  und 

x^  ==       ^  ,     X2  =  x^ 


£  . 


1. 


Historische  Bemerkungen.  Die  ältesten  Methoden,  trigono- 
metrische Functionen  zur  Auflösung  kubischer  Gleichungen  anzuwenden, 
stehen  im  Zusammenhange  mit  dem  Probleme  von  der  Dreitheilung  des 
Winkels  (trisedio  angnU) ,  allgemein  mit  dem  Problem  von  der  Theilung 
des  Kreisbogens  in  eine  Anzahl  aliquoter  Theile.  Woepcke  theilt  im 
Anhang  E.  zu  der  Algebra  des  Omar  Alkhayyami  ein  Problem  mit, 
welches  von  Albiruni  dem  Abul  Djud  Mohammed  ben  Allaith 
(l038  n.  Chr.)  seiner  Zeit  vorgelegt  wurde.  Dasselbe  geht  hervor  aus  den 
Worten:  „Weshalb  wir  behaupten  in  dem  7.  Satze  des  7.  Kapitels  vom 
4.  Buche  unserer  Geometrie ,  dass  mittels  dieses  Satzes  (es  handelt  sich 
um  die  Construction  der  Gleichung  ax  =  x^  -\-  V)  sich  algebraisch  das 
reguläre  Neuneck  construiren  lässt." 


JD  TJB 


Fig.  27. 


In  seiner  Beantwortung  des  Problems  betrachtet  Abul  Djud  die 
Sehne  AB  (Fig.  27),  welche  den  achtzehnten  Theil  eines  Kreises  vom 
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Radius  CB  =  CA  überspannt.  Er  nimmt  AD  =  ÄB,  ED  =  AD, 
EZ  =  ED  an  und  findet  auch  CZ  =  AB  sowie  EA  =  AB.  .  Fällt 
man  die  Perpendikel  AT  und  Z/iT,  so  erhält  man 

CZ:CK=CA:  CT, 


und 


folglich 


oder 
d.  h. 


CZ:CE=CA:  20T; 

CZ  :  (CZ  +  CE)  =  CA  :  (CA  +  2CT) , 
AB  :  (AE  +  CE)  =  CA  :  (CB  +  CB  -\-  CD)  , 
AB:  CA  =  CA:  (CD  +  2CB). 


Nun  setzt  der  arabische  Mathematiker  AC  =  1  und  AB  =  x,  wo- 
durch er  erhält 

x(CD-{-  2)  =  1. 

Wegen  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  ABC,  BDA  hat  man  nun 
AC  .  BD  =  AB\  also  BD  =  x- ,  CD  =  i  —  x^ .  Setzt  man  dies 
in  die  Gleichung  ein,  so  erhält  man  die  kubische  Gleichung  x^  -{-  1  =3x . 
So  weit  der  Autor. 

Es  ist  dies  in  der  That  dieselbe  Gleichung,  welche  man  erhält, 
wenn  man  in  4  sin  £^  -f-  sin  3  £  =  3  sin  e  einsetzt :  2  sin  £  =  ic  und 
^  =  30^ 

Woepcke  erwähnt  noch  die  Construction  des  regulären  Sieben- 
ecks, welche  sich  bei  den  Arabern  findet,  und  ebenfalls  von  einer 
kubischen  Gleichung  abhängt.  Ist  in  der  obigen  Figur  AB  die  Seite 
des  regulären  Vierzehnecks,  so  ist  nach  dem  anonymen  Verfasser  und 
Zeitgenossen  des  Abu  Sahl  Alkuhi  (980): 

BD:  AB  =  AB:AC, 

und 

AB  :  CD  =  AC:{AC  +  CD). 

Setzt  mau  AC  =='  1,  AB  =  x,  so  erhält  man  die  kubische  Gleichung 

x^  —  x^  —  2x-}-  1  ^0. 

Es  ist  dies  dieselbe  Gleichung,  auf  die  später  Vieta  dasselbe  Problem 
zurückführte.  (Man  vergleiche  Franc.  Viefae  op.  math.  in  unum  vohi- 
men  congesta,  opera  et  studio  Frmic.  a  Sdiooten,  Liigd.  Bat.  1646. 
fol.  pag.  362,  prot.  IV.) 

Das  Princip  der  im  Anfange  dieses  Paragraphen  gegebenen  gonio- 
metrischen  Auflösung  rührt  nach  v.  Schooten's  Mittheilung  von  Vieta 
her.  Im  6.  und  9.  Theorem  der  Sect.  anguJ.  befinden  sich  unter  den 
Kreistheilungen  die  beiden  folgenden  Relationen  bezüglich  der  Drei- 
theilung  des  Winkels: 

Sit  seniidiameter  1.  hasis  prima  1  N.    Erit 

IC — SJSf    hasis  anguli  tripli. 


h 
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(Sit  semidiamefer  1.)   IN  intelligiior  perpendicuhim  trianguli.     Erit 

SN  —  IC    perpendiculum  anguli  tripli. 
Hierin  sind  offenbar  die  beiden  folgenden  Sätze  enthalten 

x^ 7-  r^x  -4-  -     r^  sin  3£  =  0 ,     x  =  r  sin  e: 

4  '      4  ' 


r  X 


r^  cos  3  f  =  0  ,     X  =  r  GOSS. 


Eine  klarere  geometrische  Illustration  von  dieser  Regel  gab  Fr. 
V.  Schooten  in  seinem  Appendix  zur  Geometrie  von  Descartes,  woraus 
hervorgeht,  dass  bereits  1629  Albert  Girard  dieselbe  Methode,  freilich 
ebenfalls  ohne  Einführung  goniometrischer  Functionen,  auf  die  kubische 
Gleichung 

1  (S)  30  13®  +  12,     (d.  i.  x^  =  ISx  +  12) 
angewandt  hatte.     Die  Auflösung  Girard' s  ist  folgende: 

Man  bestimme  die  mittlere  geometrische  Proportionale  von  13  und 
3,  d.  i.  y  -.T',  und  construire  mittels  derselben  als  Radius  FH  (Fig.  28) 
einen  Kreis.   Alsdann  ziehe  die  Sehne  FCr  gleich  2  _   d.  h.  gleich  dem 

Quotienten  der  Division  von  12  durch  4—,  und  theile  den  Complementar- 
bogen  GK  in  J  und  L  in   drei    gleiche  Theile.     Die    Sehne    FL  wird 


dann  eine  Wurzel  der  Gleichung  sein.  Er  fügt  hinzu,  dass  zwei  andere 
negative  Wurzelwerthe  durch  die  Sehnen  jPiüf  und  i^W dargestellt  würden, 
wobei  M  und  N  gefunden  würden,  indem  man  von  L  aus  ein  gleichseitiges 
Dreieck  LMN  beschreibe. 


§  343.     Methode  von  Landen  und  Colson.  897 

Zum  Beweise    dieses  Theorems  bezeichne  man  den  Winkel  GFK 
mit  3 9,  LFK  mit  cp,  FL  mit  x^.     Dann  ist  V 


a?  :  2  r  ==  cos  (p ,      FG  =  </:—-  ^^  =  2  r  cos  3  9) 


Daraus  folgt 


=  cos  39)==  —  3  cos  cp  -\-  A:  cos  9^ 


'(-;-)' 


3  ^         _i_  ^^ 


1/^  «y(i^^)^" 

und  endlich 

x^  —  px  ~  q  =  x^  —  13^  —  12  =0. 

Nun  ist  der  Peripheriewinkel  des  Bogens  KG 31  gleich   60^  -f-  9,  der 
des  Bogens  KN  =  60^  —  cp  .    Die  beiden  andern  Wurzeln  sind  demnach 

^2  =  —  2r  cos  (60^  +  (p) ,     .^3  =  —  2r  cos  (60^  —  (p) . 

§  343.    Goniometrisclie  Methode  nach  Landen  und  Colson*). 
Landen  bat  gezeigt,  dass  die  unvollständige  Gleichung 
x^  —  px  -\-  ([  =  0 
sich    durch  Differenzirung    des   Absolutgliedes    q  nach    der  Unbe- 
kannten X  auf  die  integrabele  Differenzialgleichung 
ex  cq 


Vy"-^'  3-|/± 


reduciren  lässt.     Diese    beiden   Ausdrücke    sind    nun   offenbar    die 
Differenziale  der  Bögen  zweier  Winkel,  nämlich  von 

.    xV^        1  .    —SqV's 

arc  sin  —V"  =  -ir  ^^rc  sm -=^  • 

2yp        ^  ^PVP 

Substituirt  man 

—  Sqv's 

^7=-  =  «  , 

2pyp 

und  setzt  den  kleinsten  Winkel,  welcher  dem  sin  (=  a)  entspricht, 
gleich  39,  so  erhält  man 


*)     Je h.  Landen,  Mathematical  lucubrations.  London  1755. 
Colson,  Commentar  zu  Xewton's  Method  of  fluxions,  pag.  308. 
Kästner,  De   Formula  Cardani.     Index  praelectionum  Prop.  IV.  pg,  12. 
Gottingae  1757. 

Man  vergl.  auch  oben  §  133  und  145. 

Matthiessen,  Grundzüge  d.  ant.  u.  mod.  Algebra.  57 
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arc  sm  ;7^7=  ==  cp  , 


x^.=  ]/y  i>  .  sin  9)  . 

Wir  wollen  diese  elegante  Methode  für  die  vollständige  Gleichung 

x^  +  ax^  -\-'bx  -{-  c  =  ^ 

erweitern.     Nach  §  145  ist 

dx 


]/|  («^  -  46) 


3 

-  de 


woraus  man  durch  Integration  erhält: 

3^  +  a  1  .      —  (2«^  -  9«&  +  27c) 

arc  sm  — — =  -  arc  sm 7-  —  • 

2>/a2-3fe  3  2(a2-3fe)}/a2-  36 

Man  substituire 

—   (2«^  __  9afe  -|-  27c)  

2(a^—  3  5))/^^^^^6  ' 

und  setze  den  kleinsten  Winkel,  welcher  dem  sin  (==  a)  entspricht, 

gleich  39,  so  ist 

2>x  -\-  a 
arc  sm  — 
2 

folglich 
und  analog 


x<. 


arc  sm 

2ya'-Sh         "^  ' 

2"l/a2  _ 

3  &  .  sin  g)  —  a 

3 

21/a^- 

3fe  .  sin  (60"  —  qp)  — a 

3                              ' 

—  2  |/a"^  —35.  sin  (60*^  -^  tp)  —  a 


^3  3 


§  344.     Goniometrisclie  Auflösung   des   irreductibeln   Falles  nach 
Moivre  und  Eytelwein*). 

Gegeben  sei  die  unvollständige  Gleichung 

x^—px±q_  =  0,     Ap^>21qK 


*)  Eytelwein,  Die  Grundlehren  der   höheren  Analysis.     Bd.   I.   §   175. 
S.  216.  Berh'n  1824. 

Heis,  Ebene  und  sphär.  Trigonometrie  III.  Th.  Cap.  VIII.  Aufg.  116  n.  118. 


§  344.     Methode  von  Moivro  und  Eytelwein.  899 

Man  setze 

X  =  y  -{-  z, 
wodurch  die  vorgelegte  Gleichung  übergeht  in 
x^  —  Syzx  —  (jf^  4-  ^)  =  0  . 
Die  Bestimmungsgleichungen  fiir  y  und  z  sind 

y^  =  ^p>  r  +  ^  =  +  (z. 

Die  Grössen  y  und  z  sind  demnach  die  Wurzeln  der  Gleichung 

1 

27 


y'±Qf+',p'  =  o, 


also 


-}^+{-<i+V{±{,r-^f-u, 


=|/+l.-T/(±i.y 


1        3 


Die  drei  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  sind  also: 

^2  =  -  I  (^«  +  ^0   +^{U  -  V)  V^^  , 

x.^  =  —^(u  +  v)—~(n—v)  ]/—  3  . 
Man  substituire  nun 

y:y|iJ  =  cos  39, 

also 

Mit  Anwendung  des  Moivre'schen  Theorems  ist  dann 

u  =  -\-  (cos  3  9  —  sin^cp  .Y—  if  y  j  p  =  ^^  {cos(p  —  isintp)]/  -  p  ^ 

v  =  -\-  (cos 3 9)  +  sin  3 qp .  ]/ —  l)    j/— 2)=^(cos9)  +  ^sin9))^/— ^j. 
Weil  nun 

u-{-  V  =  '^  y-  2) .  cos  9) , 


und 

u  — 


«;  =  Hh  1/^  p  .  y —  1 .  sing) 


57* 
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ist,  SO  erhält  man  die  drei  reellen  Wurzelwerthe 
^1  =  =F  (]/ 4  JP  .  cos  9) , 
^2  =  +  (yl  P-Gos  (p  +yp.  sin  (fj  , 

%  =  +  (V  i  ^  •  ^^^  9  —Vp  •  sin  (pj  . 

Die  beiden  letzten  Werthe   lassen  sich  noch  einfacher  ausdrücken, 

wenn  man  bemerkt,  dass  sin  60^  =  |  j/ä,  cos  60^=  ^  ^^*-  ^^  nämlich 

r  j  i/  3    • 

cos  (f  +  sin  (5p  1/3  =  2    -  cos  g)  +  "^  ^^^  9^ 

==  2  [cos  60«  cos  (f  ±  sin  60«  sin  g^]  =  2  cos  (60«  +  9) 

wird,  so  ist  in  einfacheren  Ausdrücken 

X,  =  +  ]/|  ^  .  cos  9)  =  +  ]/|  p  .  cos  -^  (39))  , 

^^  _  ±]/'f^  .  cos  (60«  -(?))  =  +  yi  i^ .  cos  i(360«  +  3(p)  , 

%  -  ±y|^  •  ^««  (60'  ~  9^)  =  +  y\P'  cos  i(720«  +  39)  . 


§  345.    Goniometrisclie  Behandlung  des  irreductibeln  Falles  nach 

Könitzer*). 

Gegeben  sei  die  unvollständige  kubische  Gleichung 
^3  „^^4.^  =  0,     4Jp3>27g^ 
Nach  der  Cardanischen  Formel  ist 


Substituirt  man 


+U 


-  n 


q'-i^p'=iy-i, 


so  wird 


:^  =  Va  +  by-  1  +  Va-hY-  1 

=r.[(.+iy-)'+(.-iy^)'] 


*)  Man  vergl.  Berkhan,  Anwendung  der  Trigonometrie.  Halle  1863. 


§  346.     Methode  von  Grimert.  901 

Wird  ferner  b  :  a  =  ismdq)  gesetzt,  so  erhält  man 
^1  =  V«  [(1  +  ■*■  tan  S(pf  +  (1  —  i  tan  3(p)^] 

^- K  c^Ts^  L(cos  3(p  +  i  sin  Scpf  +  (cos  3(p  —  ^  sin  3  cpf]  . 
Die  Wurzeln  sind  demnach 


3 
X 


§  340.    Methode  der  Auflösung  des  irreductibeln  Falles  von 

Grunert*). 

Gecreben  sei  die  Gleichuncf 

x^  -{-  px  -\-  ([  =  0  . 
Man  substituire 

*■  =  (^1 + Vi  V^)  +  fe + 2/2  y-1)  =  (^1  +  ^i)  +  (2/i + y.>)l/^-^  • 

Daraus  folgt  zunächst  durch  Potenzirung 

Aus    der   Vergleichung  dieser    Gleichung   mit   der  gegebenen 
folgen  die  Bestimmungsgleichungen 

3  k  +  2/i  y^I)  fe  +  2/2  V'--D  =  -  i^ , 
k  +  2/i  >^~  D'  +  fe  +  2/2  /-  D'  =  -  3  , 
oder 

(^1^2  —  2/12/2)  +  fe2/2  +  hVdV-  ^  =  —  \vy 
und 

^/  +  ^/  -  3(^i2/i'  +  ^2^ 

-  (2/1^  +  y.'  -  ^Wy.  +  ^2^2/2]) y-  1  =  -  ^  • 

Man  nehme  nun  weiter  an,  es  sei 


i 


*)  Grunert's  Arch.  VI.  1. 
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I. 

^1^2-^12/2  =  -jP? 

IL 

^12/2  +  ^22/1  ==  0  , 

[IL 

^1^  + ^2^ -3(^,2//  + ^,2//)  = 

-^; 

IV.    J//  +  2/2^-3(V2/x  +  ^2'2/.)-0. 
Um  die  reelle  Wurzel  zu  bestimmen,  können  wir  noch  annehmen, 
es  sei  2/1  +  2/2  =  ^*     -^^   ^®^  Falle  2/2  =  —  2/i  =  ^   gelangt  man 
zur  Cardanischen  Formel.    Sollen  t/i  und  1/2  nicht  verschwinden,  so 
folgt  wegen  der  Annahme  2/i  +  2/2  =  ^  zunächst  aus  I.  und  IIL: 

Die  erste  Gleichung  lässt  sich  auch  schreiben  in  der  Form 

(.,Vr|)V(,-^/z|)-_,. 

In  dem  Falle,  wo  die  eingeklammerten  Grössen  reelle  ächte  Brüche 
sind,  kann  man  dafür  setzen 

sin  g)^  -\-  cos  9^  ==  1  , 
und  mit  Berücksichtigung  der  zweiten  Gleichung: 


sin  9^  —  3  sin  9  cos  9^  =1/ —  .   3  ; 


27q 

oder 


•     Q  l/       27g2 

sin39)  =  -  |/--^- 
Die  Realität    des   Winkels  9)   erfordert,    dass    Ap"^  <  —  21  cf  oder 
T  ^'^  ~f"  27 -^^  "^  ^  sei.     Dieses  ist  bekanntlich  die  Relation,  welche 
für  den  irreductibeln  Fall  gilt. 

§  347.     Groniometrisclie  Auflösung  der  kubischen  Gleichung  nach 

Demongeot*). 

Die  Auflösung  der  Gleichung 

x^  -{-  px  -\-  q  =  0 
lässt  sich  in  allen   Fällen  auf  die  Dreitheilung  eines  Winkels  re- 
duciren,  wenn  man  complexe  Winkel  zulässt.    Es  werde  dabei  der 
Fall  ausser  Acht  gelassen,  wo   alle   drei  Wurzeln  reell  sind  und 


*)  Nouv.  Ann.  math.  XX.  pg.  143.  1861. 


§  347.     Methode  von  Demongeot.  903 

ebenso   die   Winkel   der  Function ,  welche  die   Wurzeln  darstellen. 
Es  sind  dabei  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 

I.     Gegeben  sei  die  explicite  Form  der  Gleichung 
x^  —  px  -\-  q  ==  0  . 

Die   Gleichung  zwischen   dem   Cosinus  eines  Winkels  und  seinem 
Dritttheile  ist 

2/'  -  1 2/  —  I  cos  (rj  +  ^0  =  0  . 

Setzt  man  x  ==  ry,  so  erhält  man  aus  der  vorgelegten  Gleichung: 

f-^y  +  ^  =  o. 

Diese  wird  identisch  mit  der  goniometrischen,  wenn  angenommen  wird 

*'  =  y\p^   ^osO^  +  ^i)  =  —  {'ly'j, , 

oder^  was  dasselbe  ist, 

{e^  -\-  e~^)  cos  1]  —  i{e^  —  e~^)  sin  ?^  =  —  gl/^  • 

Man  sieht  leicht,  dass  der  imaginäre  Term  gleich  Null  sein  muss, 
was  geschieht,  wenn  t^  =  0  ist.    Die  Gleichung  reducirt  sich  also  auf 


Substituirt  man 


so   erhält  man   durch   Anwendung   der   goniometrischen  Methoden 
der  Auflösung  quadratischer  Gleichungen 

c^  =  tan  (p  ,     c~^  =  cot  qp  . 
Hierbei  ist  der  Winkel  (p  reell,  da  2^  positiv  ist,  und  die  ge- 
suchten Wurzeln  sind 

X, =y^p,cos[^d-ij, 

^2-  =  ]/f  P  '  cos  {  (27t  +  d-i)  j 

Die    Entwicklung    der    goniometrischen    Function    und    die    Sub- 
stitution von 

}/tan  q)  =  tan  d 
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führt  auf  die  expliciten  Wurzelformen 
x^  ==  1/  ö-  P  •  cosec  2  d  , 

^'  j  =  —  ]/y  p  [cosec  2d  ±  cot  2d  .  j/^^^]  . 

IL     Gegeben  sei  die  kubische  Gleichung 

x^  -\-  px  -{-  q  =  0  . 

> 

Man  setze  wiederum  x  =  ry,  woraus 

f  +  ^.y  +  ^-0. 

Daneben  gilt  die  goniometrische  Formel 

2/'  —  4-  y  —   i  cos  (rj  +  ^i)  =  0  . 
Diese  beiden  Gleichungen  werden  identisch  unter  der  Annahme 
r  =  ]/y  p'Y-  1,     cos  (7^  +  ^0  =  —  Yg]/p  •  V^^  . 

Für    die  zweite   Gleichung   kann  man   Exponentialfunctionen   ein- 
führen, also  setzen 

(e^  +  e~^)  cos  fj  —  i  (e^  —  e~^  )  sin  rj  =  —  q  1/— 3  •  Y —  1  . 
Man  sieht  leicht,  dass  auf  der  linken  Seite  der  reelle  Term  gleich 
Null  sein  muss,  was  der  Fall  ist,  wenn  rj  =      7t.    Die  Gleichung 
reducirt  sich  dadurch  auf 

eo  -  e-»  =  q  y-r, . 
Setzt  man  ausserdem 


-jYys^^^^^fp, 


so  wird  nach  der  Methode  der  goniometrischen  Auflösung  quadrati- 
scher Gleichungen 

e^  =  tan  cp  ,     e~^  =  —  cot  cp  , 

Der  Winkel  g)  ist  stets  reell,  weil  p  positiv  vorausgesetzt  ist.    Dem- 
nach sind  die  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung 


?i  =  ^  ]/  ^  j) .  cos  (^y  ;r  +  y '0■^j  , 


I 


§  348.     Methode  von  Stoll.  905 


Substitiiirt  man 


3/ 

y  tan  gp  =  tan  /3  , 


und   entwickelt  die   goniometrischen  Functionen,   so  resultiren  die 
Wurzelformen 

x^  und  x^  =  Yy  P  '  [^^*  ^/^  ih  y —  ^  •  cosec  2/3]  , 

x,=  -]/^p.cot2ß. 

§  348.    Goniometrisclie  Auflösung  der  vollständigen  kubisclien 

Gleichung  mittels  der  Formel  für  die  Tangente  des  dreifachen 

Winkels  nacli  Stell*). 

Um  die  vollständige  kubische  Gleichung 
x^  +  ax'  -}-  hx  -{-  c  =  0 
aufzulösen,  kann  man  ausgehen  von  der  Identität 

.        o  3  tan  op  —  tan  op^ 

tan  öw  =  — j r-T 5—  , 

^  1  —  3  tan  qp^     ' 

oder 

tan  (p^  —  3  tan  3  (p  .  tan  cp^  —  3  tan  cp  -\-  tan  3  9?  ==  0  . 
Man  setze  tan  cp  =  y  und 

y^  +  «2/^  +  ^2/  +  7  =  0. 
Die  goniometrische  Gleichung  nimmt  die  Form 

2/^  —  3  tan  3^.2/"  —  3?/  +  tan  39  =  0 
an  und  die  Identität  dieser  mit  der  vorhergehenden  fordert,  dass 
die  Reducente  aß  —  9 7  gleich  Null  werde.  Man  bilde  deshalb 
von  der  gegebenen  Gleichung,  indem  man  x  =  y  -j-  z  setzt,  die 
Yariirte  und  entwickele  die  Gleichung  aß  —  97  =  0.  Dies  gibt 
die  Resolvente 

2(a2  -  36)^  +  (ah  -9c)=0. 
Es  sei  nun  allgemein  y  =  r  tan  cp,  so  geht  die  Variirte  über  in 


*)  Stoll,   Zur  Lösung    der  kubischen    Gleichungen.     Progr.   Bensheim. 
1876.  S.  11. 
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tan  (p^  +  j  tan  9)^  +  ^  tan  g)  +  ^^  =  0  . 

Durch   Vergleichung   der   homologen   Coefficienten   dieser  und   der 
vorhergenannten 

tan  cp^  —  3  tan  3  (p  .  tan  cp^  —  3  tan  cp  -f-  tan  3(p  =  0 
erhält    man    die    nöthigen    Bestimmungsgleichungen    für    r    und 
tan  39,  und  damit  auch  für  tan  q),  nämlich 


a  =  —  3r  tan  3  9) ,      tan  Scp  = 


3r 


y 

y  =  r  tan  3  9) ,  tan  ocp  =^  j^  - 

Demnach  ist 

o 

und  den  Winkel  cp  findet  man  aus  der  ersten  oder  dritten  Gleichung, 
nämlich  aus 


a  y 

an  o(p  == — 

Setzt  man  den  Werth 


tan  39)  =       g^. 


ab  —  9c 

^  —  ~  2{a'  —  36) 

in  die  Gleichung  für  r^  ein,  so  findet  man 

2  _  -  (ab  —  9c)^  4-  4(a^  —  3b)  {b^  -  3ac) 
^    ~  "    4.{a^  —  Sbf 

oder 

^       .2(a2_  3&)   ' 
Daraus  ergibt  sich  weiter 

2a^  —  9ab  -}-  27c  9  F3 


tan  39)  = 


3]/-3l>3  T/-37)3' 

:e  bedeutet  und  D^  d 


WO   Fg   die  kubische  Variante  bedeutet  und  D^  die  Discriminante 


Nun  ist 

Xi=y-\-0  =  0-{-r  tan  9) , 
und  weil  tan  3cp  =  tan  (27r  +  39))  =  tan  (4;r  +  *^9)  ^^t,   so  sind 
die  beiden  andern  Wurzeln 


§  348.     Methode  von  Stoll.  907 

X2  =2  -\-  r  tan  ( y  jt  -\-  (p\  =  z  —  r  tan  |  y  ä  —  9  J  , 
x^=z  -\-  r  tan  l^^  +  (p\  =  ^-\-r  tan  r  ^  ;r  +  9)  j  . 

Üs  ist  hierbei  vorausgesetzt,  dass  die  Discriminante  D.^  negativ 
lei.  Ist  sie  positiv,  so  werden  r  und  tan  ?Kp  rein  imaginär  und 
lur  die  erste  Wurzel  x^  ist  reell.    Ist  nämlicli  tan  89?  rein  imaginär, 

;o   ist   es   auch   tan  (p\   die   übrigen  Wertlie   tan  (-rr^  —  9>)     und 

;ain.  l— 7t  -{-  (p\  sind  complex. 

Den  Wurzelformen  kann  man  noch  eine  andere  Form  geben, 
ndem  man  für  z  seinen  Werth 


~  a  —  r  tan  3  9 


dnsetzt.     Man  erhält  dann 


1  (p,      sin  qp 

X,  = a  —  2r 


3  cos  3  9)  ' 


1  „   ^'"vs 

X,  =  —  -zr  a  —  2r 


{\^-<p) 


3  cos  3  qp 

sin  (-  w  +  qp) 


^3  =  — -^^  +  2r 


3         '  cos  3  cp 

)ie  Formeln  reduciren  sich  auf  das  zweite  Glied,  wenn  a  =  0  ist. 
Zahlenbeispiel.     Aufzulösen 

x^  +  11^2  -  102^  +  181  =  0  . 

d^an  findet  mit  Hülfe  der  aufgestellten  Formeln 

2761  >/l47         ,        ^  17647 

^  =  ^57'      ^  =  ^54-'      *^^^9^  =  -2562r* 

)ie  Winkel  sind 

39  =  90'^7'5",  14  ,     9  =  3002'2r,71 , 
md  hieraus  folgen  die  drei  Wurzelwerthe 

x^  =  3,22952 ,     x.,  =  3,21313  ,    x.^  =  —  17,44265  . 
3ie  Function  tan  3  9  kann  auch  durch  die  Function  sin  3  9  ersetzt 
Verden.     Es  ist  nämlich 

21D.,  =  {2a^  -  9ah  +  27^)^  -  4(a^  —  3&)% 

ilsO 
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2a^  —  9ab  +  27c 


tan  3cp  = 


|/_  (2^3  _  9^5  _|_  27c)2  +  4(a2  ~  Sh)^ 
1 


V, 


4(a2  -  3by 


{2a^  —  9ah-{-  27 c^ 

Daraus  folgt  aber 

.      „  2a^  —  9ab  -\-  27c 

sm  ö(p  — 


2{a^  —  3b)ya' —  3b 
und  für  die  Realität  der  Wurzeln   dasselbe  Theorem,   wie   aus  der 
Tangentenformel.  Die  Discriminante  Dg  kann  nur  negativ  sein,  wenn 

a'^  -3h>0     und     4{a^  -  Uf  >  (2a^  —  9a6  +  21  cj. 
In    diesem    Falle    ist    aber    auch   sin   3  g)    reell   und   folglich    auch 
sin  Y  {27t  +  3  gp)  und  sin  y  (Ati  +  39)). 


§  349.    Eine  andere  Methode  von  Stoll,  die  vollständige  kubische 
Gleichung  goniometrisch  aufzulösen. 

Gegeben  sei  wiederum  die  Gleichung 

fix)  =  x^  -\-  ax^  -{-hx  -\-  c  =  0 . 
Substituirt  man 


so  ist  nach  dem  Früheren  (§  162) 

I.  '^2,^,  +  a{s,+z,)  +  h    =0, 

IL  a^i^2  +  ^(^1  +  ^2)  +  3c  =  0, 

also  ^1  und  ^2  ^^^  Wurzeln  der  quadratischen  Resolvente 

und  eine  der  Wurzelformen  der  vorgelegten  Gleichung 

3 


^1  = 


3^— ZZZZZZ  3  ,  — 


Sind  ^1  und  ^2  complex,  so  hat  die  Gleichung  drei  reelle  Wur- 
zeln. Um  dieselben  durch  goniometrische  Functionen  auszudrücken, 
setze  man 

z^-=  Q  (cos  ^-\-  i  sin  tj) ,     ^2  =  Q  (^^^  rj  —  i  sin  rj) . 
Weil  aber 
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I  ab  —9c  5^  —  3ac 

^i  -\-   ^2  —  —  ä^-TJb'        ^1^2  —    «2  _  3^ 

ist^  so  hat  man  zur  Bestimmung  von  q  und  t^: 

c.  ab  —  9c 

2o  cos  ri=--^~^, 


^         V    a'  -U 


Nachdem  man  aus  der  letzten  Gleichung  q  gefunden  hat,  berechnet 
man  aus  der  vorhergehenden  nach  Substitution  des  Werthes  von  q 
den  Werth  von  t^.  Die  Substitution  der  für  z^  und  z.t,  angenommenen 
Ausdrücke  in  den  algebraischen  Wurzelwerth  x^  ergibt  nun: 


^1  = 

3,- 3 


(cos  7]— mnr;)  1/  — f- (cost^  -\- isrnvi)  —  (cos 7^-f-* ^^ij^ ^)  1/  "iT  — \-{co^ rj —  «sin ■q) 

^ r     '^  Q r     ö  Q  '_ 

V  3, 3, 

1/  3—  +  (cos  7]  -\-i  sin  r])—y  ^---\-  (cos  ri  —  i  sin  tj) 

Die  Bestimmung  der  Kubikwurzeln  wird  sehr  vereinfacht,  wenn 
a  =  0  ist;  denn  man  erhält  durch  xlnwendung  des  Moivre'schen 
Satzes : 


X,=Q 


(cos  Tj  —  i  sin  r;)  /  cos  — >?  +  *  sin—  iq\  —  (cos  tj  +  i  sin  rj)/  cos  —7^  —  i  sin—  rj  j 


/cos  jr}-\-ism  jVj  —  (cos  -  7/  —  isin  ^  rij 

oder  kürzer 

x^  =  —  2q  cos  —  rj  j 
und  analog 

^^2  =  2(>  cos  —  (jt  ~  rf) ,      x.^  ==  2q  cos  —  (;r  +  ^)  • 
Ist  aber  a  von  Null  verschieden,  so  substituire  man 

o  cos  7^  +  —  a  ==  ^  cos  8 ,     ^  sin  12  =  1?  sin  £ , 
woraus 

,  sin  7} 

tan  £  = 


1    a 
cos,,  +  -- 


Berücksichtigt  man,  dass  sich  R  im  Zähler  und  Nenner  des  Wurzel- 
ausdrucks 0^1  hebt,  so  findet  man 


910 


(cos 


Xj^  =  Q 


=  9 
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7}— i Hin 7]) ( cos  — 8 -{-i sin      s  ] --{cos rj-\-i sin rj)( cos —  s  —  ^sin— e  | 


^in(-f  — r?j 


sin|. 


[  cos  — £-f-»sin-  ^  )  —  (  cos  —  g  — «sm-    8  j 


und  analog 


^2  =  9- 


^3  =  9 


[l(- 


+  8)  —  7} 


sin  -  (2  «  +  g) 


=  9 


in     3-  ('^  —  0  +  V 


sin  -  (jr  —  8) 


äin     -  (47r  +  g)  —  7?  sin     -  («  -f  g)  —  7y 


sin-  (47r  +  8) 


sin  -  (w  +  £) 


Zu  denselben  Formeln,  wie  sie  zuerst  von  St  oll  veröffentlicht  sind, 
bin  ich  schon  1875  gelangt,  freilich  auf  einem  Umwege.  Man  kann 
nämlich  auch  irgend  eine  der  übrigen  in  meinem  Schlüssel  (§  95  b. 
31.11)  abgeleiteten  algebraischen  Wurzelformen  zum  Ausgangspunkte 


wählen,  z.  B. 

rp      : l , 

•^1   —         3/—         3  ,— 

y  9x  —  y  ^2 
Um  dieselbe  durch  goniometrische  Functionen  auszudrücken,  setze 
man  allgemein 

und 


%o=  Q  cos  1^ ,     t?  =  ^  sm  7^ , 


z  =  w  -^^vi  =  ()(cos  ^  +  ^  sin  iq) 

Daraus  folgen  dann  die  Relationen 

^^  —  2^^  cos  7;  +  (>^  =  0, 
o  h^  —  Sac 

r.  ,  ab  —  9c 

2q  cos  1?  =  ^i  +  ^2  =  —  a^_3h' 


_         1-1/         {ab  ~  9cy 


—  3A 


3&)(62  — 3ac) 

Substituirt  man  0^  und  ^2  in  die  Functionen  der  vorgelegten  Gleichung, 
so  erhält  man  mit  Hülfe  der  Gleichungen  I.  und  IL,  nämlich 
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2  1 

Q^  +  j  ÜQ  COS   7]  -\-  -  h  =  0  , 

1  2 

-ag-  +  jhQ  cos  7}  +  c      =0, 

j  Beziehungen 
5Pi  =  R(cos  d-  +  i  sin -^l  =  —  4^^sint;"  (cos  rj  -\-  /sin r^)  —  —aQ^siiiTj^y 

gDö  ==  R(cosd'  —  i sin  d)  =  —  4^"^ sin?;-  (cos  1]  —  isinr])  —  —  «p^sint;-. 
Es  ist  nämlich 

w^  —  3ivv^  +  a(tv~  —  v~)  -\-  hiv  -{-  c  =  E  cos  d- ^ 
3w^^v  —  v^  -\-  2aivv  -\-  hv  =  B  sin  %" , 
also 

hw  -];-  c  =  —  (>"^  cos  7] —  aqr{\  -\-  2  cos  rf) 

und 

B.  cos  '9-  =  —  4p^  cos  ri  sin  »;" —  aQ^  sin  ?;^, 

Rsm  ^  =  —  4  9^  sin  rf . 
Nach  einigen  einfachen  Reduetionen  erhält  man  hieraus  wieder  die 
Wurzelform 


3 3   

(cos  r? — i  sin  >?)  1/  :^  — f-  (cos  ri  -\-  i sin  ri)  — (cos  ??  -|~  *  sin  t^)  1/  —  — |-(cosiy — ^isini^) 

Q  3,  =  3,  » 

1/  — -  —  +  (cos  »?  -f-  *  ^in  ^)  —  1/  -^ h  (cos  n  —  i  sin  ij) 

welche  sich  nach  Art  der  vorigen  Methode  auf  die  angegebenen 
einfacheren  goniometrischen  Formeln  reduciren  lässt.  Zu  dem  Zwecke 
setze  man 

cos  ^  -^  ^  —  =  Q  cos  s  j     sin  ?;  =  §  sin  s . 

3       Q 

Da  Q  aus  der  algebraischen  Wurzelform  verschwindet,  so  bedarf 
es  zur  Berechnuno'  des  Winkels  s  nur  einer  der  Gleichungen 


1  V— 27i),                             1  2a^  —  9ab -\- 27c 
Sin  £  -^Y  i'       cos£  =  Y 3— • 

Zur  Demonstration  seiner  Methode  gibt  Stoll   folgendes  Zahlen- 
beispiel: 

x^  +  2x~  -  30^  +  39  =  0 . 

Hier  ist 

a-  -  36  =  94,     ah  -  9c  =  -  411, 
h-^  —  3^7  c  =  666,  A  =— 27165. 
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Da  die  Discriminante  negativ  ist,   so  haben  also  sin  rj  und  cos  rj 
reelle  Werthe. 
Ferner  ist 


Q  =  1/666  :  94 ,     log  ^  =  0,4251731 , 
^  cos  1?  =  41 1  :  188 ,  rj  =  3A' 4&  59';4 , 

tan  £  ==  ^4^^-' ,  £  —  28«  V  2rß  . 


Daraus  folgt 


sin25«26'29",4  nr^AAri^ 

^>  ==  -  ^  sin-9^(rw7)  -  -  ^^^4452 , 

sin85''26'29",4  ,     ^  ^or^Qn 

^^  =         ^  sin5Ö^^0-70  -  +  ^^^'^^^^  ' 
sin34"33'30",6  ,     .  -..oz-e 

^Bhr69W30'7)^+^^^^^^^- 


a?,,  = 


Stoll  betrachtet  auch  noch  den  Fall,  wo  zwei  Wurzeln  der  ge- 
gebenen Gleichung  nahe  zusammenliegen.  Alsdann  hat  die  Discri- 
minante einen  sehr  kleinen  Werth,  und  die  Formeln 


1  K  — 3D3  ,  V—SD. 


^y{a''  —  3h){b'-3ac)'  '  ab -9c 

geben  dann  für  rj  auch  nur  einen  sehr  kleinen  Werth.  Man  thut 
in  diesem  Falle  besser,  die  vorstehende  Formel  zu  gebrauchen, 
statt  "derjenigen  für  q  cos  rj, 

Zahlenbeispiel.  Aufzulösen:  x^ -\- llx^  —  102;r-f- 181  =0  . 
Man  findet 

a^  —  3h    ==421,    ah  — 9c  =  —  2161, 
h'  —  3ac  =  U31,  Dg  =  —  49. 

Daraus  folgt 

tan,  =  g^,  ,  =  15'9",055, 

9  =  1/44317427",    log  p  =  0,5080369 , 

sm.=||/?^,  f  =  7'5",1413. 

Die  Wurzelwerthe  sind  hiernach 

sinl2'47",34l7  .„  aacok 

^^  -  -  ^  sin   2-2C7138    =  "  ^^^^^^^^  ^ 

_  sin  600  12' 47"^  _  099959 

^2  —         ?  sb^o  57'  38",29  ~  ö;^^yOZ  , 

sin  59"  47' 12",66  ooiqiq 

^3  =         9  sirr6-00-2'lT";7l  =  "'^^^^^^  " 


§  350.     Auflösung  der  kanonischen  Form.  913 

IV.    Von  der  Auflösung  der  biquadratischen  Gleichungen. 

§  350.    Goniometrische  Auflösung  der  kanonisclien  Form  der 
biquadratisclien  Gleicliungeii. 

Es  ist  in  §§  263,  271  und  278  gezeigt  worden^  dass  sich 
jede  vollständige  biquadratische  Gleichung  mit  Hülfe  einer  kubischen 
Resolvente  auf  die  kanonische  Form 

bringen  lässt.  Diese  Umformung  lässt  sich  also  mit  Hülfe  gonio- 
metrischer  Functionen  bewerkstelligen.  Behufs  einer  Anwendung 
goniometrischer  Functionen  zur  vollständigen  Auflösung  der  redu- 
cirten  Form  wollen  wir  hier  nur  den  Fall  berücksichtigen,  wenn 
dieselbe  vier  reelle  Wurzeln  hat.  In  diesem  Falle  lassen  dieselben, 
wie  in  §67  gezeigt  worden  ist,  sich  auch  in  complexer  Form  dar- 
stellen (casus  irreductibilis).    Substituirt  man 

^  ^  x-j-yy —  1 

so  erhält  man  nach  der  Annahme  x^  -\-  y^  ==  p  die  Gleichung 

{x  +  y  y^^f  +  (162  -  2/)(a;  +  vY^^'  + 1^*  =  0, 
also 

Ist  nun  ( ^ )  ^  T  ^  ^^^  ^  positiv,  so  hat  die  Gleichung  vier  reelle 
Wurzeln  in  complexer  Form,  und  zwar  ist 

Y^^Va  +  ßY^^  —  Y^^Va  —  ßy^==  au-\-  a^v, 
—  }/a  +  ßY^-  Va~ßY^=^u  —  v, 

,=-V^^i/a+ßy^+Y^=^y^a-ßy^= 


X,  = 


Xo  


au 

wo 

Matthiessen,  Grundzüge  d.  ant.  u.  inod  Algebra.  58 
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gesetzt  worden  ist. 
Man  substituire 

a  =  r  cos  (p ,     ß  =  r  sin  (pj 
dann  wird 

x^  =  yV  [y  cos  (p  +  sin  9)]/—  1  +  K  cos  (p  —  sin  cp  Y^lj 
=  l/rf/'cos  ^9  +  i  sin-^9)j  +  (^cos  \  (p  —  i  sin-g)jj 


oder  kurz 
und  weiter 


x^  ==  2y  r  cos—  q)j 

j  =  -  2"/^  sin-gp> 
cos-gp, 
-{-  2  yr  sin  —  9) , 


iCg  =  —  2  yr 


Zahlenbeispiel.     Aufzulösen:     ic^  —  13^^  +  36  =  0 

Hier  ist 

119        ^        15 
^  =  -16-^     /^  =  ¥' 
folglich 

^2        11924-1202         j^^ 120 


r' 


tan  g)  =  —  - 


162         ;         —  v-  1195 

log  r  =  1,0237667 ,  cp  =  134«  45'  37' 

Hieraus  findet  man 

x^=       2  yr  cos  —  9  =       3  , 

X2  =  —  2  y^^sin   .  (p  =  —  2  f 

iTg  ==  —  2  y  r  cos  —  9?  =  —  3  , 

574=       2  y  r  sin  —  cp  =       2. 


§  351.     Methode  von  Heis.  915 

§351.    Goniometrisclie  Auflösung  der  reciproken  Gleichungen  vierten 
Grades  nacli  Heis*). 

Gegeben  sei  die  Gleicliung 

rr^  +  ax^  —  hx'^  +  ax+l^Q. 
\Ian  substituire 


—^ — - —  =  tan  2  a  , 

a  ' 

—  Vhl^  '  *^^  "  =  ^"^  ^/^i '        y  öT^  •  cot  «  =  sin  2^2 , 
so  wird 

x^  =  —  tan  /3i ,     x.2  =  —  cot  ß^,     ^3  =  cot  ß^,     x^  =  tan  /Sg . 
Zur  Demonstration  dieser  Methode  versuche  man  die  Auflösung 
nach  bekannter  Weise  algebraisch.    Setzt  man 

so  erhält  man  die  Hülfsgieichung 
und  die  Wurzelwerthe 


0,  und  ^,  =  --la  +  -ia]/l+^^^i^. 
Durch  die  erste  Substitution  erhält  man 

0^  und  ^2  =  ~  "^  ^  +  IT  <^*f  '  cos  2  cc , 

also 

1       1  —  cos  2  a         ^/~j — i — ^      ,    - 
2^  =  —  a =  1/6  +  2  •  tan  a 

^  2  cos  2  a  r         \ 

Demgemäss  ist 


yb+2  Aajia.x+  1  =  0, 


x^  und  x^  =  —yh  -\-  2  .  tan  a  +  y  —t~  *^^  «^  —  1 

__      1         I    cos2^2  1  ±  cos  2  ^2 

sin  2 132  —  sin  2  (^  sin  2 132       ' 

oder 

ifg  =  cot  /32 ;     ^4,  =  tan  /^g . 


*)  Heis,  Ebene  und  sphärische  Trigonometrie.    Cap.  VIII.  4.  Abschnitt. 
115.  Aufgabe.    Köln  1867. 
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Ferner  ist 

1       1  -j-  cos  2  a  -,/v — j — ^  , 

^„  = a  — — =  —  yo  -j-  2  .  cot  a  , 

■^2  2  cos  2  a  »'I  7 

und  demgemäss 

^2  _^  yh~+2  .  cot  a  .  rr  +  1  =  0, 


\  und  ij?2  =  —  Y  y^  +  2  .  cot  a  +  V~~4     ^^*  '^^  —  1 

1       -— -  cos  2  ßi  1  +  cos  2  Pi 

■""  sm2ßi     '     sm^  Tin  2^^      ' 

oder 

iiJ^  =  —  tan  ß^^     002  =  —  cot  ß^ . 

Zahlenbeispiel.    Aufzulösen: 

Man  findet 

2t^  =  760  39'27';6,     2ft  =  30^  2^^  =  53^  7' 48'', 
r»!  =  —  0,26795 ,    0)2  =  —  3,73205 ,    x^  =  2 ,    x^  =  0,6. 

§  352.    Goniometrisclie  Auflösung  der  reciproken  Gleichungen  viertel 
Grades  nach  Björling*). 

Gegeben  sei  die  Gleichung 

x^  +  «^^  -\-  hx^  +  ax  -\-  1  =  0 . 

Man  setze  x  -] =  0  und  die   vorgelegte  Gleichung  verwandeH 

sich  in  die  quadratische 

0'-  +  a0  +  h  —  2  =  O. 
Ihre  Wurzeln  sind 

^1  und  02  =  —  Y  ^  i  ¥  '^^^  —  4&  +  8 . 
Man  substituire  jetzt  x  =  tan  a ,  woraus  entsteht 

-  ( —  a  +  Va^  ~  4.J)  -{-  S)  ==  tan  a  +  cot  a  =   .  ^    • 

2  ^  -1-  r  I       /  I  sin  2  a 

Es  ist  demnach 


sm  2a  =     ~     ^ 7 —  • 

2  —  & 

Hieraus  berechne  man  den   Winkel   «,    welcher  vier  Werthe  a^^, 

«2,  «3;  «4  hat.    Die  Wurzelwerthe  der  Gleichung  sind  alsdann 


*)  Björling,  Goniometriska  expressioner  för  rötterna  tili  tredje  og  fierde 
gradens  equationer.    Acad.  Förhandl.  1850. 
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x^  =  tan  «^ ,     ^3  =  tan  cc^ , 
und  wegen  x^x.2  =  1 , 

X2  =  tan  or^  =  cot  «^  ,     x^  =  tan  «^  =  cot  a^ , 
Zahlenbeispiel.     Aufzulösen: 

x^  +  l^x'-8x'^  +  ll  a;  +  1  =  0. 
Hier  ist  a  =  1-  ,  ?>=  —  8;  folglich 

sin  2«  ==^(3 +  13);     |   oder  -  ^  • 
Man  findet 

I.    für  sin  2«  =|,  2«i  =  53M'48",     2«,  =  126*^52' 12", 0 

IL    fürsin2c<:  =  — |,     2«.  =  —  30%  2cc^  =  210\ 

Hieraus  ergibt  sich 

x^  =  tan  «1  =  tan  2ß^  33'  54"  =  0,5 ; 

X2  =  tan  (^,  =  tan  63<^  26'  6"    =  cot  26^  33'  54"  =  2 ; 

x.^  =  tan  «3  ==  tan  ( —  15^)      =  —  0,26795 ; 

x^  =  tan  a^  =  tan  lOö^'  =  -  cot  15«  =  —  3,73205 . 

5  353.   Goniometrisclie  Auflösung  der  vollständigen  biquadratischen 

Gleichungen. 

Die  Vortheile,  welche  die  Anwendung  goniometrischer  Func- 
ionen  bei  der  Auflösung  biquadratischer  Gleichungen  gewährt, 
sind,  mit  den  Methoden  der  Auflösung  kubischer  Gleichungen  ver- 
glichen, ganz  unerheblich.  Sie  beschränken  sich  eigentlich  ganz 
md  gar  auf  die  Auflösung  der  kubischen  Eesolventen.  Wenn  es 
iber  nur  darauf  ankommt,  die  Wurzelformen  der  Biquadrate  in 
iner  möglichst  eleganten  Form  darzustellen,  und  man  dabei  auf 
V^ortheile  der  Berechnung  der  Wurzeln  verzichtet,  so  mag  immer- 
bin die  folgende  Darstellung  der  Wurzelwerthe  einige  Berück- 
sichtigung verdienen. 

Zur  Verallgemeinerung  der  Methode   gehen  wir   aus   von   der 
vollständigen  Gleichung 

ar^  +  ax^  +  hx~  +  ex  +  r/  =  0 . 
Wir  setzen  der  Kürze  wegen 

—  ?>==«,     ac  —  4d  =  ß ,     —  (a^d  —  4:bd  -^  c^)  =  y  ^ 
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und  ferner 


^         1  y  — SDg 

I.     -  =  =  smr). 


^T     1         y— 27D3 

IL ,  =  sin  £ 

III      t=Ll«_y  =  o' 


5in  (^  ^  ~  ^  - 


IV.  c    :  1    ^-y  +  i 


sin-gS 


Daraus  folgen  die  folgenden  Relationen: 

,f  -  p  -A__ /  y  +  rf  =  0 


sin-. 


8in(-[27i:  +  e]  —  »/ 1 


sin—  [2  7r  -f-  s] 


sin /- [47r +  «]  —  ??  j 
sin-[47r  +  f] 
y  ist  also  die  Wurzel  einer  bikubischen  Gleichung.    Ausserdem  ist 
^3  =      \  (^ß  -  ^rf  - 1  («'^  -  3/3)  (ß'  -  3«).) 
=-       i[6(«c  -  4d)  —  9{a'd  —  Ud  +  c^)]2 

-  I  (6^  -  3ac  +  12d)[{ac  -  Adf  —  Uip^d^-  4hd  +  c')] 

=  —  -^  (h''-dac+12dy+^(12hd+  9ahc  -  27c'^-  27^^^?— 2Z>-^)^ 

=  ~  256  (^3  —  27^2)  =  —  1)4. 

Deshalb  kann  man  an  die  Stelle  der  Gleichungen  I.  und  IL  auch 
setzen : 

1  1/3^ 


2  y(«2-3|3)(ß2-3ay) 


=  sm  ?^ 


1  1/27  D4 


2  /'o.a 


(«2  -  3ß)j/a'  -  Sß 
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und  in  Berücksichtigung  von  III. 


1    Va^—Sß     . 

sin  ??  =  ^- sin  £ . 

3  o 


Wenn  nun  die  Winkel  t]  und  e  reell ,  fZ  >  0  ist,  so  substituire  man 

_       sin  ( -  8  —  7j\ 
2yd:Q ^^-^^ ^  =  sin  X, , 


sm-a 


2  "/(Z  :  9  — ^^— ^^ ^  =  sin  A,, 


sin-  [27r  +  f] 


sin/^j[45r  +  «]  —  7?j 

2  Vr?  :  ^ ^— ^ ^  =  sin  A3 . 

sin  -  [4:7t  +  g] 

Alsdann  gelten  folgende  Relationen 

2/1  =  y^ .  tan  -  Ai ,  7]^=yd  .  cot  -  A^  , 
2/2  ==  "j/^  .  tan-  Ag,  7^2  =  Vd  .  cot|  Ag, 
i/3  =  yj  .  tan  -  A3 ,     i?3  =  Yd  .  cot-  A3  . 

Hieraus  ergeben   sich   endlich  folgende  elegante  Wurzelausdrücke: 


1  ■ 

•l/tan-l 

^1 

•  tan  y  Aj 

•tan|-A3, 

'2.'' 

.]/tan| 

^ 

.  cot  Y  A2 

•  cot  y  A3, 

'3  ■ 

.]/coti- 

^1 

.  tan  -i-  ^2 

.  cot-i-Aj, 

x^  =  -AzVd  .y  cot  Y  Ai  .  cot  Y  A^  .  tan  ^  '^3  ? 
wenn  die  Bedingung 
^/J  ftan  -  X^  .  tan  -  X^  .  tan  -  X3  +tan  -  X^  +tan  -Z,  +tan  -  xj 
1/  tan  —  Xi  .  tan  —  X^  .  tan  —  X^ 
erfüllt  wird;  dagegen 


-j-a 


920  Sechster  Abschnitt.     Goniometrische  Methoden.     IV. 


^1  =  ±  y^-  yGot  -  Ai .  cot  ^  Ag  .  cot  -  A3 , 

^2  =  dz  y^  •  |/^ot  Y  Ai  .  tan  -  A2 .  tan  -  A3 , 

rzjg  =  +  yd  .  1/  tan  —  Ai  .  cot  —  Ag .  tan  —  A3 , 

0^4  =  +  y  c? .  1/ tan  —  A^  .  tan  -  X^  .  cot  —  A3 , 
wenn  die  Bedingung 

•y/^ftan  -  Ai  .  tan  -  X^  .  tan  -  ^3  +  tan  -  X^  +  tan  -  ^l^  +  tan  -  X^ 

LA ?_ ^         ^     ^         1-^—1— ^-J  =  H=c:yr^ 

1/ tan  -  X^  .  tan  -  ^2  •  tan  -  X^ 

erfüllt  wird.  Für  die  numerische  Berechnung  lassen  sich  nach 
§313  die  vorstehenden  Wurzelwerthe  leicht  in  logarithmische  Aus- 
drücke verwandeln. 


Siebenter  Abschnitt. 


Von  den  geometrischen  Constrnctionen  der  Wurzeln  der 
algebraischen  (ileichungen. 

I.    Das  Princip  der  geometrischen  Methoden. 

§  354.    Allgemeine  und  historische  Bemerkungen. 

Die  Methode  der  Auflösung  der  Gleichungen,  welche  ebenso  wie 
der  geometrische  Sinn  einer  Gleichung  und  ihrer  Wurzel,  historisch 
der  analytischen  voranging,  ist  die  geometrische  Construction  der  Wurzel- 
werthe  mit  Hülfe  von  Intersectionen  gerader  Linien  oder  der  Geraden 
mit  dem  Kreise  oder  auch  der  Curven  höherer  Ordnung  und  der  Kegel- 
schnitte miteinander.  So  ist  die  quadratische  Algebra  bei  Euclides 
noch  rein  geometrisch,  ebenso  in  dem  alten  chinesischen  Kiu-tschanrf. 
Auch  bei  den  Arabern  und  den  Occidentalen  bis  zu  Cardan's  Zeit 
blieb  die  höhere  Algebra,  beeinflusst  dua-ch  das  Studium  der  grie- 
chischen mathematischen  Litte ratur,  namentlich  des  Euclides  und 
Apollonius,  vorwiegend  geometrisch.  Erst  allmählig  machte  sich  die 
abstracte  und  numerische  Algebra  von  den  Fesseln  geometrischer  An- 
schauungfrei, wie  schon  aus  den  für  die  Potenzen  der  Unbekannten  üblichen 
Bezeichnungen,  x^  durch  „Quadrat",  x^  durch  „Kubus"  hervorgeht,  so- 
wie aus  dem  Umstände,  dass,  abgesehen  von  einigen  speciellen  Fällen, 
die  sich  bei  Abul  Wafa  und  einer  anonymen  arabischen  Abhandlung 
vorfinden  und  eine  geometrische  Construction  der  Wurzeln  einer  bi- 
quadratischen Gleichung  enthalten,  sich  die  arabischen  Algebristen 
wegen  der  Absurdität  des  Biquadrats  unter  der  Kategorie  messbarer 
Grössen  nicht  über  die  Auflösung  der  kubischen  Gleichungen  zu  er- 
heben vermochten.  Es  bleibt  eine  auffallende  Erscheinung,  wie  wenig 
die  Araber  aus  der  Bekanntschaft  mit  den  Schriften  des  Diophant 
und  der  indischen  Algebristen  für  ihre  numerische  und  symbolische 
Algebra  Nutzen  zu  ziehen  versuchten.  Diese  unschätzbaren  mathema- 
tischen Werke  verschwanden  aus  dem  Bereiche  der  Litteratur  und  es 
sind  nur  unbekannte  glückliche  Umstände  zusammengetroffen,  durch 
welche  sie  der  neuern  Zeit  erhalten  worden  sind.  In  den  genannten 
algebraischen  Werken  finden  sich  mehrere  Beispiele  einer  synthetischen 
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algebraischen  Auflösung  kubischer  und  biquadratischer  Gleichungen. 
Die  allgemeinere  Methode  einer  algebraischen  Auflösung  wurde  indess, 
wie  wir  in  den  früheren  Abschnitten  entwickelt  haben,  von  den  älteren 
Italienern,  welche  unter  dem  geistigen  Einflüsse  der  arabischen  Litte- 
ratur  standen,  auch  nur  auf  synthetisch-geometrischem  Wege  gefunden. 
Beispiele  geometrischer  Constructionen  der  Wurzeln  einer  Gleichung 
ersten  Grades  kommen  zwar  nirgend  in  der  Litteratur  der  Alten  vor. 
Es  ist  aber  mehr  als  wahrscheinlich ,  dass  eine  solche  bei  den  arabischen 
Algebristen  vor  Ibn  Albanna,  einem  Zeitgenossen  des  Fibonacci, 
erfunden  und  gebraucht  worden  ist,  welche  aber  bald  einem  arith- 
metischen Schematismus  Platz  machte,  der  unter  dem  Namen  der 
„Regel  der  Wagschalen"  bekannt  geworden  ist.  Was  die  geometrische 
Construction  der  quadratischen  Gleichungen  anbelangt,  so  sind  die 
Principien  derselben,  so  weit  es  sich  um  die  Bestimmung  der  Glieder 
rein  geometrischer  Ausdrücke  zweiten  Grades,  also  z.  B.  um  die  geo- 
metrische Construction  der  Seite  eines  Rechtecks  von  gegebener  Summe 
oder  Differenz  seiner  Seiten  und  von  gegebenem  Inhalte  handelt,  aller- 
dings schon  im  VI.  Buche  der  Elemente  des  Euclides  implicite  ent- 
halten. Wenn  man  aber  den  Ursprung  der  Algebra  von  dem  wich- 
tigen Schritte  datiren  will,  wo  solche  Abhängigkeitsverhältnisse  oder 
Gleichungen  zwischen  gegebenen  und  noch  zu  bestimmenden  Grössen 
arithmetisch  aufgefasst  und  zergliedert,  wo  die  geometrische  Ausdrucks- 
weise der  Theoreme  beseitigt  und  gewissermassen  in  Formeln  ver- 
wandelt, oder  die  Verbindung  der  Grössen  im  allgemeinen  arithmetischen 
Gewände,  also  der  Inhalt  eines  Rechtecks  in  Form  eines  Zahlenproducts 
vorgelegt  worden  sind,  wie  dies  in  der  ausgeprägtesten  Gestalt  zuerst 
in  der  griechischen  Litteratur  bei  Diophant,  in  der  indischen  bei 
Brahmegupta,  in  der  arabischen  bei  Mohammed  ben  Musa  zu 
Tage  tritt,  dann  finden  wir  die  geometrische  Construction  uftd  Bestimmung 
der  Wurzeln  quadratischer  Gleichungen  zuerst  in  der  Algebra  von  Omar 
Alkhayyami.  Dieser  scharfsinnige  Mathematiker  entwickelt  in  gründ- 
lichster Weise  die  Theorie  der  quadratischen  Gleichungen,  indem  er 
dieselben  zuerst  algebraisch  löst,  dann  diese  Auflösungsmethode  geo- 
metrisch interpretirt  und  endlich  auch  eine  geometrische  Construction 
der  Wurzel  angibt,  wobei  er  sich  gerade  auf  die  von  Euclid  in  dem 
VI.  Buche  der  Elemente  angewendete  Construction  der  entsprechenden 
planimetrischen  Aufgabe  bezieht  und  dieselbe  mit  einigen  Abbreviaturen 
wiedergibt.  Sonst  habe  ich  wenigstens  in  der  älteren  Litteratur  nir- 
gend eine  geometrische  Construction  der  Wurzeln  der  quadratischen 
Gleichungen  entdecken  können.  Denn  die  geometrischen  Begründungen, 
welche  der  Chowarizmier  in  seiner  Algebra  den  gegebenen  Regeln  der 
arithmetischen  Auflösung  hinzufügt,  sind  keine  geometrischen  Construc- 
tionen der  Wurzeln,  wie  Einige*)  meinen,  sondern  eben  nur  geome- 
trische Erläuterungen   der  bei   der   algebraischen   Lösung   zur  Anwen- 


*)  Man  vergleiche  Hankel,   Zur  Geschichte   der  Mathematik  im  Alter- 
thum  und  Mittelalter.     S.  263.  Z.  7  u.  14  v.  o. 
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dimg  gebrachten  arithmetischen  Sätze,  insbesondere  des  Satzes  von 
den  Potenzen  der  Binome.  Aehnlich  verhält  es  sich  mit  den  geome- 
trischen Beweisen,  welche  Cardano  für  die  Methoden  der  Auflösung 
kubischer  Gleichungen  von  Ferro  und  Tartaglia  erfand  und  in  seiner 
Ars  magna  entwickelt  hat. 

lieber  den  Ursprung  der  Methode,  die  Wurzelwerthe  kubischer 
Gleichungen  durch  Intersection  von  Linien  darzustellen,  ist  bereits 
Mehreres  im  lY.  Abschnitt'  §  127  in  den  historischen  Bemerkungen 
mitgetheilt  worden.  Wir  fügen  demselben  nur  noch  einige  Bemerkungen 
über  einzelne  Momente  und  den  weiteren  Verlauf  der  Geschichte  der 
geometrischen  Methoden  hinzu.  Die  Methode  der  Anwendung  der  Apollo- 
nischen Kegelschnitte  nahm  ihren  Ursprung  bei  den  Griechen,  ver- 
anlasst durch  die  Probleme  von  der  Verdoppelung  des  Würfels,  der 
Trisection  des  Winkels  und  dem  Archimedischen  Probleme  der  Kugel- 
theilung. Das  erste  Problem,  welches  von  der  Auflösung  einer  rein 
kubischen  Gleichung  abhängt,  wurde  in  der  Platonischen  Schule,  das 
dritte,  welches  von  der  Auflösung  einer  gemischten  kubischen  Gleichung 
abhängig  ist,  nach  dem  Zeugnisse  des  Eutocius  von  Archimedes 
selbst  gelöst,  wofür  es  allerdings  an  Originalbeweisen  fehlt*).  Den 
Arabern,  welche  sich  im  Besitze  der  Schriften  des  Archimedes  be- 
fanden und  sich  vielfach  bemühten,  das  Problem  zu  lösen,  war  eine 
Methode  des  Archimedes  jedenfalls  unbekannt.  Wie  dem  nun  auch 
sei,  die  Araber  haben,  durch  jene  Probleme  angereizt,  die  Geometrie 
der  kubischen  Gleichimgen  in  verhältnissmässig  kurzer  Zeit  durch  eine 
systematische  Behandlungsweise  zu  einem  gewissen  Abschlüsse  gebracht. 
Freilich  blieb  ihnen  ein  wichtiger  Theil  der  Theorie  fremd:  die  Auf- 
stellung der  Diorismen  zwischen  der  Realität  der  Wurzeln  und  der 
speciellen  Beschaffenheit  der  Glieder  oder  Coefficienten  der  Gleichung. 
Daran  zu  gehen  hinderte  sie  jedenfalls  der  Mangel  algebraisch-analy- 
tischer Gewandtheit.  Unter  den  Geometern,  welche  sich  an  diesen  Pro- 
blemen lebhaft  betheiligten,  sind  besonders  zu  erwähnen  A  Im  ah  an  i, 
(850),  Alkhazin  (950),  Alkuhi  (900),  Abul  Djud  (1030),  Al- 
haitham  (f  1038)  und  Omar  Alkhayyami  (1080).  Ausserdem 
muss  erwähnt  werden,  dass  der  berühmte  Geometer  Abul  Wafa 
(940  —  998)  nach  dem  Zeugnisse  seines  Zeitgenossen  Abul  Faradj 
im  Kita!)  Alßirist  ein  Buch  geschrieben  haben  soll  über  die  Bestimmung 
der  Seite  des  Kubus  und  des  Biquadrats,  sowie  der  aus  beiden  zu- 
sammengesetzten Ausdrücke*),  'd.  h.  also  über  die  Construction  der 
Wurzeln  der  Gleichungen  x^  =  a^  x^  =  a  und  x^  -{-  0X^=1) .  Abul 
Wafa  war  der  Erste,  welcher  einen  arabischen  Commentar  zur  Algebra 
des  Diophant,  sowie  zur  Algebra  des  Chowarizmiers  schrieb.  Die 
erste  vollständige  und  systematische  Behandlung  der  kubischen  Gleichun- 
gen   enthält    das    Werk    des    oben   erwähnten    Omar    ben    Ibrahim. 


*)  Ibid.  S.  274. 
**)  Woepeke,  Recherches  sur  l'hist.  des  seien ces  mathem.  chez  les  Orien- 
taux.  p.  28  et  37.  Paris  1875. 
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Seine  Classification  der  quadratischen  und  kubischen  Gleichungen,  so 
weit  sie  reelle  positive  Wurzeln  besitzen,  und  worauf  die  älteren  Al- 
gebristen, bis  zu  Cardano  herauf,  ein  besonderes  Gewicht  legten,  ist 
bereits  in  §  90  ausführlich  mitgetheilt  worden.  Es  ist  anzunehmen, 
dass  Cardano  seine  Tabelle  selbständig  erfand;  er  fügte  auch  nach  der 
Erfindung  Ferrari' s  das  System  der  biquadratischen  Gleichungen  hinzu. 
Da  jene  schönen  algebraischen  Untersuchungen  der  Araber  der 
älteren  italienischen  Schule  anscheinend  unbekannt  geblieben  und  erst 
in  neuester  Zeit  im  Occident  wieder  ans  Licht  gezogen  sind,  so  wurden 
die  geometrischen  Methoden  von  den  Nachfolgern  der  altitalienischen 
Schule  selbständig  und  zwar  zuerst  von  Cartesius  nacherfunden  und 
bald  daraufgaben  van  Schooten,  Hudde,  Baker,  Halley  und  Ro- 
berval  verschiedene  Methoden  an,  die  allgemeinen  kubischen  und  bi- 
quadratischen Gleichungen  mittels  Anwendung  der  Kegelschnitte  auf- 
zulösen. Newton  endlich  zeigte  in  seiner  Ärithmetica  universalis^  wie 
auch  eine  andere  mechanisch  construirbare  Curve,  die  Conchoide  des 
Nicomedes,  welcher  dieser  sich  zur  Lösung  des  delischen  Problems, 
sowie  auch  zur  Trisection  des  Winkels  bediente,  sich  mit  Vortheil  zur 
Auflösung  der  kubischen  und  biquadratischen  Gleichungen  verwenden 
lasse.  In  der  That  aber  ist  nichts  geeigneter,  die  Existenz  sowol  reeller 
als  complexer  Wurzeln  vor  die  Augen  zu  führen,  als  diese  Art  geo- 
metrischer Interpretation  der  algebraischen  Formen,  an  welche  die 
Bedingung  geknüpft  ist,  für  jene  speciellen  näher  zu  bestimmenden 
Werthe    der   Variabein    einen   vorher  bestimmten  Werth   anzunehmen. 

IL  Geometrische  Auflösung  der  linearen  Gleichungen. 
§  355.  Die  Methode  der  Wagschalen  nach  Ihn  Albanna*). 
Der  Methode,  welche  die  arabischen  Algebristen  Abraham 
ben  Esra  (1130),  Ibn  Albanna  (1222)  und  sein  Commentator 
Alkalzadi  (1470)  unter  dem  Namen  der  Methode  der  Wagschalen 
(äml  h'il  haffatain)  zur  Bestimmung  der  Wurzelwerthe  einer  Gleichung 
vom  ersten  Grade  in  einer  schematischen  Rechnungsform  anwenden, 
liegt  augenscheinlich  ein  geometrisches  Princip  zu  Grunde.  Ibn 
Albanna  bezeichnet  diese  eigenthümliche  noch  jetzt  unter  dem 
Namen  der  Regel  der  falschen  Substitutionen  oder  Rechnung  der 
beiden  Fehler  (lat.  regula  falsorum,  arab.  hisdb  al-khata'ain)  ange- 
wandten Bestimmungsart  der  «Wurzeln  als  eine  Methode  der  Pro- 
portionen. Er  fügt  ausserdem  hinzu,  die  Methode  sei  ,,hindissije"j 
von  welchem  Worte  es  freilich  zweifelhaft  ist,  ob  es  „indisch"  oder 
„geometrisch"  bedeuten  soll.  Die  Regel  besteht  in  Folgendem. 
Die  gegebene  Gleichung  sei 


*)  Man  vergl.  oben  §§  84,  85  und 
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ax  =  h . 
Man  versuche  es  mit  x  =  z^ ;  man  erhält 

und  man  nenne  (p^  den  ersten  Fehler,    Alsdann  versuche   man  es 
mit  X  ==  z^'^  man  erhält 

az^  =  6  +  9)2 
und  nenne  (p.^  den  zweiten  Fehler.    Die  gesuchte  Wurzel  ist 


9^1  —  T2 


und  das  Rechenschema 


9^2 


Um  diese  Methode  geometrisch  zu  interpretiren,  so  mögen  die 
Fehler  g?j ,  cp.-,,  cp.^j  cp^  verschiedener  Annahmen  z^,  z^,  z^,  z^  an  einer 
Geraden  AB  (Fig.  29)  je  nach  dem  positiven  oder  negativen  Sinne 
der  ersteren  in  senkrechter  Richtung  abgetragen  werden^  wobei  die 
Abstände  derselben  vom  Anfangspunkte  Ä  die  beliebigen  Annahmen 
{mafrud,  lances)  bedeuten,  während  die  Unbekannte  x  selbst  die 
allein  richtige  und  fehlerlose  Annahme  AO  sein  würde. 


Jl 

v>^ 

A      x^ 

■^2 

^^^^ 

% 

^4 

^^-^0 

% 

% 

^ 

-^ 

t 

< 

Fig.  29. 

Der  Entdecker  fand  nun  entweder  durch  arithmetische  Be- 
trachtung oder,  was  wahrscheinlicher  ist,  durch  eine  planimetrische 
Auffassung  der  in  Rede  stehenden  Ausdrücke  und  Resultate,  dass 
die  Fehler  der  Substitution  sich  immer  zu  einander  verhalten,  wie 
die  Fehler  der  Resultate.    Denn  aus  den  Ausdrücken 

ax  =  h,  az^  =  h  —  9^ ,  az.2  =  'b  —  cp.2,  «^3  =  ^  +  9P3 ,  ^ -^4  =  i^  +  9P4  ? 
folgt  durch  Subtraction 

a{x  —  z,)  =  (p,,  a(x  —  z^)  =  92?  «fe  —  ^)  =  ^a ,  «fe  — ^)  =  9^4 , 
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und  durch  Division 

^  —  ^1   ^^  q?!  ^3  —  ^  ^^  ^3 

X  —  Z^  (p.^'       Z^—  X  cp/ 

Aus  diesen  geometrischen  Proportionen  folgt^  dass  die  End- 
punkte G,  B  y  Ej  F  der  Fehlergrössen  eine  Gerade  bilden  und  dass 
durch  die  Intersection  dieser  Geraden  mit  der  Linie  der  Annahmen 
für  die  Unbekannte  diejenige  Annahme  AO  oder  ;r ''gefunden  wer- 
den kann,  für  welche  die  Fehlergrösse  verschwindet,  das  Resultat 
also  gleich  h  wird.  Nur  aus  diesem  Grunde  wird  es  erklärlich, 
wenn  der  arabische  Algebrist  die  Zahl  h  auf  den  Durchschnitt  der 
beiden  Linien  (den  Drehpunct  der  Wage)  schreibt.  Der  gesuchte 
Werth  A  0  oder  x  ergibt  sich  aber  durch  eine  leichte  Umformung, 
nämlich 

^  =  ^2  yi  —  ^1 9^2 . 

qPl    —    ^2 

Die  geometrische  Construction  jder  Wurzel  einer  linearen  Gleichung 
würde  demnach  in  Folgenden  bestehen.  Man  trage  vom  Anfangs- 
puncte  A  der  Strecke  auf  der  Linie  AB  die  erste  Annahme  bis 
0^ ,  die  zweite  bis  0.2  ^^ ;  setze  davon  unter  einem  rechten  Winkel 
die  Strecke  des  Fehlers  9)1  unter  der  Linie  bis  (7,  wenn  derselbe 
negativ  ist,  und  die  Strecke  des  Fehlers  9^2  über  der  Linie  bisD, 
wenn  derselbe  positiv  ist.  Alsdann  verbinde  C  mit  D  durch  eine 
Gerade  und  die  Entfernung  J.  0  des  Durchschnittspunctes  vom  An- 
fangspuncte  wird  die  gesuchte  Wurzel  der  Gleichung  sein.  Es  ver- 
dient zum  Verständniss  der  Methode  der  Wagschalen  bemerkt  zu 
werden,  dass  die  arabischen  Algebristen  in  dem  Falle,  wo  beide 
Abweichungen  positiv  ausfielen,  in  consequenter  Weise  auch  beide 
über  die  Schalen  einer  zweiarmigen  Wage  schrieben.  Aber  der 
einmal  adoptirte  Schematismus  verdunkelte  den  geometrischen  Ur- 
sprung dieser  Rechenmethode,  da  genau  genommen  in  diesem  Falle 
das  Schema  einer  einarmigen  Wage  hätte  angewendet  werden 
müssen. 

IIL    Geometrische  Auflösung  der  quadratischen 
Gleichungen. 

§  356.    Die  Methoden  von  Euclides  und  Omar  ben  Ibrahim. 

Die  allgemeinste  Form  der  quadratischen  Gleichungen  mit  einer 
unbekannten  Grösse  lässt  sich  immer  auf  eine  der  vier  Formen 


§  356.    Methode  von  Euelid  und  Omar.  927 

X-  +  mx  -\-  n  =  0 
reduciren.  Werden  diese  Ausdrücke  planimetriscli  aufgefasst,  wie 
solches  bei  Euelid  es  und  Omar  der  Fall  ist^  so  müssen  zur  Ver- 
meidung einer  Absurdität  die  einzelnen  Tbeile  homogen,  also  m 
eine  Linie,  n  eine  Fläche  darstellen,  welche  sich  durch  h^  aus- 
drücken lässt.  Auch  kann,  falls  n  eine  Linie  vorstellt,  na  statt  n 
gesetzt  werden,  wo  a  die  Längeneinheit  bezeichnet.  Das  Rechteck 
na  lässt  sich  aber  immer  in  ein  Quadrat  6^  verwandeln. 

Da  es  sich  in  den  planimetrischen  Constructionen  des  Euclides 
und  den  algebraischen  Auswerthungen  unbekannter  Grössen  der 
Araber  nur  um  positive  Werthe  jener 'handelt,  so  schliessen  diese 
Untersuchungen  den  ersten  der  vier  Fälle,  nämlich 

x^  -\-  mx  -f  w  =  0 
zunächst  von   den  übrigen  aus,  und   es  bleiben  drei,  welche   von 
Euclides  unter  den  Formen  von  Rechtecken 

L     x{a  —  x)  =^1}^ , 
IL    xla  +  x)=='b\ 
IIL     x\x-a)  =  'b\ 
von  Omar  unter  den  drei  Formen 

L     x^    -\-  ax  =  1), 
TL.    x^   -{-  a    ='bx  y 
III.     ax  -\-  h    =  x^ 
behandelt   werden.    Da    sich  Omar  in  seinen  geometrischen  Con- 
structionen auf  die  des  Euclides  beruft,  so  beschränken  wir  uns 
darauf,  die  betreffenden  Sätze  und  Aufgaben  des  Letzteren,  welche 
sich  allgemein  auf  Parallelogramme  beziehen,   auf  die  vorgelegten 
drei  Probleme  in  dieser  speciellen  Form  anzuwenden.    Es  wird  sich 
empfehlen,  den  Text  möglichst  wörtlich  wiederzugeben. 

1)  Element,  lib.  VI.  prop.  27.  Lehrsatz:  Von  allen  an  einer 
gegebenen  Geraden  a  entworfenen  Parallelogrammen,  deren  Er- 
gänzungen dem  Parallelogramme  auf  der  halben  Linie  ähnlich  sind 
und  ähnlich  gelegen,  ist  das  seiner  Ergänzung  ähnliche  Parallelo- 
gramm auf  der  halben  Geraden  ein  Maximum*). 

Specialisirung**).     Von    allen  Rechtecken   AM  (Fig.   30), 

*)  Dieser  Satz    enthält,   wie   man   leicht   sieht,   die    Determination   der 
Realität  der  Wurzehi  des  Falles  I. 

**)  Die  hinzugefügten  Specialisirungen   sind  implicite  in  den  Sätzen  und 
Aufgaben  des  Euelid  enthalten. 
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die  über  AB  entworfen  werden  können  und  deren  Ergänzung  KH 
ein  Quadrat,  also  dem  Quadrate  CE  über  der  halben  Linie  AB 
ähnlich  und  homothetisch  ist,  ist  das  Quadrat  CE  ein  Maximum. 


Folgerung.  Sei  das  Rechteck  AM=h^  und  KJB=BH==x, 
AB  =  a,  so  ist  offenbar  (a  —  x)x  =  h'^  und  (—  a\  >  h^  die  Be- 
dingung der  Möglichkeit  (Realität)  von  x. 

Setzt  man  AK  =  x ,  also  KM  =  KB  ==  a  —  x,  so  ist  eben- 
falls   (a  —  x)  X  ==1)^ .    Hieraus    geht    hervor,    dass    für    den   Fall 

(y  ^)   ^  ^^  ^^®  vorgelegte  Gleichung  zwei  Lösungen  zulässt,  von 

denen   die   eine   den  Werth  x ,  die   andere   den  Werth  a  —  x  hat. 

2)  Element,  lib.  VI  prop.  28;  Dat.  prop.  58.  Aufgabe.  An 
einer  gegebenen  Geraden  a  ein  der  gegebenen  geradlinigen  Figur 
vom  Inhalt  h^  gleiches  Parallelogramm  zu  entwerfen,  dessen  Er- 
gänzung einem  gegebenen  Parallelogramme  ähnlich  ist. 

Specialisirung.    An  einer  gegebenen  Geraden  J. 5  (Fig.  31) 


gleich  a    ein  Rechteck  AM  gleich    h^   zu    entwerfen,    dessen  Er- 
gänzung KH  ein  Quadrat  ist. 


§  356.     Methode  von  Euclid  und  Omar.  929 

Diese  Aufgabe  löst  Euclides  sehr  elegant  auf  folgende  Weise. 
Halbire  AB  in  C  und  construire  über  CB  das  Quadrat  CE ,  über 
AC  das  Quadrat  AD.    Ferner  mache 


FD  =  yjD'  -  JF'  =  ]/(!  af  -  &^  und  DL  ==  DF. 

Endlich  ziehe  DB  und  MG\AB^  so  ist  ^If  das  verlangte  Rechteck. 
Beweis  und  Folgerung,    ^ei  KB  =  KM  =  x ,  so  ist  offen- 
bar AM  =  X  {a  —  x)  .    Weil  ferner  der  Gnomon 

MNCBEL  =  (i  aV  -  MN'  =  W 


=ö") 


ist  und  das  Rechteck  ME  =  MC ,  so  ist  das  Rechteck  CH  ver- 
mehrt um  CM  gleich  dem  Rechteck  AM  oder  gleich  dem  Inhalte 
&^.  Es  ist  aber  auch  AM=^x{a  —  x)  und  also  die  Construction 
der  Aufgabe  in  dem  angenommenen  speciellen  Falle  eine  Lösung 
der  Gleichung  x{a  —  ic)  ==  h^  oder  von 

x^  —  ax  -\-  y^  =  0 , 
Aus  der  Figur  folgt  weiter 

KM=  KB  =  AC+CK=AC+  MN , 
und  nach  der  eingeführten  Bezeichnungsweise 


^+}/a«r-^^ 


Gemäss  der  sub  prop.  27  gemachten  Bemerkung,  dass  der  eine  Werth 
der  Unbekannten  x,  der  andere  a  —  x  sei,  ist  nun  auch  noch 


Auf  diese  Deductionen  bezieht  sich   nun   auch  Omar*)  bei   seiner 
Auflösung  und  Determination  der  Gleichung 

x^  -\-  a  ^hx. 

3)  Element  lib.  VI.  prop.  29;  Dat.  prop.  59.  Aufgabe.  An 
einer  gegebenen  Geraden  a  ein  einer  gegebenen  geradlinigen  Figur 
vom  Inhalte  Ir  gleiches  Parallelogramm  zu  entwerfen,  dessen  Ueber- 
schuss  einem  gegebenen  Parallelogramm  ähnlich  ist. 

Specialisirung.  An  einer  gegebenen  Geraden  AB  =  a  ein 
Rechteck  AM=lß  zu  entwerfen,  dessen  üeberschuss  HK  ein 
Quadrat  ist.  (Fig.  32.) 


*)  Omar  von  Woepcke,  arab.  Text  S.  13  und  14. 

Matthiessen,  Grandzüge  d.  ant.  u.  mod.  Algebra.  59 
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Euclides  löst  diese  Aufgabe  ülinlicli  wie  die  vorige.  Halbire 
AB  in  C  und  construire  über  den  beiden  Hälften  die  Quadrate  AI) 
und  CE.    Ferner  mache 

FD  ==  yJW+TF'  =  "[/(l  a)'  +  W 

und  BL  =  FD.    Ziehe  BBM  und  BMfCB,   so  wird  A3I  das 
verlangte  Rechteck  sein. 


Fig.  32. 

Beweis  und  Folgerung.    Sei  Z'i?==-^illf==:r,  so  ist  offenbar 
BM  ein  Quadrat  und  AM  =  oc  (a  -\-  x)  .    Weil  ferner  der  Gnomon 


MNCBEL  ==  MN^ 


(^)"= 


I 


ist  und  das  Rechteck  ME  =  MC,   so  ist  Rechteck  CH  +  Recht 
eck  (7M==  Rechteck  ^ilf=&^    Es  war  aher  B>uch  AM=x(a  +  x)M 
Die    Euclidische    Construction    der    allgemeinen   Aufgabe    schliesst 
demnach  die  Lösung  der  Gleichung 

x(a  -{-  x)  =  h^     oder     x^  -j-  ax  —  b^  =  0 
als  speciellen  Fall  ein. 

Wollte  man  die  Linie  AK  mit  x  bezeichnen,  so  wäre 
KM==AK-AB  =  x  —  a 
und  die   Construction   eine   Lösung  der  Gleichung  x(x  —  a)  =  7/ 
oder  von  x'^  —  ax  —  h^  =  0 . 
Aus  der  Figur  folgt  weiter 

K3I  =  KB  =  AC+CK=AC  +  MN , 


§  357.     Methode  von  Francoeur. 
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und  nacli  der  oben  angenommenen  Bezeichnung 


Der  andere  (negative)  Wurzelwerth 

bleibt  bei  dieser  Methode  verborgen  und  auch  Omar,  der  seine  Dis- 
cussion  der  Gleichungen  x'-^  +  a^  =  ?>-  auf  die  Theoreme  des  Eu- 
clides  bezieht,  erwähnt  dessen,  sowie  überhaupt  aller  negativen 
Wurzeln  nicht*). 

§  357.    Methode  von  Francoeur**). 

Gegeben  sei  die  quadratische  Gleichung 
x^  —  ox  ^c  =  0 . 
Man  mache  sie  zunächst  homogen,  indem  c  der  Ausdruck  für  einen 
Flächeninhalt  z.  B.    den    eines   gegebenen  Quadrats  h^  sein  muss, 
wenn  x  und  a  Linien  bedeuten. 

1^   X- — a X -\-lß  =  0 .    Aus  dieser  Gleichung  folgt  'b^=x{a  —  x) 
oder 

X  :h  =  1) :  (a  —  x)y 
d.  h.  b  ist  das  geometrische  Mittel  von  x  und  a  —  x . 

Hierauf  gründet  sich  folgende 
Construction  des  Werthes  x .  Man 
schlage  über  AB  (Fig.  33)  oder  a 
einen  Halbkreis,  errichte  in  Ä  das 
Perpendikel  AD  =  h  und  ziehe 
zu  AB  die  Parallele  DE.  Als- 
jF'^  dann  sind  AF=x^  und  AF'=x.2 
zwei  Strecken,  welche  der  Auf- 
gabe genügen,  also  Wurzelwerthe  von  x. 

Beweis.     Der  Construction  zufolge,  nachdem  man  noch  OE' 
gezogen  hat,  ist 


A  F 


O 

Fig.  33. 


OE'  =  0F==  yOE''  —  E'F''  =  Yj  a'  —  h' , 


*)  Man  vergleiche  hierüber  seine  Auflösungen  der  Gleichungen  VII.  u.  IX. 
Omar,  arab.  Text  pag.  11.  12.  14.  15. 

**)  Francoeur,   Cours   compl.   de  mathem.  I.  §  330,  und  Burg,  Lehr- 
buch III.    S.  18. 
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also  aucli 


AF'==BF=ÄO  -\-Or  =  ^a  +  ]/|  a'  -  h' , 


und 


AF=AO 


-OF  =  la-yi 


a^ 


2)    x^  —  ax  —  h^  =  0.    Aus  dieser  zweiten  Form  der  Gleichung 
folgt  b^  =  x(x  —  d)  oder 

X  :h  =  h  :  (x  —  a), 
d.  h.  h  ist  die  mittlere  geometrische  Proportionale  zwischen  x  und 

X  —  a.    Hierauf  beruht  die  fol- 
gende   Construction.     Man    be- 
jff/C^  \  schreibe  mit  J-D  (Fig.  34)  gleich 

— a  einen  Halbkreis  und  nehme  aui 

der  Tangente  AC  den  Abstand  h , 

Dann  werden  die  Wurzelstrecken 

^  auf  der  Secante  CFliegen^nämlicb 

i^ig.  34.  —  CE  =  x^  und  CF  =  iUg . 

Beweis.    Der  Construction  zufolge  ist   mit  Berücksichtigung 

des  Sinnes  der  Strecken 

2>2  =  (_  CE) .  (—CF)  =  (—  CE)  .{—CE  —  a)=  x,{x,  —  a) , 

und 

W  =  CF.CE  =  CF.(CF-a)  =  x,ix,  -  a). 
Wenn  man  die  Wurzelwerthe   selbst  bestimmen  will,   so  hat  man 
hierfür 

CD  =  YAD'+AC  =  y\a'  +  h\ 

CF  ==  DE  +  CD  =  ^  a  +  yi  a'  +  W-, 
endlich  wegen  CE=CD  —  DE: 

—  CE  =  DE—CD  =  ^c 


y^a^  +  hK 


§  358.    Methode  von  Koppe*). 
Gegeben  sei  die  homogene  quadratische  Gleichung 
x^  —  ax  -\-h^  =  0. 


^)  Lehrbuch  der  Planimetrie.    S.  148.    1863. 


§  359.     Methoden  von  Heis  und  Eschweiler. 
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Man    bilde    ein   rechtwinkliges    Dreieck    CBE  (Fig.   35)    mit    der 

Kathete  CB  =  h  und  der  Hypotenuse 

—  a ;  beschreibe  einen  Halbkreis  mit 


dem  Radius  —  a , 


welcher    die    Ver- 


F  B 


längerung   von  DE  in   den  Punkten 
^  F  und  G  schneidet.  Die  Strecken  der 
i  i^-  35.  Unbekannten  sind   alsdann  FD  =  x^ 

und  GD  =  x,.    Es  ist  nämlich  der  Construction  gemäss 


BE^y\ 


b' 


FD  =  FF-  DE=^a 


V^' 


¥ 


GD 


=  FE  +  DE=^\a  +  '\/\a^-  hK 


§  359.    Methoden  von  Heis  und  Eschweiler*). 

Von  diesen  Geometern  mögen  hier  vier  Auflösungen  der  ver- 
schiedenen Fälle  angeführt  werden. 

1)    Wenn  die  quadratische  Gleichung  auf  die  homogene  Form 
x^  —  ax  -\-  bc  =  0 
gebracht  werden  kann,  so  errichte  man  in  den  Endpunkten  A  und 

B  der  Geraden  AB  (Fig.  36)  =  a  die 
Senkrechten  AC  =h  und  BD  =  c, 
beide  nach  derselben  Seite;  alsdann 
verbinde  man  C  mit  D  und  beschreibe 
um  0  als  Mittelpunct  einen  Kreisbogen 
CXX'D .  Alsdann  ist  J.X  =  x^  und 
BX.=  AX.'  =  x^,  welches  die  beiden 
gesuchten  Wurzelwerthe  der  vorge- 
legten Gleichung  sein  werden. 
jß  Was  die  Determination  der  Rea- 

^i»-  36.  lität  der  Wurzeln  anbetrifft,  so  geht 

aus  der  Figur  die  Bedingung  hervor,  dass  der  Kreis  die  Linie  AB 
nur  dann   schneiden  kann,  wenn  2r  ^h  -\-  c  ist,  und  wenn   rück- 
sichtHch  der  Beziehung  4:7^  =  {h  —  cf  -\-  a^  die  Ungleichungen 
(l  +  cf  ^(h  —  cf  +  a' 


I 


')  Lehrbuch  der  Planimetrie  Kap.  V.    §  67. 
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oder 

la>ybc 

stattfinden. 

2)    Wenn  die  vorgelegte  Gleichung  sich  auf  die  Form 
x"^  -\-  ax  —  hc  =  0 

reduciren  lässt,  so  errichte  man  die  Liniengrössen  h  und  c  zu  ver- 
schiedenen Seiten  senkrecht  in 
Ä  und  B  (Fig.  37)  auf  der  Linie 
ÄB  =  a,  verbinde  C  mit  D  und 
beschreibe  um  den  Mittelpunct  0 
ebenfalls  einen  Kreis.  Dann  sind 
wiederum  ÄX  und  — ÄX'  die  ge- 
suchten Wurzelwerthe. 

Da  der  Kreis  unter  allen  Um- 
ständen die  Verlängerung  von  AB 
schneidet,  so  sind  die  Wurzeln  der 
vorgelegten  Gleichung  immer  reell. 


mg.  37, 
Beweis.    Aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  XOJ.  und  XBD 


folgt 

XÄ:ÄC=BD:XB, 

oder,  wenn  man  XÄ  mit  Xj^  bezeichnet, 

hc  =  ÄX.XB==  x,{x,  -i-a). 
Gleicherweise  ist 
hc={-XB){—ÄX)  =  (-AX'){-ÄX)  =  {-ÄX'){-ÄX'+a), 
oder 

bc  =  x^ix^  +  a) . 
Es  folgt  nun  aus  der  Construction 

XA  =  —  AE  +  XE==-  AE+  YXO'  —  OW 
==  —  AE+  yOD'-BH\ 
oder 

Xä=^  —  AE  +  yOH'  +  HD'  —  BH' 


=  -AE  +  yOH'  +  (HD  —  BH)  (HD  +  BH), 
und  in  Coefficienten  der  Gleichung  ausgedrückt 

1 


X,  = 


+  Yl^+hc, 


359.     Methoden  von  Heis  und  Eschweiler. 
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Endlich  ist 
oder  kurz 


ÄE  —  EX'  =-  AE—  XE, 


OCa     


1 

2« 


3)    Eine  zweite  Auflösung  der  Gleichung  x- 

r 


Fig.  38. 


ax  '\-  hc  =  0 
ist  folgende:  Es  sei  h>c.  Man 
mache  0J5  (Fig.38)=5,  OA  =  c 
und  errichte  inmitten  AB  die 
Senkrechte  EM.  Sodann  mache 
man  LBOY  beliebig  gross  und 

OJD  =  -\-  —  a,  errichte  die  Senk- 
rechte D3I  und  construire  um 
den  Punct  31  mit  31  A  als  Radius 
einen     Kreis.     Alsdann     werden 

OX  =  x^  und  OY  =  a  —  x^  =  x^  die  gesuchten  Wurzelwerthe  sein 

mit  der  früher  angegebenen  Beschränkung 

4  — 

4)  Eine  zweite  Auflösung  der  Gleichung  x-  -\-  ax  —  hc  =  0 
ist  folgende:  Trägt  man  die  Strecken 
6  =  ^0,  c  ==  BO  zu  verschiedenen  Seiten 
des  Punctes  0  (Fig.  39)  auf  einer  Geraden 
ab  und  macht   in   einer   beliebigen  andern 

Richtung  OD  =  -  a]  errichtet  ferner  D3I 

senkrecht  zu  DO,  EM  senkrecht  inmitten 
/jS  AB  y  so  ist  Jf  der  Mittelpunct  eines  Hülfs • 
kreises  AXBY,  es  werden  OX  =  x^  und 
OY  =  —  a  —  x-^  =  x^  die  gesuchten  Wur- 
zelwerthe sein. 


Fig.  39. 


§  360.    Die  Methode  rechtwinkliger  Coordinaten. 

An  den  vorangehenden  Methoden  ist  gezeigt,  wie  man  im 
Stande  ist^  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichungen  zu  con- 
struiren,  ohne  sie  zuvor  aufzulösen,  indem  die  Wurzeln  durch  Inter- 
sectionen  der  geraden  Linie  mit  dem  Kreise  gefunden  worden- 
Sieht  man  die  gegebene  Gleichung  als  das  Ergebniss  der  Elimination 
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zweier  Gleichungen  mit  zwei  variabeln  Grössen  an,  worunter  die 
eine,  welche  in  der  gegebenen  Gleichung  vorkommt,  also  x^  die 
Abscisse  und  die  andere  die  Ordinate  einer  Curve  bezeichnet; 
so  stellen  diese  beiden  Gleichungen  zusammengenommen  ein  System 
zweier  Linien  dar,  die  sich  in  einem  oder  mehreren  Puncten  schneiden 
und  die  Abscissen  dieser  Durchschnittspuncte  sind  die  reellen  Wurzeln 
der  gegebenen  Gleichung.  Werden  nun  die  Gleichungen  zweier 
Linien  als  coexistirend  gedacht,  so  gelten  die  Coordinaten  x  und 
y  derselben  nur  für  die  Durchschnittspuncte  beider  Linien.  Da  die 
Anzahl  der  reellen  Wurzeln  der  Finalgleichung  oder  Resultante 
x^  -{-  ax  -\-  h  =  ^  nur  zwei  beträgt,  so  wird  man  zwei  Curven  zu 
wählen  haben,  welche  sich  höchstens  in  zwei  Puncten  schneiden, 
also  entweder  zwei  Kreise  oder  die  gerade  Linie  in  Verbindung 
mit  einem  Kegelschnitte.  Wir  wählen  der  Einfachheit  wegen  die 
zweite  Combination  und  unter  den  Kegelschnitten  den  Kreis,  indem 
wir  die  Wurzeln  der  beiden  Gleichungen 


L 

a;2  —  a^  +  &2  =  0  , 

II. 

x^  -  ax  —  l^  =  ^ 

zu  construiren  suchen. 

1)  Gegeben  sei  die  Gleichung  x^  —  ax  ■\-W'  =  ^.    Sie  sei  die 
Resultante  der  beiden  Linien 

y  =  mx  -\-  n,  (Gerade) , 
y^  =  x(2r  —  x),  (Scheitelgleichung  des  Kreises). 

Der  Coexistenz  der  Resultante  mit  der  vorgelegten  Gleichung  genügen 

die  einfacheren  Annahmen      m  =  0,    n  =  1),  r  =  —  a,  also 

y  =  1 ,     y^  =  x{a  —  x)  . 

Die  Finalgleichung,  welche  durch  Elimination  von  y  erhalten  wird, 
ist  offenbar  die  quadratische 

x"^  —  ax  -{-h^  =^0  . 

Die  sich  hieraus  ergebende  Construction  stimmt  vollständig  mit  der  in 
§  357  gegebenen  überein.  Es  sei  A  der  Anfangspunct  der  Coordi- 
naten, AB  =  ttj  AB  =  }),  so  ist  y  =  1)  die  Gleichung  der  Geraden 
BK ,  sowie  E  und  E'  die  beiden  Durchschnittspuncte  derselben 
mit  dem  Kreise. 

2)  Gegeben  sei  die  Gleichung  x^  —  ax  —  W  ==0.    Sie  sei  die 
Finalgleichung  der  zwei  folgenden: 
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y  =  mx  +  w,  (Gleichung  einer  Geraden), 
y2  ^^  ^,2  —  ^2  ^  (Mittelpunctsgleichung  des  Kreises). 

Der  Coexistenx   der   Finalgleichung  mit   der  vorgelegten   genügen 
die  Annahmen  ?n  =  1,  n  =  —  a,  r^  ■=  a'  -\-  21)^ ,  also 


y 

.2  


X  —  a 


t/  =  a'  +  2¥  -xK 
Es   sei   0   (Fig.  40)    der  Anfangspunct,    OY  und   OX  die   recht- 
winkligen Axen    des   Systems.     Man   trage   0M=  a  auf  0 F  ab 


^ 

m/ 

\^ 

et 

( 

\ 

n 

h 

/l 

/ 

JS 

X 

\ 

/ 

0 
K 

M  JB 

7 

Pig.  40. 

und  nach  der  entgegengesetzten  Richtung  OK='by  errichte  KL 
senkrecht  gegen  OK  und  gleich  &,  verbinde  L  mit  0  und  trage 
OL  auf  OX  ab  bis  C.  Alsdann  construire  man  mit  3IC  einen 
Kreis  AB  und  halbire  den  Winkel  31  OX  durch  die  Gerade  FH. 
Die  Abscissen  ihrer  Durchschnittspuncte  mit  dem  Kreise,  nämlich 
OP  und  OB,  sind  die  beiden  gesuchten  Wurzel werthe  der  vor- 
gelegten Gleichung. 

Aus  dem  nothwendigen  Gegensatze  ihrer  Lage  oder  Richtung 
folgt,  dass  die  eine  Wurzel  stets  positiv,  die  andere  negativ  sein 
muss.  Ebenso  folgt  aus  der  Ungleichung  310  <  310,  dass  die 
Gerade  unter  allen  Umständen  den  Kreis  schneiden  muss,  dass  also 
die  beiden  Wurzeln  stets  reell  sein  werden. 

Dieselbe  Construction   kann   zur  Auflösung   der  vorigen  Auf- 
gabe   verwendet    werden.     Die    Gleichung    x^  —  ax  -\-  h^  =  0    ist 
dann  die  Finalgleichung  der  beiden  folgenden: 
y  =  x  —  a  , 


y'  =  or 


2  h' 


x^ . 
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Soll  aber  die  Gerade  den  Kreis  schneiden,  d.  h.  reelle  Strecken  für 
die  Wurzeln  ergeben,  so  muss  stets  die  Ungleichung 

==2  4         — 

erfüllt  sein. 

IV.    Geometrische  Auflösung  der  kubischen  Gleichungen 

§  361.    Lösung  des  Problems  von  der  Duplication  des  Würfels  nach 
Menächmns*).     (Griech.  ÖLTcXaaiaö^bg  zov  ötsqsov.) 

Eine  geometrische  Auflösung  der  rein  kubischen  Gleichung 

x^  =  c 
ist  zuerst  erfunden  von  dem  Platoniker  Menächmus  (370  v.  Chr.) 
und  wird   bewerkstelligt   mittels  Intersection  zweier  Kegelschnitte. 
Dies  Problem  unter  der  Form  der  Gleichung 

x^  =  2a^ 
dargestellt,  war  in  der  platonischen  Schule  bekannt  unter  der  Be- 
zeichnung „Verdoppelung  des  Würfels"  (griech.  diTCkaöiaö^bg  tov 
ötEQBoVj  lat.  duplicatio  cubi),  und  Plato  selbst  hatte  erkannt,  dass 
die  Discussion  desselben  sich  stütze  auf  die  Lösung  der  Aufgabe 
des  Hippokrates  (450  v.Chr.):  zu  zweien  gegebenen  Linien 
zwei  mittlere  Proportionalen  (tag  ovo  ^eöag)  zu  finden.  Die 
Bedingung 

a  :  X  =  X  :  y  =  y  :  h 
lässt  sich  nämlich  einkleiden  in  die  Formen : 

x'^  =  ay  ,     y^  =  hx  , 
oder  auch 

x^  =  ay  j     xy  =  ah  , 
also  nach  Elimination  der  Grösse  y  noch  kürzer  in 

x^  =  a^h  . 
Wenn  nun  vorausgesetzt  wurde  h  =  2a,  so  war  in  diesem  speciellen 
Falle  die  Gleichung  x^  =  2a^  gelöst,  sobald  es  gelungen  war,  zwi- 
schen a  und  2  a  zwei  mittlere  Proportionalen  zu  construiren. 

Menächmus  hat  von  dieser  Aufgabe  zwei  elegante  Auflösungen 

*)  Man  vergl.  Eutocii  comm.  ad  Archimedem  lib.  II.  prop.  2.  Edit.  Oxford, 
p.  142.     L'algebre  d'Omar  trad.  par  Woepcke.  pg.  28  et  XIII. 

Reimer,  Historia  problematis  de  cubi  duplicatione..    Gottingae  1798. 
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gegeben.  Wir  folgen  der  analytisch -geometrischen  Darstellung, 
welche  Omar  ben  Ibrahim  in  seiner  Schrift  „Ueber  die  Beweise 
der  algebraischen  Theoreme"  davon  gegeben  hat,  ohne  freilich  sich 
auf  Menächmus'  Entdeckung  zu  beziehen.  Omar  gründet,  wie 
seine  Vorgänger,  die  geometrische  Lösung  des  Problems  von  der 
Verdoppelung  des  Würfels  auf  die  des  folgenden: 

Zwei  Linien  zwischen  zweien  gegebenen  Linien  zu 
finden,  so  dass  diese  vier  Linien  eine  fortlaufende  Pro- 
portion bilden. 

Die  gegebenen  Geraden  seien  AB  =  a  und  BC  =b  (Fig.  41). 

Man   lege   dieselben   unter  einem  rechten  Winkel  zusammen,  con- 

struire  die  Parabel  BDE  mit  dem  Scheitel  B,  der  Axe  BX.  und 

\Z  Y 


HS  € 

Fig.  41. 

dem  Parameter  BC  =  &;  ferner  die  Parabel  B DZ  mit  dem  Scheitel 
B,  der  Axe  B  Y  und  dem  Parameter  BÄ  =  a.  Diese  beiden  Kegel- 
schnitte schneiden  sich  im  Puncte  Z)  und  die  Coordinaten  desselben 
DT  ==  X  und  DH  ==  y  sind  die  gesuchten  Linien,  so  dass  man  hat 

a:  X  =  X  :  y  =  y  :1)  . 
Um  dies   zu  erweisen,   beachte  man,   dass  für  die  Parabel  BDE: 

y'-  =  hx, 
folglich 


I.     h:y  =  y:X] 


für  die  Parabel  BDZ: 


also 


X' 


2  


ay 


IL  y  :  X  =  x:  a 
ist.  Die  beiden  Proportionen  I.  und  IL 
Proportion  und  die  Gleichung  x^  =  a?'b. 


geben    die  fortlaufende 


940  Siebenter  Abschnitt.     Geometrische  Methoden.     IV. 

Um  nun  die  Wurzel  der  rein  kubischen  Gleichung 

x^  =  c 

zu  construiren,  möge  die  Zahl  c  durch  ein  rechtwinkliges  Parallele- 
pipedon  dargestellt  werden,  dessen  quadratische  Basis  die  Einheit 
zur  Seite  hat.     Dann  ist  seine  Höhe  gleich  c  und 

x^  =  1^  .c  . 

Man  suche  nun  zwischen  den  Linien  1  und  c  zwei  mittlere  Pro- 
portionalen X  und  y,  so  ist  die  erstere  die  Kante  des  Würfels, 
welcher  mit  dem  gegebenen  Parallelepipedon  gleichen  Inhalt  hat. 
Eine  zweite  Auflösung  des  Problems  gibt  Menächmus  durch 
Construction  des  Durchschnittspunctes  D  einer  jener  beiden  Parabeln 
mit  der  Hyperbel 

xy  =  ah  , 

deren  Asymptoten  die  Linien  BX  und  BY  sind. 

§  362.    Methode  von  Plato*). 

Die  Lösung  des  sogenannten  Delischen  Problems  wurde  von 
den  griechischen  Geometern  in  mannigfacher  Weise  durch  andere 
mechanische  Constructionen  versucht.  So  erfand  zu  diesem  Zwecke 
Nicomedes  die  Conchoide,  Diocles  die  Cissoide.  Auch  Plato 
und  Hero  der  ältere,  Schüler  des  Ktesibios  von  Askra**),  geben 
eine  solche  mechanische  Construction  an,  deren  analytische  Dis- 
cussion,  wie  die  der  Conchoide  und  Cissoide,  auf  algebraische  Curven 
höheren  Grades  führen.  Die  Auflösung  von  Plato  gründet  sich  auf 
seine  Betrachtung  über  die  geometrische  Darstellung  der  zwei  mitt- 
leren Proportionalen. 

Man  trage  auf  den  beiden  Schenkeln  eines  rechten  Winkels 
vom  Scheitel  B  (Fig.  42)  zwei  Segmente  BÄ  =  a  und  BG  =h 
ab.  Mit  Hülfe  der  mechanischen  -Drehung  zweier  Lineale  CD 
und  AE  um  die  Puncte  C  und  A,  deren  eines  Ae  sich  stets  in 
paralleler  Lage  zu  dem  andern  Cd  befindet,  bis  die  Normale  BE 
derselben  mit  ihrem   Fusspuncte  E  in   die  Verlängerung  von  CB 


*)  Eutocii    Comm.  ad  Archimedem.     Edit.  Oxford,    p.  135.     L'algebre 
d'Omar,  trad.  par  Woepcke.     Add.  A.  p.  94. 

*'^)  "Hqoivoq    KzrjGißLov  ßslonou^di.     Vet.  mathem.  p.  142;  Pappus,  edit. 
Commandin.  p.  9—10. 


§  362.     Methode  von  Plato, 


941 


zu   liegen   kommt^    findet  man  die  beiden  mittleren  Proportionalen 
y  =  BD  und  x  =  BE,  so  dass  man  hat 

a:  X  =  X  :y  =  y  :•})  . 
Diese  Constructionsäufgabe  lässt  sich  auch  so  formuliren: 

Den  geometrischen  Ort  der  Fusspuncte  aller  Perpendikel  Ae  z\x 
construiren^  welche  von  A  auf  alle  Tangenten  der  Parabel  gefällt 


Fig.  42. 

sind,  wovon  C  der  Brennpunct  und  BA  die  Tangente  des  Scheitels 
ist;  dann  diese  Curve  durch  die  Verlängerung  von  BC  in  E  zu 
schneiden.  Die  Gleichung  der  Curve  AeE  findet  man  aus  den 
Eigenschaften  der  Parabel  BGF.  Ist  G  Tangentialpunct  von  ed, 
CG  Radius  vector,  so  ist  CG  =  CH  und  die  Normale  CA  schneidet 
die  Tangente  HG  stets  in  der  Tangente  des  Scheitels  B.  Es 
ergeben  sich  aus  ähnlichen  Dreiecken  leicht  folgende  Proportionen: 
7i:x  =  x:(a  —  'r]  +  BH)  =  BH:Bd, 
Bd^  =  BH.h. 
Durch  Elimination  von  BH  und  Bd  findet  man  die  Gleichung 
dritten  Grades 

x^  -\-  rfx  —  arix  —  hrf  =  0  . 
Combinirt  man  diese  mit  der  Geraden  rj  =  a,  so  erhält  man  wieder 

x^  =  a^h  . 
Die  Auflösung  des   gestellten  Problems  involvirt  demnach  bei  der 
platonischen  Methode  die   Construction  .einer  algebraischen  Curve 
dritten  Grades. 
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§  363.    Das  Theorem  von  Eutocius  und  die  Gleichung  von 

Almahani. 

Den  Ausgangspunet  der  Untersucliungen  der  arabischen  Mathe- 
matiker über  die  geometrische  Auflösung  der  gemischten  kubischen 
Gleichungen  bildete  ein  Problem  des  Archimedes,  welches  von  ihm 
selbst  höchstwahrscheinlich  nicht  gelöst,  ein  Gegenstand  eifriger 
Forschung  bei  den  Arabern  war.  In  dem  vierten  Satze  des  zweiten 
Buches  der  Abhandlung  über  die  Kugel  und  den  Gylinder  stellt 
sich  Archimedes  folgendes  Problem: 

Eine  Kugel  durch  eine  Ebene  zu  schneiden,  ^ass  das 
Verhältniss  des  einen  Segmentes  zum  andern  eine  ge- 
gebene Grösse  habe. 

Archimedes  weist  nach,  dass  die  Lösung  abhänge  von  folgen- 
der Construction:    Gegeben  sei   eine   Linie  DZ  (Fig.  43)  und  auf 

^ ^-4^ — ^ ? 

•  Fig.  43. 

derselben   zwei  Puncte  JB  und  T,  so    dass   B  zwischen  D  und  T 
liegt.     Einen  Punct  X  der  Linie  zu  bestimmen,  so  dass 

XZ:ZT=BD':DXK 
Um  dies  Problem  algebraisch  auszudrücken,  setzen  wir 
JBD  =  a,    ZT=hy    ZB  =  c ,    BX=^x, 
und  es  handelt  sich  nun  offenbar  darum,  x  vermittels  der  Proportion 

(c  —  x)  -.h  =  a^  :x^ 
zu  suchen,  d.  h.  die  kubische  Gleichung 

x^  —  cx'^  -]-  d^h  ==  0 
aufzulösen. 

Der  Erste,  der  dies  Problem  in  Form  einer  kubischen  Gleichung 
aufstellte,  war  Almahani  von  Bagdad  (860).  Es  gelang  ihm 
jedoch  nicht,  eine  Auflösung  derselben  zu  erfinden.  Nach  dem 
Zeugnisse  von  Omar  Alkhayyami  soll  sie  zuerst  von  Abu  Djafar 
Alkhazin  mittels  Kegelschnitte  gelöst  sein.  Nach  ihm  wurden  von 
verschiedenen  Geometern  Lösungen  gefunden:  von  Abu  Sahl  Alkuhi 
(um  900),  Albas  an  benAlhaitham  (1038)  und  Andern.  Bemerkens- 
werth  ist  die  Bestimmung  der  Grenzen  der  Realität  der  Wurzeln 
durch  Alkuhi,  welche  sich  auf  folgendes  Theorem  des  Eutocius 
(540  n.  Chr.)  stützt: 
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Soll  eine  Linie  DZ  dergestalt  in  E  getheilt  werden,  dass  das 
Parallelepipedon  aus  dem  einen  Segmente  und  dem  Quadrate  des 
andern  gleich  einem  gegebenen  Parallelepipedon  werde,  so  darf 
dieses  nicht  grösser  sein,  als  wenn  man  XZ  =  2DX  setzt. 

Drücken  wir  diese  Determination  in  algebraischen  Zeichen 
nach   den   angenommenen   Bezeichnungen    aus,    so  ist  das  Product 

a^h  ein  Maximum  für  x  =  —  {c  —  x).     Dies  Resultat  zu  erhalten, 

ist  für  die  moderne  Analysis  freilich  eine  Kleinigkeit;  für  die 
Analysis  der  Alten  aber  war  dies  Resultat  von  nicht  geringer  Bedeu- 
tung. Den  elementaren  Beweis,  welchen  Eutocius  und  Alkuhi*) 
in  ihren  Commentaren  zum  Archimedes  geben,  müssen  wir  hier 
übergehen. 

§  364.   Das  Theorem  von  Alkuhi  und  seine  Methode  die  Gleichung 
von  Almahani  aufzulösen**). 

In  einem  Memoire,  welches  Woepcke  dem  Alkuhi  zuschreiben 
zu  müssen  glaubt,  geht  dieser  an  die  Lösung  der  Proportion 

(c  —  x)  :h  =  h'^  :  x^  j 
oder  der  Gleichung  von  Almahani: 

(c  —  x)  x^  =  h^  ==  a  j 

wobei  er  folgende  Determination  gibt: 

Die  Auflösung  der  Gleichung  (c  —  x)x^  =  a  in  positiven 
Wurzeln  ist  nur  dann  möglich,  wenn  die  Bedingung  21a^Ac^ 
erfüllt  ist. 

Dies  Theorem  ergibt  aus  der  in  §  363  angegebenen  Bestimmung, 

dass  a  ein  Maximum  werde  für  x  =  -  c.  Ferner  ist  nach  der 
Gardanischen  Formel  die  Wurzel 

3 


j__l7_j_  ,  _L-i/i  _a£!_i_t7_j Li/i  _ 

x^  y         2a     '     2a  r  27  a  "^  ^         2a         2a  r 


27  a 


Für  den  Fall  27a  >  4c^  ist  diese  Wurzel  negativ,  die  beiden  übrigen 
complex.  Die  Gleichung  kann  also  nur  positive  Wurzeln  haben, 
wenn  27  a  <  4c^  ist. 


*)  Omar,  p.  113.  Add.  C. 
**)  Omar,  Add.  B. 
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Der   arabische  Mathematiker  betrachtet  nun  die  beiden  Fälle 

(c  ^  x) x^  =h^  =  a 

und    gibt    die    folgende    Construction    der    Wurzel.      Man    mache 

BjE  ==  h  und  construire  über  BE  als  Basis  das  Quadrat  BEZH 

(Fig.  44).    Alsdann  beschreibe  man  eine  Parabel^  deren  Scheitel  Aj 

A  DBB, 


Fig.  44  a. 


Fig.  44  b. 

die  Axe  AB  und  der  Parameter  gleich  &  ist.  Ferner  construire 
man  eine  Hyperbel  zu  den  Asymptoten  EB  und  BH,  welche  durch 
Z  geht.  Die  Gleichungen  dieser  Curven  sind  bezüglich  des  Coordi- 
natenanfangspunctes  B : 

I.     y^  =  1(0  +  x),    xy  =  h\     (Fig.  44b). 
IL     y^  =  'b{c  —  x),     xy  =  'b'^.     (Fig.  44c). 
Beide  schneiden  sich  im  Puncte  T,  und  BD  =  x  wird  eine  Wurzel 
der  Gleichung  sein. 

Der  Autor  gibt  weiter  richtig  an,  dass  nur  der  zweite  Fall 
(Fig.  44c)  eine  Grenzbestimmung  erfordere,  welche  sich  durch  die 
Ungleichung  27a  <4c^  ausdrücken  lasse. 

Woepcke  stellt  hinterher  noch  eine  Betrachtung  an,  wie  die 
arabischen  Geometer  zu  dieser  Determination  gelangen  konnten. 
Wir  wollen  auf  andere  Art  zeigen,  wie  Alkuhi  zu  derselben  Grenz- 
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945 


bestimmung  hätte  gelangen  können.  Zieht  man  in  T  (Fig.  44c) 
die  Tangente  TF  an  eine  der  Curven  und  bezeichnet  die  Sub- 
tangente  FI)  mit  m^  so  ist  für  die  Parabel  mh  =  2^/^,  für  die 
Hyperbel  m  =  x.  Der  Grenzfall  tritt  offenbar  ein  bei  gemein- 
schaftlicher Tangente.   Dann  ist  ^-  =  —  6^,  und  wenn  diese  Gleichung 

zugleich  mit  den  beiden  andern:  y"^  =  'b{c  —  x)  und  xy  =  Iß  be- 
stehen soll^  so  muss  die  Bedingung  276^  =  4c^  oder  27a  =  4c^ 
erfüllt  sein. 


§  365.    Construction  der  Wurzel  einer  defecten  kubischen  Gleichung 

nach  Omar*). 

Gegeben  sei  die  Gleichung 

x^  -^  ax  =  }) , 
wobei  vorausgesetzt  wird,  dass  a  und  h  positive  Werthe  haben. 
Omar  drückt  dieselbe  Gleichung  in  Worten  so  aus:  „Ein  Kubus 
und  Kanten  sind  gleich  einer  ZahF'.  Die  Auflösung,  welche  der 
arabische  Geometer  von  dieser  Gleichung  gibt  und  die  wir  nicht 
wörtlich,  sondern  im  Auszuge  wiedergeben,  ist  folgende: 

Es  sei  AB  (Fig.  45)  die  Seite  des  Quadrats  p^  =  a.  Man 
construire  mittels  Anwendung  der  in  §  361  gegebenen  Methode 
ein  Parallelepipedon  p-r  =  h  und  mache  BC  =  r  und  A_BÄ. 
Alsdann    verlängere    man   AB   beliebig   weit   und    construire    die 


Fig.  45. 


Parabel  DBH  vom  Parameter  AB  über  der  Axe  BZ.    Ferner  be- 
beschreibe man  über  BC  einen  Halbkreis,  welcher  die  Parabel  im 


*)  Omar,  p.  32.  XIII. 

Matthiessen,  Grundzüge  d.  ant.  u.  mod.  Algebra. 
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oder 


Zur  Auflösung  der  vollständigen  Gleichung 
x^  -\-  hx  ==  ax^  +  c  , 

x^  •—  ax^  -^-hx  —  c  =  0 


bedient  Omar  sich  der  Intersection  eines  Kreises 

I-      2/^  =  (^  —  ^)(^  —  ^); 
und  einer  Hyperbel 

IL     x{p  —  y)=ps, 

wobei  h  =  p^ ,  c  =  p'^s  gesetzt  worden  ist. 

Die  Gleichung  hat  immer  eine  positive  reelle  Wurzel.  Omar 
ist  es  leider  entgangen,  dass  sie  in  dem  Falle  c  <iah  auch  drei 
positive  Wurzeln  haben  kann. 

§  367.    Methode  von  Cartesius*). 
Cartesius  scheint  die  geometrischen  Methoden  der  arabischen 
Geometer  zuerst  selbständig  nacherfunden  zu  haben.    Derselbe  geht 
bei   seinen  Betrachtungen   aus  von  der  reducirten  Form  der  kubi- 
schen Gleichung,  nämlich 

x^  =  ax  -{-  h  . 
Er   setzt   a  =  mp  und   l  ==  m^q  und  bewerkstelligt  die  Auf- 
lösung in  folgender  Weise.    Angenommen  die  Curve  FAG  (Fig.  47) 

sei  eine  Parabel  mit   der   Axe  AL 
und  dem  Parameter  m.    Man  mache 


/    /Ä 

^ 

^j  K' 

1  /     * 

^       \ 

K 

^z  J 

2f 

L 

^ 

AG  =  ^ 


CD^^p 


und  DEA_DA  und  gleich  -  q.  Als- 
dann beschreibe  man  um  E  als  Mittel- 
punct  einen  Kreis  FG  mit  dem  Ra- 
^  dius  AF.  Dieser  Kreis  wird  die  Pa- 
rabel, abgesehen  vom  Scheitelpuncte 
A,  entweder  in  einem  oder  in  drei 
Puncten  schneiden,  oder  in  einem 
Puncte  schneiden  und  in  einem 
Puncte  berühren,  oder  überhaupt 
nur  in  einem  einzigen  Puncte  schneiden.  Die  Ordinaten  x^^x^jX^ 
werden  die  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  sein. 

*)  Cartesii  Geometria  lib.  III. 

Halley,  De  constructione  problematum  solidorum. 


Fig.  47. 


§  368.     Methode  von  van  Schooten. 
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Zur  Begründung  dieser  Behauptung  berücksichtige  man,  dass  mit 
Bezug  auf  den  Anfangspunct  A  die  Gleichung  der  Parabel  sein  muss 

I.     x^  =  my  , 
die  des  Kreises 

IL     X-  +  if  =  ga:  +  0  +  m)y  . 
Substituirt  man  y  aus  I.  in  IL,  so  wird  daraus 
x^  =  mpx  +  m-q  =  ax  ~\-  h  . 
Da  m  eine  willkürliche  Grösse  ist,  so  kann  man  sich  zur  Auflösung 
aller  kubischen  Gleichungen  von   der  vorgelegten  Form  einer  un- 
veränderlichen, festen  Parabel  bedienen. 

§  368.    Methode  von  van  Schooten*). 

Gegeben  sei  die  vollständige  kubische  Gleichung 

x^  —  ax^  -{-  hx  —  c  =  0  . 

Die  Coordinatenaxen  seien  AB  und  AC  (Fig.  48).     Man  mache 

^D=y^    und    errichte    in    D    die    Senkrechte    DF.     Nachdem 


kDE  ==  c  :h   und   EF  =  a  gemacht   worden   ist,    beschreibe    man 
durch  E  die  Hyperbel   EliH  mit  den  Asymptoten  AC  und  AB. 

*)  Fr.  V.  Schooten,  Comm.  in  Cartesii  Geometriam  lib.  111. 
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Zur  Auflösung  der  vollständigen  Gleichung 

x^  -^  hx  =  ax^  +  c  , 
oder 

x^  —  ax^  -^-hx  —  c  =  0 

bedient  Omar  sich  der  Intersection  eines  Kreises 

I.      2/^  =  ip  —  ^)(^  —  ^)  ; 
und  einer  Hyperbel 

IL    x{p  —  y)=ps, 

wobei  h  =  p^ ,  c=p'^s  gesetzt  worden  ist. 

Die  Gleichung  hat  immer  eine  positive  reelle  Wurzel.  Omar 
ist  es  leider  entgangen,  dass  sie  in  dem  Falle  c<Cah  auch  drei 
positive  Wurzeln  haben  kann. 

§  367.    Methode  von  Cartesius*). 
Cartesius  scheint  die  geometrischen  Methoden  der  arabischen 
Geometer  zuerst  selbständig  nacherfunden  zu  haben.    Derselbe  geht 
bei   seinen  Betrachtungen  aus  von  der  reducirten  Form  der  kubi- 
schen Gleichung,  nämlich 

x^  =  ax  -{-  h  . 
Er   setzt   a  =  mp  und   h  =  m^q  und  bewerkstelligt  die  Auf- 
lösung in  folgender  Weise.    Angenommen  die  Curve  FAG  (Fig.  47) 

sei  eine  Parabel  mit   der   Axe  AL 
und  dem  Parameter  m.    Man  mache 

und  DEA_BA  und  gleich  —  q.    Als- 

dann  beschreibe  man  um  £'als  Mittel- 
punct  einen  Kreis  FG  mit  dem  Ra- 
^  dius  AE.  Dieser  Kreis  wird  die  Pa- 
rabel, abgesehen  vom  Scheitelpuncte 
Aj  entweder  in  einem  oder  in  drei 
Puncten  schneiden,  oder  in  einem 
Puncte  schneiden  und  in  einem 
Puncte  berühren,  oder  überhaupt 
nur  in  einem  einzigen  Puncte  schneiden.  Die  Ordinaten  x^yX.^,x^ 
werden  die  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  sein. 

*)  Cartesii  Geometria  lib.  III. 

Halley,  De  constructione  problematum  solidorum. 


1% 
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^5    W 
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Zur  Begründung  dieser  Behauptung  berücksiclitige  man,  dass  mit 
Bezug  auf  den  Anfangspunct  A  die  Gleichung  der  Parabel  sein  muss 

I.       X^  =  7)1 1J  j 

die  des  Kreises 

IL     X-  +  ^"  =  g^  +  Cp  +  ni^j  . 
Substituirt  man  y  aus  I.  in  IL,  so  wird  daraus 
x^  =  mpx  +  m^q  =  ax  -{-h  . 
Da  m  eine  willkürliche  Grösse  ist,  so  kann  man  sich  zur  Auflösung 
aller   kubischen   Gleichungen   von   der  vorgelegten  Form  einer  un- 
veränderlichen, festen  Parabel  bedienen. 


§  368.    Methode  von  van  Schooten*). 

Gegeben  sei  die  vollständige  kubische  Gleichung 

x^  —  ax^  -{-hx  —  c  =  0  . 

Die   Coordinatenaxen  seien  AB  und  AC  (Fig.  48).     Man  mache 

AD=yh    und    errichte    in    D    die    Senkrechte    DF.     Nachdem 


^ 
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— - 

-x^ 

K 
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,,.'-'■'    \ 
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^z;^_^__^ 

.^^ 

'^3 

A  J  N  Q  D  B 

Fig.  48. 

J)J^  =  C'.h   und   EF  =  a  gemacht   worden   ist,    beschreibe    man 
durch  E  die  Hyperbel   EhH  mit  den  Asymptoten  AC  und  AB. 


*)  Fr.  V.  Schooten,  Comm.  in  Cartesii  Geometriam  hb.  HI. 
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Wird  ferner  BF  in  G  halbirt  und  mit  GE  als  Radius  ein  Kreis 
um  G  beschrieben,  welcher  die  Hyperbel,  abgesehen  vom  Puncte 
E  in  so  viel  Puncten  H,  M  und  P  schneidet  oder  berührt,  als  die 
vorgelegte  Gleichung  reelle  Wurzeln  hat,  so  sind  die  Ordinaten 
j£J==Xi,  MN  =  x^,  PQ  =  x^  die  gesuchten  Wurzeln.  Um  diese 
Behauptung  zu  beweisen,   sei  allgemein  HJ  =  x.     Dann  ist  nach 

dem  Vorhergehenden  ÄJxx^^xY^  und  folglich 

Quadrirt  man  diese  Gleichung,  so  erhält  man 

Weil  nun  DE  =  c  :h  ist,  so  ergibt  sich  weiter 

EK=JH-DE  =  x—l, 

und  wegen  EF  =  a : 

KL  =  BL  —  JH=a  —  x, 
also 

EK  X  KL  =  ax  —  ^  —  x^  -{-  ^  X . 

Wegen  der  Beziehung  HK^  =  EK  X  KL  ist  nun 

,         2c^^c^  ac  2    I     ^ 

0  —         "4~  j     5  —  O/X         T  X    —f~  -T-  X  . 

X     '    hx^  0  '    0      ^ 

oder,  nach  Potenzen  von  x  geordnet,  ^ 

^*  -  (I  +  «)  «^^  +  (*  +  y)  ^'  -  2  «*  +  ^  =  0 . 

Diese  Gleichung  hat  den  überflüssigen  Factor  x  —  -r- ,  welcher  ab- 
gesondert werden  muss,  weil  er  sich  auf  den  Punct  E  bezieht.  Es 
bleibt  dann  die  vorgelegte  Gleichung 

x^  —  ax'^  -{-Ix  —  c  =  0 
übrig,  woraus  hervorgeht,  dass  HJ  eine  der  gesuchten  Wurzeln  ist. 
Schneller  gelangt  man  freilich  zum  Ziele,  wenn  man  von  den 
Gleichungen  der  beiden  Curven  ausgeht.     Die  der  Hyperbel  ist 

1.     xy  =  c  '.yh  y 
die  des  Kreises 

IL     iy-l-yf^i^x-fjia-x). 

Eliminirt  man  y,  so  erhält  man  ebenfalls  nach  Ausscheidung  des 
überflüssigen  Factors  die  vorgelegte  Gleichung. 


§  369.     Methode  von  Newton. 
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§  369.    Die  Methode  der  Conclioide  nach  Newton*). 

Zur  Construction  der  kubischen  Gleichung 

x^  +  ax^  -{-hx  -\-  c  =  0 

schlägt  Newton  die  Anwendung  der  Conchoide  vor.    Man  nehme 

beliebig  die  Länge  m  und  construire  die  Linie  GC  =  —m  (Fig.  49), 

senkrecht  dagegen  GD  =y-'     Wenn   a  und  c  von  ungleichem 

Vorzeichen  sind,  beschreibe  man  mit  CD  um  C  einen  Kreis;  sind 
a  und  c  von  gleichem  Vorzeichen,  so  mache  man  I)H  =  GC 
(Fig.  49b)  und  beschreibe   mit  GH  um  C  einen  Kreis.     Alsdann 

6?  J? 


\ 


mache  man  GA  =  — 


und    trage    diese    Strecke    von    G 


c 
m         m  a 

nach  C  hin  ab,  wenn  GA  positiv  ist,  sonst  nach  der  entgegen- 
gesetzten Richtung.  In  A  ziehe  man  die  Senkrechte  A  Y  und  suche 
GY  so  zu  legen,  dass  EY=a  werde;  alsdann  ist  EG  =  x  die 
gesuchte  Wurzel,  x  ist  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  es  auf 
dieser  oder  der  andern  Seite  von  G  liegt.  Ist  a  negativ,  so  muss 
Y  zwischen  £'  und  (r  gelegt  werden. 
Zum  Beweise  bemerke  man,  dass 

1.  EG^-{-GC^  =  EC- +  2GCXGF, 

2.  (Fig.  49  a) :  EG""  -  GD'  =  2GCxGF, 

3.  (Fig.  49b)  :  EG'  +  GD'  =  2GCx  GF , 

4.  GYxGF=AGxGE. 

Bezeichen  wir  GE  kurz  mit  x,  so  ist  im  ersten  Falle  (Fig.  49  a) 


*)  Newtoni  Arithm.  univ.  in  App.  De  aequationum  constructione  lineari. 
Lugd.  Bat.  1732. 
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a  ' 

und  wenn  man  mit  x  -\-  a  =  GY  multiplicirt : 

^3   1    ax^  —  -x  —  c  =  m.GFxGY=m.ÄGxGE 


h  C 

Wegen  der  Beziehungen   ÄG  = ,  GE  =  x  resultirt 

X^  +  ^^^  -{-  hx  —  C  =  0  . 
Im  zweiten  Falle  dagegen  wird  sein  (Fig.  49  b) 

und  wenn  man  mit  x  -\-  a  =  GY  multiplicirt: 

x^  +  ax^  -\ — X  -\-  c  =  7n  .  ÄG  X  GE . 

h           c 
Wegen  der  Beziehungen  ÄG  = 1 ,  GE  =  x  resultirt  nun- 

mehr  die  vorgelegte  Gleichung 

x^  +  ax^  -\-  hx  -\-  c  =  0  . 

Die  Curve  JE  ist  die  Conchoide,  deren  Pol  der  Punct  G  und  deren 
Asymptote  ÄY  ist. 

Kürzer   kann  der  Beweis  geführt  werden,  wenn  man  von  der 
Polargleichung  der  Conchoide  ausgeht,  nämlich  von 

r  =  —  a  -\-  GA  .  sec  v  , 

wo  ^  =  CGE  ist.     Man  erhält  so 

X  =  —  a  —  { ~\  sec  V  . 

y^ti        maj 

Der  Winkel  v  wird  gefunden  aus  der  Gleichung 

EG'  +  GI)'  =  2EGxGCx  cos  v , 
oder 

x^  4-  —  =  mx  cos  V  . 
'    a 

Setzt  man  hieraus   den  Werth  der  Winkelfunction  in   die  Polar- 
gleichung ein,  so  erhält  man  die  vorgelegte  kubische  Gleichung. 


§  370.     Auflösung  der  Biquadrate. 


953 


V.     Geometrische  Auflösung  der  biqüadratischen 
Gleichungen. 

§370.    Auflösung  der  Biquadrate  bei  den  arabischen  Geometern. 

Von  Methoden^  die  biquadratischen  Gleichungen  aufzulösen, 
finden  sich  bei  den  Arabern  nur  Spuren,  nämlich  in  einer  ver- 
lorenen Abhandlung  von  Abul  Wafa*)  (940—998)  und  in  einer 
anonymen  Schrift**).  Die  Schrift  von  Abul  Wafa  ist  betitelt: 
Von  der  Methode  die  Seite  des  Kubus  und  Biquadrats,  sowie  von 
Ausdrücken  zu  finden,  welche  aus  diesen  Potenzen  zusammen- 
gesetzt sind.  Woepcke  bemerkt  dazu,  dass  die  Schrift  von  Abul 
Wafa  augenscheinlich  zum  Gegenstande  gehabt  habe  die  geometrische 
Construction  der  Gleichungen 

x^  =  a  y    x"^  =  a  j    x^-}-ax^  =  h. 
Was  die  dritte  dieser  Formen  anbetrefi'e,  so  lasse  sich  dieselbe  auf- 
lösen   mittels    Intersection   der   Hyperbel    y^  +  axy  =  h   und   der 
Parabel  x^  =  y . 

Was  die  Schrift  des  Anonymus  an- 
betrifft, so  handelt  es  sich  darin  um 
die  Auflösung  folgender  Aufgabe: 

Ein  Trapez  AB  CD  (Fig.  50)  zu 
construiren,  dessen  Basis  und  Schenkel 
gleich  10  und  dessen  Fläche  gleich  90 
ist.  Der  Autor  zeigt,  dass  die  Lösung 
der  Aufgabe  von  der  Auflösung  der  bi- 
quadratischen Gleichung 

x""  —  20x^  +  2000^  —  1900  =  0 , 


Fig.  50. 


allgemein 


x"^  —  2ax^  +  2a^x  —  a*  +  &*  =  0 

abhängig  sei. 

Die  Aufgabe  wird  nun  auf  folgende  Art  geometrisch  gelöst: 
Ist  AB  CD  das  Trapez  und  AB  =^  BC  =  AD  =  a  midi  ^qy  Inhalt 
gleich  y^,  so  mache  man  BE  =  &^  :  a,  vervollständige  das  Rechteck 


*)  Abul  Wafa,   Achte  Abhandlung  der  Liste  seiner  im  Kitab  Alfihrist 
aufgezählten    Werke.      Man    vergl.    Woepcke,    Recherches    sur   Thist.    des 
sciences  mathem.  chez  les  Orientaux.  p.  36.  Paris  1855. 
**)  Omar,  trad.  par  Woepcke.  Add.  D.  p.  115. 
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ABEZ  und  ziehe  durch  E  eine  Hyperbel  zu  den  Asymptoten 
AB  und  AZ,  Ihre  Gleichung  ist  bezüglich  des  Coordinaten- 
anfangspunctes  B: 

I.     (a  —  x)y  =  1)^ . 

Ein  Kreis  beschrieben  um  das   Centrum  B   mit  dem  Radius  BA 
wird  die  Hyperbel  schneiden,  weil  AB>BE  ist.  Seine  Gleichung  ist 
n.     x^  -{-  y^  =  a  . 

Zieht  man  die  Gerade  AD  =  AB  und  construirt  den  Winkel 
BAD  =  ABC,  wobei  AD  =  BG  gemacht  wird,  so  ist  ABCD 
das  verlangte  Trapez. 

Eliminirt  man  y  aus  den  Gleichungen  I.  und  H.,   so   erhält 
man  in  der  That  die  vorgelegte  biquadratische  Gleichung. 

§  371.    Methode  von  Cartesius*). 

Gegegen  sei  die  Gleichung 

x"^  =  ax^  -{-  hx  ~\-  c  . 

Um  die  Gleichung  geometrisch  homogen  zu  machen,  setzt  Cartesius 
a  ==  mp,  h  =  m^q,  c  =  m^r  und  verfahrt  folgendermassen.  An- 
genommen die  Curve  FAG  (Fig.  51)  sei  eine  Parabel  mit  der 
Axe  AL  und  dem  Parameter  m.     Man  mache 

und  DE  A-  DA  und  gleich  —  g.     Alsdann  verbinde  man  A  mit  E 

und  trage  AB  =  r  von  A  aus  ab,  auf  der  Verlängerung  aber  m. 
Alsdann  construire  man  über  RS  einen  Halbkreis  und  errichte  in 
A  die  Senkrechte  AH.  Endlich  beschreibe  man  mit  dem  Radius 
EH  einen  Kreis,  welcher  die  Parabel  im  Allgemeinen  schneiden 
wird  (Fig.  51a).  Wenn  r  negativ  ist,  so  hat  man  zuvor  noch 
einen  Halbkreis  über  EA  zu  construiren  und  von  A  aus  die  Senk- 
rechte AH  einzuschneiden  in  J.  Der  Hauptkreis  wird  schliesslich 
mit  dem  Radius  EJ  gezogen'  (Fig.  51b).  Die  Ordinaten  der 
Intersectionspuncte  F,f,  g,  G  sind  die  gesuchten  Wurzeln. 

Um  dies  zu  erreichen,  sei  eine  der  Wurzeln  GK=x.    Dann 


*)  Cartesii    Geometria   lib.    III.     Man    vergl.    Hoppe   in  Grün.   Arch. 
Bd.  55.  S.  11.  1874. 


§371.     Methode  von  Cartesius. 
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ist  niAK  =  x^j  also,  wenn  man  A  zum  Anfangspunct  der  Coordi- 
uaten  wählt,  die  Gleichung  der  Parabel 

I.     x^  =  my  f 
die  des  Kreises  (Fig.  51a): 

IL     x^  -^  y^  =  qx  -\-  ( p  -{-  m)y  +  >'*^  • 


Fig.  51a.  Fig.  51b. 

Substituirt    man   y  aus  I.  in  TL,  so   erhält  man  in  der  That   die 
vorgelegte  Gleichung. 

§  372.    Methode  von  van  Schooten*). 
Gegeben  sei  die  vollständige  biquadratische  Gleichung 
x^  —  ax^  +  hx'^  —  ex  -^^  d  =  0  . 
Die   Coordinatenaxen    der    Curven    seien  AB   und   AC  (Fig.   52). 
Man  mache  AB=—a  und   errichte   in   B   das    Perpendikel   BF. 
Ferner  bestimme  man  den  Punct  E  dergestalt,  dass  das  Rechteck 
AB  X  BE  =  y~d  wird   und   beschreibe   durch   E   eine    Hyperbel 
mit  den  Asymptoten  AB  und  AC.     Nachdem  man  weiter 

BF=~  c:Yd 


*)  Fr.  V.  Schooten,  Comm.  in  Cartes.  geom.  lib.  III. 
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gemacht  hat,  verbinde  man  F  mit  A  und  beschreibe  darüber  den 
Halbkreis  ADF.  Alsdann  trage  man  von  A  aus  in  denselben 
AG=y'b  als  Sehne  ein  und  construire  mit  dem  Radius  FG  um 
F  als  Centrum  einen  Kreis,  welcher  die  Hyperbel  in  so  viel  Puncten 

er 


Hj  h  u.  s.  w.  schneiden  wird,  als  die  vorgelegte  Gleichung  reelle 
Wurzeln  hat.  Die  Abscissen  HJ  =  x^,  hi  =  x^  u.  s.  w.  sind  die 
gesuchten  Wurzeln.  Um  dies  zu  beweisen,  sei  HJ  allgemein 
gleich  X.  Dann  ist  wegen  AJxJII  =  '\/ d  die  Gleichung  der 
Hyperbel 

I.     xy  =  yd. 
Die  Gleichung  des  Kreises  ist 

n.     y^  -{-  x^ -=--  y  —  ax  -{-  b  =  0  . 

y  d 

Eliminirt  man  y  aus  diesen  beiden  Gleichungen,  so  resultirt  daraus 
die  vorgelegte  Gleichung. 

§  373.    Methode  von  Colson*). 
Gegeben  sei  die  Gleichung 

x^  +  ax^  +  hx^  -\-  ex  -\-  d  ^  0  . 
Man  bringe  dieselbe  auf  die  Form 


*)  Colson,  Aequationum  cubicarum  et  biquadraticarum  tum  geometrica 
tum  mechanica  resolutio  universalis.  Phil.  Trans.  No.  309.  p.  2353. 
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x""  +  Arx^  +  (4>--  -2s  +  m^x'-  +  2(q  —  2rs)x 

Die  Grössen  q^  r^  s,  t  lassen  sich  bestimmen  mittels  der  Gleichungen 


4r  =  a,     2s  =  4r-  +  m^—'b,     2q  =  c  +  4rs,     f  =  ^  +  s' 


d. 


Man  construire  eine  Parabel  mit  dem  Scheitel  A  (Fig.  53) 
und  dem  Parameter  m,  welcher  als  eine  überzählige  Grösse  be- 
liebig genommen  werden  kann,  und 
ziehe  durch  den  Scheitel  eine  Tan- 
gente. Auf  dieser  trage  man  die 
Strecke  AG  =  r  ab  und  ziehe  GM 
parallel  zur  Axe  der  Parabel,  welche 
von  der  Parallelen  in  B  geschnitten 
wird.  Man  mache  BR  =  s  :  m  und 
errichte  in  B  die  Senkrechte 

BE  =  q  :  m'-. 

Nun  beschreibe  man  einen  Kreis  mit 

dem    Radius    BC  =  t  im    um    das 

Centrum  E.     Dieser  Kreis  wird  die 

Parabel     im     Allgemeinen    in    vier 

^^^  53.  Puncten  schneiden,  deren  senkrechte 

Abstände   von    der   Axe  G  die  Abscissen  x    und  die  Wurzeln  der 

Gleichung  sein  werden. 

Um  die  Richtigkeit  der  Construction  zu  beweisen,  suche  man 
die  Gleichungen  der  beiden  Curven  zu  bilden.  Da  6ri?  die  Coordi- 
natenaxe  ist,  so  erhält  mau  für  die  Parabel  wegen  der  Relation 
HG-  =  m.AH  die  Gleichung 


L     {x  +  r)-  =  my  . 

Ferner    ist    wegen   EL-  =  {y  —  GBf  +  (x  —  EBf    die   Kreis- 
gleichung 

Eliminirt  man  y  aus  I.  und  11.,  so  resultirt  hieraus  die  vorgelegte 
Gleichung. 
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§  374.   Mechanische  Construction  der  Wurzeln  mittels  der  ConcMde. 

Die  Gleichung  der  Conchoide  in  rechtwinkligen  Coordinaten  ist 

x^y^  =  {a^  -  x')Q)  -{-  xf  . 

Um   mittels  der  Conchoide  ASB  (Fig.  54)   eine  Wurzel   PN  =  ^ 
der  unvollständigen  Gleichung 

i*+i'r  +  2i  +  »-  =  o 

zu  erhalten^  substituire  man  x  ==  ^  —  —  b ,  woraus  sich  ergeben  wird 


l.'  +  y' 


—  a 
1 


W 


r  -  H 

-ha' 


a  +  ^&y 

—  4a^62 


+  Y,^' 


0. 


Fig.  54. 


Man  hat  jetzt  nur  noch  y,  a  und  h  zu  bestimmen  aus  den  drei 
Gleichungen 

y^  —  a^—  ~W^p, 

-h(y'  +  a')  =  q^ 

{¥(y^-a'  +  j^h')=r. 

Substituirt  man  y  aus  der  ersten  Gleichung  in  die  dritte,  so  liefert 
diese  den  Werth  &;  die  erste  und  zweite  ergeben  dann  y  und  a. 
Dieselbe  Methode  lässt  sich  offenbar  auch  anwenden,  um  die 
Wurzeln  der  kubischen  Gleichung 

zu  finden.    In  diesem  Falle  ist 


folglich 

Ferner  ist 
und 


§  375.     Methode  von  Francoenr. 
-Hf  +  a')  =  q, 
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2,2  _  „2  _  A  J. 

Hieraus  folgen  die  Relationen 


P 


y'--U±iV- 


p' 


mit  der  Bedingung:  p  negativ. 

§  375.    Methode  von  Prancoeur*). 
Gegeben  sei  die  Gleichung 

x^  +  «^"  -{-hx  -\-  c  =  0, 
Man  bringe  sie  auf  die  homogene  Form 

r 


Fig.  55 


und  construire  die  gleichseitige  Hyperbel 

I.     xy=pm. 


*)  Francoeur,  Cours  compl.  Tom  I.  p.  493.    Man  vergl.  auch  Burg  II. 
§  153. 
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Eliminirt  man  pm  aus  dieser  und  der  Hauptgleichung,  so  erhält 
man  die  Gleichung  des  Kreises 

IL     y^-\-x^-\-~,y  -pq-=0. 

Um    die    Dimensionen    der    Wurzeln    zu    construiren,    mache 
man  (Fig.  55) 

AG=pr:  {2m)  und  CB  =  rad.  R  =  j/pg  + 1^' ; 
dann  ist 

Man  kann  nach  Francoeur's  Anleitung  die  gegebene  Gleichung 
auch  auf  die  homogene  Form 

x'^  —  p^oc'^  +  p^qx  +  i^^^  =  0 
bringen.     Man  construire  alsdann  die  Parabel 

I.     x^  ==  py . 
Durch   Substitution  dieser  Gleichung  in  die   vorhergehende   erhält 
man  die  Gleichung    , 

y^  —py  -\-qx+pr  =^0  , 

und  wenn  man  die  andere  Gleichung  x^  —  py  =  0  dazu  addirt,  die 
Kreisgleichung 

IL     y^  -j-  x^  —  2py  -\-  qx  -{-  pr  ==  0 . 

Um  die  Wurzeldimensionen  zu  construiren,  gehe  man  aus  von  der 
Parabel  M^AM^  (Fig.  56)  und  suche  den  Mittelpunkt  (7  des  Kreises. 
Die  Figur  ist  folgende: 

Y 


Fig.  56. 


§  376.    Methode  von  Spitz.  961 

Die  Wurzeln  ÄPj^=x^,  AF.2^x.2  sind  reell,  die  beiden 
übrigen  x^  und  x^  complex. 

§  376.    Analytisch-geometrisclie  Methode  von  Spitz*). 

Die  Bestimmung  der  vier  Durcbschnittspuncte  zweier  Kegel- 
schnitte kommt  stets  auf  die  Auflösung  einer  kubischen  Gleichung 
hinaus.  Vier  Puncte  lassen  sich  auf  drei  verschiedene  Arten  zu 
Linienpaaren  verbinden,  welche  drei  Durchschnittspuncte  haben. 
Um  die  Durchschnittspuncte  der  Kegelschnitte  zu  finden ,  kann  man 
eines  dieser  geradlinigen  Paare  (Hyperbeln)  der  Schaar  mit  der 
Gleichung  eines  der  Kegelschnitte  combiniren,  welches  auf  die  Auf- 
lösung zweier  quadratischen  Gleichungen  führt.  Berücksichtigt  man, 
dass  sich  die  Wurzeln  biquadratischer  Gleichungen  mit  Hülfe  zweier 
Kegelschnitte  geometrisch  darstellen  lassen,  so  ersieht  man,  dass 
in  dieser  Betrachtungsweise  zugleich  die  Darlegung  der  Möglichkeit 
der  Reduction  einer  biquadratischen  Gleichung  auf  eine  kubische 
enthalten  ist. 

Die  Gleichungen  der  Kegelschnitte  seien 

F{x,y)  =  0,    f(x,y)  =  0: 
dann  ist  die  ganze  Schaar  derselben  enthalten  in 

F+z.f=0. 

Werden  die  den  drei  geradlinigen  Paaren  entsprechende  Werthe 
von  s  durch  z^  z^,  ^3  bezeichnet,  so  sind 

F+zJ=0, 

F+z,f=0 

die  Gleichungen  jener  Liniensysteme.  Wir  haben  s  demnach  so  zu 
wählen,  dass  jene  Gleichungen  Systeme  zweier  Geraden  darstellen. 
Es  sei 

Fix,  y)  =  A,y'  +  2B,yx  +  C,x'  +  2D,y  +  2E,x  +  F,  =  0, 
fix,  y)  =  Ä,y'  +  2B,yx  +  C,x'  +  2B,y  +  2E,x  +  F,  =  0, 

F-\-0f=Äy'  +2Byx  +  Cx^  +2By  +  2Ex  -\-F  =0. 
Alsdann  ist 


*)  Spitz,  Grunert's  Archiv  XXXII.  S.  198;   XXXIII.  S.  442.    1859. 

Matthiessen,  Grundzüge  d.  ant.  u.  mod.  Algebra.  61 
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A{F  +  zf)  =  {Ay  +  Bx-\-  Bf  -  [ifi'  -  ÄC)x' 
.    +2(^BB  —  ÄE)x  +  {D'--ÄF)']  =  0 

oder,  wenn  man  beiderseits  mit  B^  —  ÄC  multiplicirt: 

{B'  -  AG)  [Ay  +  Bx  +  Bf  —  [{B'  -  AC)  x  +  {BB  -  AE)f 
+  [BB  -  AEf  -  [B'  -  AC]  [B^  -  AF\  =  0 . 

Wenn  diese  Gleichung  das  System  zweier  Geraden  vorstellen  soll, 
so  muss 

[BB  -  AEf  =  [B^  -  AG]  [B'  -  AF] 
sein,  also 

AE^  —  ACF+B^F—  2BBE  +  CB'  =  0, 
welches  eine  kubische  Gleichung  in  Bezug  auf  0  ist.    Dann  ist 


yB'—AC.[Ay  +  Bx  +  B]±[(B'  —  AC)x  +  {BB-AE)]  =  0. 

Es  sei  nun  gegeben  die  Gleichung 

x^  +  ax^  +  hx^  -\-  ex  -}-  d  =  0  j 

so  kann  dieselbe  als  das  Resultat  der  Elimination  von  y  aus  den 
beiden  Kegelschnittsgleichungen  betrachtet  werden.  Da  diese  aber 
zusammen  zwölf  unbestimmte  Grössen  enthalten,  so  kann  man 
mindestens  acht  willkürlich  annehmen,  also  etwa 

und  in  Verbindung  mit  der  vorgelegten  Gleichung: 

f(x,  y)  =  4A'^'  —  2aB^yx  —  2hB^y  +  ex  +  d  =  0 . 
Dies  gibt 

F+  2f=4:B^^y'  —  2aB^yx+0x^--2Bi{h+^)y  +  ex  +  d  =  O, 
Setzt  man  nun 

4B,'=A,       -2aB,  =  2B,    ^  =  0, 

~2B,(b  +  0)  =  2B,  e  =  2E,    d  =  F, 

und  führt  die  obige  Bedingungsgleichung  ein,  so  wird 

^3  —  2b0^  +  {ac  +  h^  —  Ad)0  +  {prd  -  ahc  +  c^)  =  0, 

welche  mit  der  Resolvente  XVI.  übereinstimmt. 
Nun  ist 


§  376.    MeÜiode  Yon  S^iftiL  963 

und  wen 

BD-  AE  =  ]  B'  —  ACxYl^-AF 
ist,  auch  noch 

Verbindet  man  diese  Gkidning  mit  derjenigen  der  Parabel 

**  +  2Af  — 0, 
und  setzt  '2Di  =  —  1 ,  also  jc*  =  y,  so  wirf 

;r^  +  I  ax  +  I  ,>  -  r    =  1=  i  Ix  /a^  -  4s  +  yifi^sY^4d], 

woraus  die  Zeriegang  der  gegebenen  Gleiehnng  in   «wei  qnadni> 
tische  Factoren  erkennbar  wirf. 
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I.    Die    algebraischen   und   geometrischen   Methoden    der 
Auflösung  der  algebraischen  Gleichungen  der  ersten  vier 

Grade. 

a.  Altchinesische  Litteratur. 

Kiu-tschang  oder  „Die  neun  Kapitel  der  Rechenkunst".  Es  ist 
dies  das  älteste,  viele  Jahrhunderte  hindurch  vererbte,  oft  commen- 
tirte  und  immer  wieder  unter  demselben  Titel  erschienene  mathematische 
Lehrbuch  der  Chinesen.  Diese  eigenthümliche  Erscheinung  findet  ihre 
Erklärung  in  dem  streng  conservativen  Charakter  des  Volkes  der 
Mitte,  in  seinem  Respect  vor  dem  Althergebrachten,  sowie  in  der  Pflege, 
welche  die  chinesischen  Kaiser  von  Alters  her  den  mathematischen 
Wissenschaften  angedeihen  Hessen.  Die  Kiu-tschang  sind  ohne  Zweifel 
das  älteste  mathematische  Werk  überhaupt.  Sie  sollen  schon  um  2600 
v.  Chr.  von  Lischau,  Minister  des  Kaisers  Hwang-ti,  verfasst  worden 
sein.  Derselben  geschieht  wiederholt  Erwähnung  in  dem  Ritual  oder 
Studienplan  der  kaiserlichen  Prinzen,  z.  B.  unter  dem  berühmten  Kaiser 
Tschau-kong  (1100  v.  Chr.). 

Tschang-tsang  (lOO  v.  Chr.)  verfasste  Kiu-tschang  swan  suh, 
d.  i.  arithmetische  Regeln  der  neun  Kapitel.  Auch  hierin  wird  auf  das 
Ritual  der  Prinzen  Bezug  genommen. 

Sun  Tsze  (250  n.  Chr.),  kaiserlicher  Offizier,  schrieb  Swan-king, 
d.  i.  arithmetischer  Classiker.  Hierin  findet  sich  die  Ta-yen- Regel  zur 
Auflösung  unbestimmter  Gleichungen. 

Yih-Hing  (f  717  n.  Chr.),  indischer  Buddhapriester  in  China, 
unter  der  Thang- Dynastie  lebend,  schrieb  Ta  yen  lei  schuh,  ein  Buch 
über  die  unbestimmte  Analytik. 

Tschuhi,  Minister  (um  1150),  gab  einen  Auszug  aus  dem  Werke 
Kiutschang  im  fünfzehnten  Hefte  des  Y  -  ly. 

Tsin  Kiu  Tschau  (1210—1290),  der  gelehrteste  unter  den 
chinesischen  Mathematikern  des  Mittelalters,  unter  der  Sung-Dynastie 
(950 — 1280)  lebend,  verfasste  einen  Commentar  zu  dem  Werke  von 
Yih  Hing,  sowie  um  1240  das  Buch  Su  schuh  Kiu-tschang,  d.  i.  die 
neun  Kapitel  der  Zahlenkuust;  ferner  um  1290  Leih  tien  yuen  yih 
(Algebra  der  höheren  Gleichungen),  worin  eine  Näherungsmethode  zur 
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Auflösung  der  numerischen  Gleichungen  enthalten  ist.  Diese  Methode 
besteht  in  der  Tien  yuen- Regel  und  gründet  sich  auf  eine  Anwendung 
der  Lihn-Tafel  (Binomialcoefficienten-Tafel) ;  dieselbe  hat  einige  xAehn- 
lichkeit  mit  der  bekannten  Horner'schen  Näherungsmethode.  In  Europa 
war  Vieta  (1540—1603)  der  Erste,  welcher  (um  1600)  eine  ähnliche 
Methode  erfand. 

Yang  Hwang  (um  1250)  schrieb  Tseang  kea  kiu-tschang  swan 
fa,  d.  i.  Commentar  zur  Arithmetik  der  neun  Kapitel. 

Le  Yay  Jin  King  (um  1300)  verfasste  Tsih  yuen  ha  king,  d.  i. 
die  Algebra.  Darin  wird  die  Tien  yuen-Regel  auf  die  Auflösung  von 
Gleichungen  angewendet  *). 

Pin  Kue  (um  1590),  unter  der  Ming -Dynastie  lebend,  schrieb 
Swan  fa  tong  tsong,  d.  i.  Compendium  der  Mathematik,  in  zwölf  Heften, 
Dies  Werk  als  neue  Ausgabe  bezeichnet  und  datirt  vom  Jahre  1593, 
befindet  sich  in  der  Pariser  Bibliothek  (Nr.  892  au  fond  chinois).  Eine 
ausführliche  Inhaltsangabe  von  Edouard  Biot  findet  man  im  Journal 
asiatique  Ser.  III.  Tome  VII.  p.  201  seqq.  1839.  (Man  vergleiche  auch 
einen  früheren  Aufsatz  von  Edouard  Biot  im  Journal  des  Savants  1835.) 
Das  Werk  von  Pin  Kue  enthält  meistens  Auszüge  aus  den  alten  Kiu- 
tschang**).  Unter  vielem  Andern  der  politischen  Arithmetik  angehörigen 
enthält  das  sechste  Heft  die  Auflösung  der  quadratischen  Gleichungen 
(S.  9  u.  10),  sowie  die  numerische  Auflösung  einiger  kubischer  Gleichun- 
gen mit  commensurabeln  Wiu'zeln. 


*)  Ueber  die  Tien  yuen-Regel  sind  im  achtzehnten  Jahrhundert  mehrere 
Werke  von  Chinesen  verfasst  worden.  Besondere  Fortschritte  und  mathema- 
tische Theorien  sind  jedoch  nirgends  erkennbar.  Die  vorstehenden  Nachrichten 
über  die  Litteratur  und  Geschichte  der  Algebra  bei  den  Chinesen  verdanken 
wir  dem  Engländer  Alexander  Wylie  in  Shanghae,  der  sie  in  einem  Aufsatze: 
Jottings  on  the  science  of  Chinese  arithmetic  zuerst  im  North  China  Herald  1852, 
dann  im  Shanghae  Almanac  for  1853  niedergelegt  hat.  Leider  ist  nach  brief- 
licher Mittheilung  des  Verfassers  (1874)  das  Original  nicht  mehr  aufzutreiben. 
Ein  Auszug  findet  sich  in  Crelle's  Journal  52.  Bd.  von  Biernatzki:  Ueber  die 
Arithmetik  der  Chinesen.  .        t     m-i.  i    j      ^■ 

**)  Es  wird  vielleicht  dem  Leser  von  Interesse  sem,  die  iitel  der  Km- 
tschang  oder  „der  neun  Sectionen"  kennen  zu  lernen.  Dieselben  sind  in  dem 
dritten  bis  achten  Hefte  des  Werkes  von  Pin  Kue  enthalten;  eine  oberfläch- 
liche Inhaltsangabe  findet  man  auch  in  Libri,  Histoire  des  sciences  mathe- 
matiques.  I.    Note  VIII.  1835. 

Kap.  I.    Die  Geometrie  und  Feldmesskunst.  (31  Seiten.) 
Kap.  II.  Kaufmännisches  Rechnen  (Getreide,  Metall).  (23  Seiten.) 
Kap.  III.  Repartitionsrechnung.  (29  Seiten.)  ,     ..       ^ 

Am  Ende  dieses  Kapitels  finden  sich  Aufgaben  aus  der  unbestimmten 
Analytik,  z.  B.  die  Gleichung  ^  =  3.«  +  2  =  5^/  +  3  =  7*  -f  2  Dieselbe 
Aufgabe  findet  sich  im  Swan-king  von  Sun  Tsze,  im  Tayen  lei  schu  von  lih 
Hing  (sie!)  und  sogar  in  Nicomachi  Geraseni  Pythagorei  introductionis  arithm. 
libri  duo,rec.  Rieh.  Hoche.  Leipzig  1866.  Anhang;  Probl.  V  anonymi  auc- 
toris. In  sachlicher  Beziehung  möge  bemerkt  werden,  dass  die  iayen  der 
Chinesen  und  die  cuttuca  d'hyaya  der  Inder  durchaus  mcht  dasselbe  sind  wie 
dies  z  B  in  der  Geschichte  der  Mathematik  des  Alterthums  von  Hankel  be- 
hauptet worden  ist.     Die  Cuttuca  ist  nämlich  die  Methode  der  Kettenbrüche , 


966  Achter  Abschnitt.    Die  Gesammtlittcratur  L 

h.  Altegyptische  Litteratur. 

Ahämesu  (um  1700  v.  Chr.)  verfasste  unter  der  Regierung  des 
Königs  Ra-ä-us  den  Papyrus  Rhind  des  Brit.  Mus.  Derselbe  ist  über- 
setzt und  erklärt  von  dem  Heidelberger  Aegyptologen  Prof.  Dr.  Aug.  Eisen- 
lohr  unter  dem  Titel :  Ein  mathematisches  Handbuch*  der  alten  Aegypter. 
Bd.  I.  Commentar.  Bd.  II.  Tafeln.  Leipzig  1877.  Hierin  kommt  unter 
Anderem*)  auch  die  Behandlung  von  Gleichungen  ersten  Grades  vor 
(Hau -Rechnung). 


die  Tayen  dagegen  mit  der  Congruenzmethode  von  Gauss  (Disqu.  arithm. 
§  32 — 36)  identisch,  wie  ich  früher  in  zwei  Aufsätzen  nachgewiesen  habe,  näm- 
lich: Ueber  die  Algebra  der  Chinesen  (Zeitschrift  für  Math.  u.  Phys.  XIX. 
S.  270.  1874)  und:  Vergleichung  der  indischen  Cuttuca  und  der  chinesischen 
Tayen -Regel  (Sitzungsberichte  der  math.-naturw.  Section  in  der  Verhand- 
lungen der  Philologenversammlung  zu  Rostock  1875). 

Kap.  IV.  Von  den  Quadraten,  Rechtecken,  Dreiecken  und  Kreisen.  (56 
Seiten.)  Dies  Kapitel  enthält  das  Wichtigste  aus  der  elementaren  Algebra:  die 
Lihn- Tafel,  die  Ausziehung  der  Wurzeln,  die  Auflösung  der  quadratischen 
Gleichungen.  Diese  letzteren  werden  unter  der  Form  des  Inhalts  eines  Recht- 
ecks betrachtet,  also  x{x  -^  a)  =^  s,  und  unter  der  Bezeichnung  der  Aufgabe: 
Auflösung  der  Quadrate  mit  Hinzufügung  einer  Länge.  Der  Wurzelwerth 
wird  sowol  durch  den  Versuch  ermittelt,  als  auch  durch  directe  Auflösung 
nach  der  Formel 


I+I/^ 


I- 


In  demselben  Kapitel  werden  Regeln  angegeben  sowol  über  die  Bestimmung 
der  Seite  des  Würfels,  als  auch  des  Würfels  mit  der  Hinzufügung  einer  Länge, 
d.  h.  Auflösungen  kubischer  Gleichungen  mit  commensurabeln  Wurzeln  in  drei 
Aufgaben,  welche  die  Auflösung  folgender  Formen  fordern: 

{x  -\-  a)x^  ==  -^ ,     (^4"  (^Y^  =  ^    ^iid    ^^(^  —  a)  =  A. 

Kap.  V.  Von  der  Ausmessung  der  Körper.  (16  Seiten.)  Darin  die  Pyra- 
midalzahlen und  die  arithmetischen  Reihen. 

Kap.  VI.    Von  den  Proportionen.  (9  Seiten.) 

Kap.  VII.  Von  positiven  und  negativen  Grössen.  (12  Seiten.)  Darin  Auf- 
gaben, welche  auf  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten  führen. 

Kap.  VIII.  Von  den  Verhältnissen  mehrerer  Unbekannten.  (8  Seiten.)  Viele 
Regelverse. 

Kap.  IX.  Vom  rechtwinkligen  Dreieck.  (20  Seiten.)  Darin  der  Pythago- 
räische  Lehrsatz  und  als  Anwendung  desselben  auch  die  bekannte  Aufgabe 
vom  gebrochenen  Bambus. 

*)  Dem  Inhalte  nach  zerfällt  der  mathematische  Papyrus  Rhind  in  fol- 
gende fünf  Theile: 

I.  Theil:    Arithmetik. 

Erster  Abschnitt.    Theilung  der  Zahl  2. 

Zweiter  Abschnitt.    Vertheilung  von  Broden. 

Dritter  Abschnitt.    Ergänzungsrechnung  der  Brüche. 

Vierter  Abschnitt.    Die  Haurechnung  (Gleichungen  ersten  Grades 

mit  einer  Unbekannten). 
Fünfter  Abschnitt.     Theilungsrechnung. 

II.  Theil.    Volumetrie  und  Kreisrechnung. 

III.  Theil.    Flächenrechnung. 

IV.  Theil.    Berechnung  der  Pyramiden. 

V.  Theil.    Sammlung  von  Beispielen  aus  dem  praktischen  Leben. 
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c.   Indische  Litteratur. 

Aryabhatiya  (geb.  476  n.  Chr.)*),  indischer  Astronom  und  Mathe- 
matiker, schrieb  ein  Lehrbuch  der  Arithmetik  und  Astronomie.  Das- 
selbe ist  nach  zwei  Handschriften  in  London  mit  dem  Commentar  Bhatadi- 
pikä  von  Paramädi9vara  im  Sanskrit  veröiFentlicht  von  H.  Kern.  Leyden 
1874. 

Brahmegupta  (geb.  598),  indischer  Astronom  und  Mathematiker, 
schrieb  ein  Lehrbuch  der  Arithmetik  und  Astronomie,  von  welchem 
das  zwölfte  Kapitel  über  Arithmetik  und  Geometrie,  das  achtzehnte 
Kapitel  von  der  Algebra  handelt. 


*)  Nach  den  Forschungen  des  indischen  Gelehrten  Dr.  Bhäu  Däji  wurden 
geboren:  Aryabhatiya  476  n.  Chr.,  Brahmegupta  598  und  Bhäskara  Achärya  1114. 
Von  dem  Aryabhatiya  möge  hier  das  Inhaltsverzeichniss  des  zweiten  Theiles 
folgen, 

Abschnitt  über  die  Berechnung. 

1.  Aussage. 

2.  Benennung  der  zehn  Stellen  Zählenden, 

3.  Wesen  des  Quadrats  und  Wesen  des  Kubus. 

4.  Die  Quadratwurzel. 

5.  Die  Kubikwurzel, 

6.  Berechnung  der  drei  Seiten  eines  Dreiecks  und  Berechnung  der  drei 
Seiten  eines  Würffels. 

7.  Berechnung  der  Kreisfläche  und  Berechnung  der  Kugel. 

8.  Flächenberechnung  der  unebenen  Vierecke. 

9.  Herbeiführung    der    Berechnung    aller  Flächen    und  Erkenntniss    der 
gleichartigen  Sehnen  der  Hälfte  des  Durchmessers. 

10.  Umfang  des  paridhi  des  Kreises. 

11.  Methode  der  Bestimmung  der  Sehnen. 

12.  Herbeiführen  der  Namen  der  Sehne  und  der  Sätze  einer  Gleichung  (?). 

13.  Bewirken  der  Bestimmung  des  Kreises  u.  s    w. 

14.  Bestimmung  der  Hälfte  des  Durchmessers  eines  Kreises. 

15.  Bestimmung  des  Schattens. 

16.  Bestimmung  des  äussersten  Grades  und  Bestimmung  der  Seite  einer 
Fläche. 

17.  Bestimmung  der  Diagonale  und  Bestimmung  der  halben  Sehne. 

18.  Doppelte  Bestimmung  des  sinus  versus. 

19.  Bestimmung  der  Kettenberechnung. 

20.  Bestimmung  der  Periode  einer  Progression. 

21.  Bestimmung  der  Addition. 

22.  Bestimmung  der  Addition  vom  Quadrat  und  Kubus. 

23.  Aufweisen  der  Bestimmung  des  Züsammenbringens  zweier  Zahlen. 

24.  Doppelte  Bestimmung  einer  Zahl  durch  Zusammenbringen  der  Zahl. 

25.  Bestimmung  der  Wurzelberechnung. 

26.  Die  Regeldetri. 

27.  Theile  auf  den  gleichen  Nenner  zu  bringen. 

28.  Inversion. 

29.  Bestimmung  des  Ueberschusses  der  Menge. 

30.  Das  Zeigen  des  Werthes  unbekannter  Grössen. 

31.  Bestimmung  des  Abschnittes  der  Summe  der  Erkenntniss  durch  den 
Inhalt  der  Erkenntniss. 

32.  33.  Berechnung  des  Vollziehens  der  Kudda. 
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Bhäskära-Achärya  (1141—1225)*)  aus  Biddur  in  Dekan, 
Astronom  und  Mathematiker,  verfasste  ein  Buch  genannt  die  Lilavati 
(die  Hehre,  Erhabene)  über  Arithmetik,  sowie  ein  Buch  genannt  Bija 
ganita  (Algebra  der  Gleichungen). 

Brahmegupta  and  Bhascara**),  Algebra  with  arithmetic  and 
mensuration,  from  the  sanscrit  translated  by  H.  T.  Colebrooke.  Lon- 
don 1817. 

Ganesa,  indischer  Astronom,  schrieb  einen  Commentar  zur  Li- 
lavati um  das  Jahr  1545. 

Fyzi  schrieb  1587  auf  Befehl  des  Königs  Akber  eine  persische 
Uebersetzung  der  Lilavati  aus  dem  Sanscrit. 

Ata  Allah  Ruschidi  ben  Ahmed  Nadir  stellte  eine  persische 
Uebersetzung  der  Bija  ganita  von  Bhascara  her.  Diese  Uebersetzung 
ist  datirt  1044  H.  (1634  n.  Chr.)  und  dem  Schah  Jehan  gewidmet. 
Sie  besteht  aus  einer  Einleitung,  enthaltend  die  Arithmetik  und  un- 
bestimmte Analytik,  sowie  fünf  Bücher,  enthaltend  Aufgaben  aus  der 
bestimmten  und  unbestimmten  Analytik. 

Strachey,  Edward,  Uebersetzung  und  Erklärung  der  Bija  ga- 
nita nach  der  persischen  Uebersetzung  von  Atah  Allah  Ruschidi  in 
englischer  Sprache.  London  18^3.  Nebst  einem  Anhang  enthaltend 
Notizen  von  Mr.  Davis  über  die  Bija  ganita. 

Taylor,  J.,  Translation  of  the  Lilavati.  Bombay  1816.  (Man 
vergleiche  Libri,  Histoire  des  sciences  mathem.  L  p.  133.) 

Buchner,  De  algebra  Indorum.  Elbing  1821. 


*)  Das  Attribut  Achärya  bedeutet  soviel  als  Doctor  philosophiae.     (Man 
vergleiche  Journal  asiatique.    New  Ser.  I.  392—418.  London  1865.) 

**)  Dieses  berühmte  Werk  enthält  die  Lilavati  und  die  Bija  ganita;  ausser- 
dem das  zwölfte  und  achtzehnte  Buch  der  Astronomie  von  Brahmegupta.  Den 
interessantesten  Theil  bildet  für  uns  die  Bija  ganita,  deren  Inhalt  hier  aus- 
führlicher mitgetheilt  wird. 

Kap.  I.  Die  arithmetischen  Operationen. 
Erster  Abschnitt.    Einleitung. 

Zweiter  Abschnitt.   Rechnung  mit  positiven  und  negativen  Grössen. 
Dritter  Abschnitt.  Die  Rechnung  mit  Null. 

Vierter  Abschnitt.  Arithmetische  Operationen  mit  Buchstabengrössen. 
Fünfter  Abschnitt.    Rechnung  mit  irrationalen  Grössen. 
Kap.  II.  Unbestimmte  Gleichungen  ersten  Grades  (Cuttuca  d'hyaya). 
Kap.  III.  Unbestimmte  Gleichungen  zweiten  Grades  (Varga  pacriti). 
Erster  Abschnitt.  Methode  der  kleinsten  Wurzel. 
Zweiter  Abschnitt.  Die  cyklische  Methode. 
Dritter  Abschnitt.   Vermischtes. 
Kap.  IV.  Lineare  Gleichungen  mit  einer  Unbekannten. 
Kap.  V.  Quadratische  Gleichungen  (Mad'hyama  harana). 
Kap.  VI.  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten. 
Kap.  VII.  Unbestimmte  Gleichungen  höherer  Grade. 
Kap.  VIII.  Rectanguläre  oder  zusammengesetzte  Gleichunfiren, 
Kap.  IX.  Schluss.  ^ 
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Hero  der  Aeltere  in  Alexandrien  (um  100  v.  Chr.)  schrieb  „Men- 
surae",  worin  die  sogenannten  „Brunnenaiifgaben"  vorkommen. 

Diophantos  in  Alexandrien  (um  360  n.  Chr.)  schrieb  aquO^^irixi- 
K€ov  ßLßXla  ly-  also  dreizehn,  während  wir  jetzt  nur  noch  sechs  besitzen. 
Nach  Abulfarag  lebte  Diophant  unter  der  Regierung  des  Julianus 
Apostata.  Sein  Werk  wurde  mehrfach  ins  Arabische  übersetzt.  Nach 
Ibn  Abi  Oseibia  schrieb  Kosta  ben  Luca  (900)  ein  Buch  enthaltend 
die  Uebersetzung  des  Diophant  über  aldjebr  w'almokabalä.  Ferner 
verfasste  nach  Abulfarag  und  dem  Tharikh-al-Hokma  (Chronik  der 
Gelehrten)  von  El  Kifti  der  Mathematiker  Abul  Wafa  (970)  eine  Ueber- 
setzung oder  einen  Commentar  zu  Diophant's  Algebra,  Die  Arithmetik 
enthält  die  Auflösung  der  bestimmten  Gleichungen  ersten  Grades,  so- 
wie der  unbestimmten  Gleichungen  des  zweiten  und  höherer  Grade. 
Unzweifelhaft  war  dem  Diophant  auch  die  Auflösung  der  bestimmten 
quadratischen  Gleichungen  bekannt.  Da  aber  diese  sowie  die  unbe- 
stimmten Gleichungen  ersten  Grades  fehlen,  so  hat  allem  Anscheine 
nach  die  Arithmetik  in  ihrer  jetzigen  Gestalt  einen  Defect  und  zwar 
zwischen  dem  ersten  und  zweiten  Buche,  wenigstens  schon  seit  der 
Zeit,  als  Maximus  Planudes  (1350)  seine  Schollen  schrieb.  Im  Uebrigen 
findet  sich  über  Algebra  bei  den  Griechen  nichts  vor.  Man  vergleiche 
Dachet,  Diophanti  Alexandrini  arithmeticorum  libri  sex  et  de  numeris 
multangulis  liber  unus.  Griechische  Ausgabe  mit  lateinischem  Commen- 
tar. Paris  1621.  Montucla,  Histoire  des  Mathemat.  T.  I.  349;  Nessel- 
mann, Die  Algebra  der  Griechen.  S.  45 — 49,  274*,  Woepcke,  Recherches 
sur  Thistoire  des  sciences  mathemat.  p.  34,  und  L'Algebre  dOmar 
Alkhayyami,  p.  VIII.  Paris  1851;  Zeitschrift  für  Mathem.  und  Phys. 
IX.  330.  (1864),  X.  499  (1865). 

e.   Arabische  und  persische  Litteratur. 

Abu  AbdallahMohammed  benMusa  al-Khowarizmi  schrieb: 
Kitab  al  mokhtessar  fi  hisab  aldjebr  w'almokabalä.  Der  Verfasser  ist 
der  Mathematiker  und  Bibliothekar  des  Khalifen  Al-Mamun;  er  schrieb 
ein  Buch  über  die  indische  Rechenmethode  (Algorithmus)  und  ein  Buch 
über  die  Algebra  der  Gleichungen.  Dasselbe  ist  nach  einem  Oxforder 
Ms.  herausgegeben  unter  dem  Titel:  Abu  Abdallah  Mohammed  ben  Musa 
al-Khowarizmi  algebra,  edited  and  translated  by  F.  Rosen.  London  1831, 
und  Rome  1866.  Diese  Schriften  sind  nach  Sedillot  um  830  n.  Chr. 
nach  indischen  Vorlagen  verfasst.  Nach  andern  Angaben  soll  der  Kho- 
warizmier  schon  früher  gestorben  sein:  812  nach  Cantor  (Zeitschrift 
für  Math.  u.  Phys.  L  S.  73);  820  nach  Grunert's  Arch.  Bd.  46.  Litterar. 
Berichte.  Man  vergleiche  auch:  Woepcke,  Sur  l'introduction  de  l'arith- 
metique  indienne  en  lOccident.  pg.  16  — 19,  57.  Rome  1859;  Libri, 
bist,  des  sciences  mathemat.  L  pg.  131  (3);  Rosen,  p.  11.  des  eng- 
lischen und  pgg.  55 — 64  des  arabischen  Textes  (geschrieben  um  1350); 
Zeitschrift  für  Math.  u.  Phys.  X.  S.  486—487.  1865. 
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Maumeti  filii  Moysi  alchoarismi,  liber  de  algebra  et  almii- 
chabala.  Ms.  lat.  in  Libri's  Histoire  des  sciences  mathematiques  p.  227. 
Note  IV.  Diese  lateinische  üebersetzung  ist  älter  als  das  Oxforder  Ms., 
welches  Rosen  übersetzt  hat  und  nur  halb  so  umfangreich.  Man  ver- 
gleiche Montucla,  Hist.  des  mathemat.  I.  403 ;  Cardani,  ars  magna  cap.  I. 

Abul  Wafa  Mohammed  ben  Mohammed  Al-Buzdjani,  oder 
nach  Nesselmann  S.  274  36)  Mohammed  Ibn  Mohammed  ibn  Yahyä 
ibn  Ismail  ibn  Al-abbäs  Abu'lwafa  Al-Büzjäni  (940—998),  aus  Buzjan 
in  Persien,  seit  959  Studiosus  und  dann  Professor  der  Mathematik  in 
Bagdad,  schrieb  l)  Commentar  zur  Algebra  des  Diophant;  2)  Commentar 
zu  den  Werken  von  Al-Khowarizmi  über  Algebra;  3)  Commentar  zur 
Algebra  des  Hipparch  (160  v.  Chr.);  4)  lieber  das  Verfahren  die  Seite 
des  Kubus  und  des  Biquadrats,  sowie  der  Ausdrücke,  welche  aus  bei- 
den zusammengesetzt  sind,  zu  finden.  (Geometrische  Construction  der 
Gleichungen:  x^  =  a ,  x^  ■==  a ^  x^  -{-  ax^  =  h.)  Man  vergleiche: 
Woepcke,  Recherches  sur  Thistoire  des  sciences  mathemat.  chez  les  Orien- 
taux,  p.  34.  36.   Paris  1855. 

Jacub  ben  Isaac  Abu  Jussuf  Al-chindi  Al-Basri:  De  quan- 
titate  relativa  sive  de  algebra.  Bassora  (850)  Un  traite  sur  Tarithme- 
tique  des  Hindus.    Mont.  Hist.  des  mathemat.  I.  406. 

Abu  Abdallah  Almahani  in  Bagdad  (um  860),  Commentar 
zum  zweiten  Buche  des  Archimedes,  die  geometrische  Auflösung  kubi- 
scher Gleichungen  betreffend.  Woepcke ,  Omar.  Add.  B.  Gleichung  von 
Almahani:  x^  -\-  c  =  ax^ . 

Abul  Hassan  ben  Alhassan  ben  Alhaitham  (f  1038),  Sur 
une  Solution  mecanique  des  equations  cubiques.  Woepcke,  Omar,  Add.  A. 
Omar  nennt  ihn  Abu  Ali  Ibn  Alhaitham.  Man  vergl.  Zeitschr.  für 
Mathematik  und  Physik.  1865.  S.  459. 

Abul  Sahl  Vidjan  ben  Vastem  (Rustem)  Alkuhi  (um  980), 
Traitö  des  additions  au  second  livre  d'Archimede.  Woepcke,  Omar. 
Add.  B  et  C.    Er  löst  die  Gleichung  von  Almahani 

(a  —  x)  lyc  ^=  y^  :  x^     mit  der  Bedingung     4a^  >  27  c. 

Vergl.  Zeitschr.  für  Math,  und  Phys.  1865.  S.  480. 

Abu  Bekr  Mohammed  ben  Alhazan  Al-karkhi  (um  lOOO), 
Traite  d'algebre,  Extrait  du  Fakhri,  edit.  par  Woepcke.  Paris  1853. 
Man  vergl.  Woepcke,  sur  l'introd.  pg.  53.  64. 

Abul  Djud  Moh.  ben  Allaith  (1038),  Resolution  d'une  equa- 
tion  du  IV"«  degre.    Omar.  Add.  D. 

—  Abhandlung  über  die  Auflösung  der  kubischen  Gleichungen. 

Omar  ben  Ibrahim  Al-khayyami  de  Nichabur  (f  1123), 
Memoire  sur  les  demonstrations  des  problömes  de  Talgebre,  publ.  et 
trad.  par  Woepcke.  Paris  1851.  Dies  berühmte  Werk  ist  um  1080 
verfasst  und  enthält  einen  vollständigen  Cursus  der  algebraischen  und 
geometrischen  Auflösung  der  quadratischen,  sowie  der  geometrischen 
Auflösung  der  kubischen  Gleichungen  mittels    der  Kegelschnitte.     Man 


e.    Arabische  und  persische  Litteratur.  971 

vergl.  Woepcke,  Sur  l'algebre  d"Omar.  Crelle's  Journal  XL.;  Libri,  Hist. 
des  sciences  mathemat.  I.  pg.  268.  1835;  Sedillot,  Joum.  asiat.  1834. 
Es  ist  unbegreiflich ,  dass  Suter  diese  üebersetzung  unbekannt  geblieben 
ist  (Gesch.  der  math.  Wiss.  I.  Zürich  1873.  S.  139). 

Omar  ben  Ibrahim,  algebra  cubicai-um  aequationum  sive  de 
problematum  solidorum  resolutione.  Arab.  Ms.  der  Leydener  Bibl.  nach 
Bossut.  I.  S.  296.  Zuerst  wurde  dies  Werk,  welches  mii  dem  vorher- 
gehenden identisch  ist,  citirt  von  Meerman  (1742)  in  seinem  Specimen 
calculi  fluxionalis.  Leyden.  Dann  erschien  ein  Fragment  von  Sedillot 
in  den  Notices  et  extraits  des  manuscrits  de  la  bibl.  roy.  Tom.  XIII. 
pg.   130—136.    1837. 

Abraham  ben  Esra  (1093  — 1168),  Liber  augmenti  et  diminu- 
tionis  (aldjebr  w'almokabala) ,  vocatus  „numeratio  divinationis"  ex  eo 
quod  sapientes  Indi  posuerunt,  quem  Abraham  compilavit  et  secundum 
librum,  qui  Indorum  dictus  est,  composuit.  Libri,  Hist.  des  sciences 
mathemat.  L  pg.  269.  Note  VL  (1835.) 

Das  indische  Buch  ist  leider  verloren  gegangen  und  in  der  uns 
bekannten  indischen  Litteratur  findet  sich  von  der  darin  gelehrten  Rech- 
nung keine  Spur.  Diese  numeratio  divinationis  (hisab  al-mafrud)  ist  die 
berühmte  regula  falsorum  (hisab  al-khataayn)  oder  regula  lancium  (aml 
bil  kaffat,  Methode  der  Wagschalen)  zur  Auflösung  der  Gleichungen 
ersten  Grades.  Man  vergleiche  Schnitzler,  Zeitschr.  für  Math,  und  Phys. 
von  Schlömilch  und  Cantor.  IV.  S.  383.  1859;  Steinschneider  ibid  XII. 
S.  20.  1867;  Terquem,  Notice  sur  un  Ms.  hebreu  du  traite  d'arithme- 
tique.  Journ.  mathem.  VII.  1841;  Drobisch,  de  Joanne  Widmanno  Ege- 
rano.  Leipzig  1840. 

Ahmed  ben  Mohammed  Othman  Alazadi  Abul  Abbas  al- 
Marokeschi,  ihn  Albanna  (Sohn  des  Architecten),  Talkhys  ou  traite 
danalyse  des  Operations  du  calcul  (en  1222),  trad.  et  publ.  par  Aristide 
Marre.  Rome  1864.  Atti  de]  Acad.  pontif.  XVII.;  Zeitschr.  für  Math, 
und  Phys.  X.  1865  in  der  Litteraturzeitung  S.  26;  auch  in  Grunerts 
Archiv  CLXX.  Litter.  Berichte;  ferner  Journ.  mathem.  X.;  wo  es  heisst: 
Abul  Abbas  Ahmed  ibn  Albannä  al  Marokeschi,  Talkhys  amäli 
al  bis  sab,  copie  par  Fr.  Woepcke. 

Mohammed  filii  Haladi,  filii  Tahari,  filii  Haladdini  Al- 
Hagian,  liber  de  scientia  aequationis.  Ms.  arab.  Scaligeri.  (Libri  Hist.  I. 
pg.  217.) 

Muaffec  Al-Bagdadi,  kitab  aldjebr  whisab  alhindi  (Buch  über 
Algebra  und  indische  Arithmetik). 

Abu  Abdallah  Mohammed  ben  Omar  ben  Badr,  algebrae  sive 
comparationis  aequationum  epitome.  (Montucla,  Hist.  I.  p.  404.) 

Abul  Hassan  Ali  benMohammed  Al-Kal9adi  (f  1477  s.  1486), 
s.  Ali  ben  Mohammed  ben  Mohammed  ben  Ali  Al-Koraichi,  Al- 
kal9adi  Albasthi,  Traite  d'arithmetique  trad.  par  Woepcke  dans  les 
Recherches  sur  plusieurs  ouvrages  de  Leonard  de  Pise.  Rome  1859. 
(Hisab al-khataayn  et  aldjebr  oual mokabala  voir  Part. IV.  chap.  II. — IV.) 

—  Commentar  zum  Talkhys  von  Ibn  Albanna. 
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(Anonymus),  Construction  d'une  equation  du  quatrieme 
degre*.  Woepck'e,  Journ.math6m.XXVIILpg.57.  1863;  Omar par  Woepcke. 
Add.  D.  pg.  115  —  116.  •  , 

Behä-Eddin  al-Aamoull,  Khola^at  al-hissab  ou  quintessence  du 
calcul,  trad.  par  Aristide  Marre.  Rome  1864.  Man  vergleiche  Zeitschr. 
für  Math.  u.  Phys.  X.  Litteraturzeitung  S.  42.   1865. 

Behä-Eddin  Mohammed  ben  Alhossain  al-Amuli  (1547  — 
1622),  Khiläzat  al-hissäb  (Essenz  der  Rechenkunst).  Arab.  und  Deutsch 
von  Nesselmann.  Berlin  1843. 

Buhae  ood-Deen  of  Amool*)  in  Syria,  The  Kholasut  ool-hisab, 
a  compendium  of  arithmetic  and  geometry  in  the  arabic  language,  with 
translation  into  Persian  and  Commentary  by  the  late  Muolawee  Ruoschun 
ülee  of  Juonpoor.    To  this  work  is  added  the  following: 

Nujm-ood-Deen  Ulee  Khan,  head  Qazee,  to  the  Sudr  Dee- 
wanee  and  Nizamut  Udalut  etc.,  Treatise  on  algebra.  Revised  and  edited 
by  Tarinee  Churun  Mitr,  Muoluwee  Jun  ülee  and  Ghoolam  Ukbur. 
Calcutta  1812. 

Leon  Rodet,  Talgebre  d'Al-khärizmi  et  les  m^thodes  indiennes  et 
grecques.   Journ.  asiat.  Ser.  VIL  Tom.  XL  Paris  1878. 

f.   Litteratur  der  älteren  italienischen  Schule.  (1100  — 1600.) 

Gherardo  Cremonese,  Algebra,  publ.  von  Boncompagni  (Atti 
deir  Acad.  Roma  1851;  Compt.  rend.  XXXIV.  1852). 

Fibonacci  s.  Leonardo  Pisano,  liber  abaci,  um  1202  verfasst 
und  1228  vermehrt  herausgegeben.  Es  ist  dies  das  erste  von  einem 
Christen  geschriebene  Werk,  durch  welches  die  indisch-arabische  Zahlen- 
rechnung (Algorithmus)  sowie  die  Algebra  in  Europa  eingeführt  und 
verbreitet  wurde.  Man  vergleiche  Cossali,  Origine,  transporte  in  Italia 
e  primi  progressi  in  essa  di  Algebra.   Parma  1797. 

Liber  abaci  di  Leonardo  Pisano,  pubbl.  da  Baldassare  Bon- 
compagni. Roma  1847.  (Man  vergl.  Libri,  Hist.  des  sciences  mathemat. 
T.  IL  p.  20;  Woepcke,  Sur  Tintrod.  p.  4  et  p.  64.) 

Baldassare  Boncompagni,  Intorno  al  alcune  opere  di  Leo- 
nardo Pisano  Notizie;  Roma  1854. 

Fibonacci  (filius  Bonacci)  ou  Leonardo  de  Pise,  essay  de  deter- 
miner  la  nature  de  la  racine  d  une  equation  du  Ulieme  (Jegre.  Woepcke, 
Journ.  asiatique  1854.  Journ.  mathemat.  par  Liouville.  Tom  XIX.  pg. 
401—406.  1854;  XX.  pg.  54—62.  1855. 

Canacci  (um  1350),  Ragiomento  di  algebra.   Florenz. 


*)  Nähere  historische  Notizen  über  Behä-Eddin  gibt  Strachey  im  12.  Bande 
der  Asiatic  Researches  (Calcutta  1816.  pg.  166)  und  der  Paraphrast  des  Khi- 
läzat, Maulewi  Ruschen  Ali,  ein  mit  Strachey  bekannter  Indischer  Gelehrter. 
Beha-Bddin  war  geboren  in  Amul  und  gestorben  in  Ispahan.  Seine  Schrift 
steht  in  Vorderasien,  besonders  in  Indien  in  grossem  Ansehen  und  ist  dort 
Schulbuch  und  nach  Strachey's  Versicherung  das  einzige  Werk  über  Algebra, 
welches  dort  gelesen  wird.  Man  vergl.  die  üebersetzung  von  Nesselmann  S.  74. 
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Dagomari  s.  dall'  Abbaco  (f  1365),  schrieb  ein  Werk  über  Arith- 
metik und  Algebra.    Florenz. 

LucasPacciolideBurgo,  Summa  di  Aritmetica,  Geometria,  Propor- 
tiöni  e  Proportionalita.  Venedig  1494.  (Kästner,  Gesch.  d.  Math.  I.  S.  70.) 

Scipione  dal  Ferreo,  Prof.  der  Math,  in  Bologna  (1496  — 1526), 
erfand  1515  die  algebraische  Auflösung  der  kubischen  Gleichungen,  ohne 
sie  zu  veröffentlichen.  Cardanus  in^  libro  de  arte  magna  sive  de  regulis 
algebraicis,  Norimbergae  1545  edito,  cap.  T.  pag.  5  „temporibus  nostris, 
ait,  Scipio  Ferreus  Bononiensis ,  capitulum  cubi  et  rerum  numero 
aequalium  invenit,  rem  sane  pulchram  et  admirabilem.  —  Man  vergl. 
Gherardi,  Beiträge  zur  Geschichte  der  mathematischen  Facultät  der 
Universität  Bologna  in  Grün.  Arch.  LH.  S.  143  u.  flg.  Ferner:  Note  sur 
Fen*o  Scipione  par  Boncompagni.   Xouv.  ann.  math.  XXI.  1862. 

Francesco  Ghaligai,  Simima  di  aritmetica.  Florenz  1521.  (Libri, 
Bist,  ni.,  pg.  145.) 

Christoff  Rudolff  von  Jawer,  die  Coss.  1524.  Neu  edirt  und 
commentirt  von  Stifel.  1553.  Man  vergl.  Nesselmann,  Geschichte  der 
Algebra  bei  den  Griechen.    S.  57.  45). 

Joh.  di  Regio  Monte  (Regiomontanus)  (1436  — 1476):  De  trian- 
gulis  omnimodis  libri  V.   Norimbergae  1533. 

Gemma  Frisius,  arithmeticae  practicae  methodus  facilis.  Ant- 
werpae  1540.  ^ 

Michael  Stifel  (1487  — 1567),  Augustiner,  Arithmetica  integra, 
die  vollkommene  Rechenkunst,  mit  einer  Vorrede  von  Ph.  Melanchthou. 
Norimb.  1544. 

—  Die  Coss  Christoff  Rudolff s,  mit  schönen  Exempeln  der  Coss 
gebessert.   Königsberg  1554. 

Geronimo  Cardano  (1500 — 1576)  Dr.  med.  und  Prof.  der  Math, 
und  Medicin  in  Mailand  und  Bologna:  Artis  magnae  sive  de  regulis 
Algebrae  liber  unus.  Norimb.  (Mediolan.)  1545.  Man  vergl.  auch  Car- 
dani  Opera,  X.  vol.  fol.  Lugd.  1663. 

Nicolo  Tartaglia  (1506  — 1559),  Lehrer  der  Math,  in  Venedig, 
Quesiti  ed  invenzioni  diverse.    Venezia  1546. 

Ludovico  Ferrari  (1522 — 1565),  Freund  und  Schüler  Cardans, 
Prof.  der  Math,  zu  Mailand  und  Bologna,  erfand  die  algebraische  Auf- 
lösung der  biquadratischen  Gleichungen,  ohne  die  Methode  selbst  zu  ver- 
öffentlichen. Man  vergl,  39.  Kap.,  Regel  II.  der  Ars  magna  von  Car- 
danus und  die  Algebra  von  Bombelli. 

Scheubelius  (Scheybl),  Prof.  der  Math,  in  Tübingen:  Algebrae 
compendiosa  facilisque  descriptio.   Parisiis  1551. 

Peucer,  Prof.  der  Math,  in  Wittenberg:  Logistice  regulae  arith- 
meticae quam  cossam  et  algebram  quadratam  vocant.   Viteb.  1556. 

Nunez  (Nonius)  Prof.  der  Math,  in  Coimbra:  Livro  de  Algebra  em 
Arithmetica  e   Geometrica.    Antwerpen  1567. 

Rafaelo  Bombelli,  Ingenieur  aus  Bologna:  L'algebra  parte  mag- 
giore  deir  Aritmetica  divisa  in  tre  libri.   Bologna  1572. 

Gosselin,  Pierre,  aus  Cahors:  De  arte  magna,  seu  deoceulta  parte 
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immeronim,    quae    et  Algebra   et   Almucabala   vulgo    dicitiir,   libri'IV. 
Paris   1577. 

g.    Litteratur  der  abendländischen  Völker  bis  zur  Gregenwart. 

(1600  —  1878.) 

ReimariisUrsus  (Reimers)  (f  1600):  Arithmetica  analytica  vulgo 
Cosa  sive  Algebra.    Frankfurt  a.  d.  0.  1601. 

Faulhaber,  Joh.,  Arithmetischer  cubiccossicher  Lustgarten,  mit 
neuen  Inventiones  gepflanzet.    1604. 

—  miracula  arithmetica  etc.   Augsburg   1622. 

—  Academia  algebra,  darinnen  die  mirakulosischen  Inventiones  zu 
den  höchsten  Gossen  weiteres  continuiret  und  proficirt  worden.  Ulm  1631. 

Rothe,  Arithmetica  philosophica  oder  schöne  neue  und  wohlge- 
gründete künstliche  Rechnung  der  Coss  oder  Algebra.   Nürnberg  1607. 

Vieta,  Franz  (1540 — 1603):  Isagoge  in  artem  analyticam.  Tours 
1591.  Seine  Opera  mathem.  edirt  von  Fr.  v.  Schooten  Lugd.  Batav.  1646, 
enthalten:  I.  Isagoge  etc.  II.  Ad  logisticen  speciosam  notae  priores.  IV. 
De  aequationum  recognitione  et  emendatione  libri  duo,  publ.  zuerst  von 
Alexander  Anderson,  Paris  1615.  Tract  II.  cap.  VI  et  VII. 

Harriot,  Artis  analyticae  praxis  ad  aequationes  algebraicas  resol- 
vendas.   London  1631.  (Op.  posthum.) 

Cartesius  (Descartes)  (1596  — 1650):  La  geometrie.  Leyden 
1637.  Paris  1664.  p.  89.  LateinischmitCommentar  von  Fr.  v.  Schooten  jun. 
Lugd.  Batav.  1649.  Ausgabe  von  Beaune.  Frankf.  a.  Main  1695.  — 
Geometria  a  Ren.  des  Cartes:  De  natura  aequationum.  Lib.  III.  pg.  92. 
Amstelodami  1683. 

Franc,  v.  Schooten,  De  cubicarum  aequationum  resolutione.  App. 
Comment.  in  Geom.  Cartesii  p.  345. 

Renaldini,  Opus  algebraicum,  in  quo  Ars  analyticae  quam  obscure 
Vieta  litteris  mandavit,  traditur.   Anconae  1644. 

—  Ars  analytica  mathematum.   Florent.  1655. 

Hu d de,  De  reductione  aequationum  epist.  prima  ad  Fr.  v.  Schooten, 
publ.  in  Cartesii  geom.  edit.  a  Schooten.    1659. 

Brasser,  Regula  Coss  of  Algebra,  zynde  de  allerkonstriksten 
Regel  om  het  onbekende  bekent  te  maken.   Amsterdam  1663. 

—  Neu  vermehrter  arithmetischer  Raritätenkasten,  in  welchem  die 
curieusen  regula  falsi,  coeci  und  coss  oder  Algebra  gezeigt  werden. 
Leipzig  1716. 

Caravaggio  (1617  — 1688),  Methodus  resolvendi  omnes  aequa- 
tiones cubicas  et  quadrato-quadraticas.   Mediol.  (ohne  Datum). 

DelaHire,  La  construction  des  equations  analytiques.  Paris  1679. 

Baker,  New  discovery  of  the  construction  of  all  Equations  etc. 
London  1684. 

Tschirnhaus,  Graf  von  (1651 — 1708),  Methodus  auferendi 
omnes  terminos  intermedios  ex  data  aequatione  per  D.  T.  Act.  Erudit.  II. 
204.  Lipsiae  1683. 
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Halley,  De  constructione  aequationiim  IIP®  vel  IV*®  potestatis 
unica  data  parabola  ac  circulo.   Phil.  Trans.  1687. 

—  De  numero  radicum  in  aequationibus  solidis  ac  biquadraticis.  Ibid. 
Roberval,  De  recognitione  aequationiim.  —  De  geometrica  plana - 

rum  et  cubicarum  aequationum  resolutione.  Anc.  Mem.  Paris.  T.  VI.  1693. 
Rolle,  Traite  de  lalgebre.   Paris  1690. 

—  Methode  pour  resoudre  les  egalites  de  tous  les  degres,  qui 
sont  exprimes  en  termes  generaux.  Anc.  Mem.  Paris  T.  X. 

—  Eclaircissements  sur  la  construction  des  egalites.  Mem.  Paris 
1708.  1709.  1711. 

Raphson,  Analysis  aequationum  universalis  s.  methodus  ad  resol- 
vendas  aequationes  algebraicas.   Londini  1697. 

Beaune,  De  aequationum  natura,  constitutione  et  limitibus  opusc. 
duo.  Francf.  1695. 

Leibnitz,  Epist.  ad  Wallisiiun.  Wallisii  opera  T.  III.  Epist.  27. 
1698. 

Newton,  De  conchoide  Nicomedis  ad  constructionem  radicum  ae- 
quationum cubicarum  et  biquadraticarum  adhibenda.  In  App.  Arithme- 
ticae  universalis.  (Edit.  Castillon.)  pg.  237.  Amstelodami  1761.  Zuerst 
publicii't  von  Whiston.   Cambridge  1707. 

Moivre,  Aequationum  quarundam  potestatis  2n-\-l  resolutio  ana- 
lytica.   Phü.  Trans.  1707. 

—  De  sectione  anguli.   Ibid.  1722. 

Colson,  Aequationum  cubicarum  et  biquadraticarum  tum  analytica 
tum  geometrica  et  mechanica  resolutio  universalis.  Phil.  Trans.  1707, 
pg.  2353. 

—  Comment.  to  Is.  Newton's  Method  of  fluxions.  pg.  308.  1736. 
Ditton,  Additamenta  ad  algebram  Joh.  Alexandri.  Londini  1709. 
Paul  Halcke,  Die  Cardanische  Formel  in:  Mathematisches  Sinnen- 

confect.  Hamburg  1719.    Man  vergl.  Grunert's  Ai'chiv.    S.   132.    1850. 

Cotes,  Harmonia  mensurainim.   Cambridge  1722. 

Fagnano,  Due  maniere  di  risolvere  algebraicamente  l'equazioni 
quadratiche.   Raccolta  d'opuscuU  scientifici.   XII.   1735. 

—  Nuovo  metodo  per  risolvere  algebraicamente  l'equazioni  del 
quarto  grado.   Ibid.  XIII.  1736;  XIV.  1737;  XV.  1737. 

Kästner,  Dissertatio  de  theoria  radicum  in  aequationibus.  Lipsiae 
1736   (oder  1739?). 

—  Formulam  Cardani  aequationum  cubicarum  radices  omnes  tenere 
ostendit.    Gottingae  1757. 

Maclau r in,  A  treatise  of  algebra  II.  chap.  8  (posthum).  London 
1746. 

—  Letter  concerning  equations  with  impossible  roots.  Phil.  Trans. 
1726.  1729. 

Nicole,  Sur  les  equations  du  troisidme  degre.  Mem.  Par.  1738. 
pg.  100. 

—  Sur  le  cas  irreductible  du  troisidme  degre.  Ibid.  1738,  1741 
et  1743. 
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Fuchs,  Theoria  radicum  in  aequationibus.   Lipsiae  1739. 
Euler,  Conjectatio  de  formis  radicum  aequationum  cujus  vis  ordinis. 
Comm.  Petrop.  vet.  VI.  p.  223.    1739. 

—  De  eliminatione.  Introd.  in  anal,  infinit.  II.  Cap.  19.  Lausanne 
1748. 

—  De  resolutione  aequationum  cujusvis  gradus.  Nov.  Comm.  acad. 
Petrop.  JX  (ad  annos   1762   et  1763).    1764. 

—  Observationes  circa  radices  aequationum.   Ibid.  XIV.    1770. 

—  Nouvelle  methode  d' eliminer  les  quantites  inconnues  des  equa- 
tions.   Mem.  de  Berlin  p.  91.   1764. 

—  Von  der  Regel  des  Cardani.  Vollst.  Anl.  zur  Algebra.  Peters- 
burg 1770.  IL  Kap.  12.  §  155. 

—  Eine  neue  Auflösung  der  biquadratischen  Gleichungen.  Ibid.  IL 
Kap.  15.  §  192. 

Simpson,  Treatise  of  algebra.  London  1745.  (Editll.  London  1755. 
pg.  150.) 

Clairault,  Elemens  d'algebre.  P.  V.  §  VL  sequ.  p.  302.  Paris  1746. 

Fontaine  des  Bertins,  Sur  la  resolution  des  equations.  Mem. 
Par.  1747. 

Aepinus,  Demonstrationes  primariarum  quarundam  aequationibus 
algebraicis  competentium  proprietatum.    Eostock  1752. 

Abhortis,  Sam.,  De  methodo  generali  construendi  omnes  aequa- 
tiones  algebraicas.    Gryphiswaldiae  1755. 

Landen,  Mathematical  lucubrations  containing  new  improvements 
in  various  branches  of  the  mathematics.  P.  VI.  London  1755. 

Agnesi,  Maria  Gaetana,  Institutioni  analitiche  ad  uso  della  gio- 
ventü  Italiana.   T.  I.  §  187.   Milano  1748. 

Bezout,  Memoire  sur  plusieurs  classes  d'equations  de  tous  les 
degres  qui  admettent  une  resolution  algebrique.  M6m.  de  Tacad.  roy. 
annee  1762.  Paris  1764. 

—  Procede  de  la  methode  pour  Telimination  et  reflexions  qui  ten- 
dent  ä  l'abreger.    Ibid. 

—  Sur  le  degre  des  equations  resultantes  de  Tevanouissement  des 
inconnues.  Mem.  Par.  1764. 

—  Memoire  sur  la  resolution  generale  des  equations  de  tous  les 
degres.   Ibid.  annee  1765.  .Paris  1768. 

—  Theorie  generale  des  equations  algebriques.   Paris   1779. 
Waring,  Miscellanea  analytica  de  aequationibus  algebraicis.  Can- 

tabrigiae  1762.  p.  35. 

—  Meditationes  algebraicae.   Ibid.  1770'.  p.  92. 

—  On  the  general  resolution  of  algebraical  equations.  Phil.  Trans. 
1779. 

Zanotti,  De  radicibus  aequationum  cubicarum.  Comm.  Bonon.  V. 
1767. 

Reitz,  Nieuwe  oplossing  der  stelkundige  vergelykingen  (der  alge- 
braischen Gleichungen)  van  de  vierde  magt,  en  hierdoor  ook  van  de  derde 
magt  (Potenz).   Verhandl.  Maatsch.    Haarlem  IX.   1767. 
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Vivorio,  De  cubicis  et  biquadraticis  aequationibus  tractatiis.  Ve- 
rona 1769. 

Lag  ränge,  Nouvelle  m^thode  pour  resoudre  les  eqnations  litte- 
rales  par  le  moyen  des  series.   Mem.  de  Berlin  1768. 

—  Sur  relimination.   Abb.  der  Berl.  Acad.  XXV.  1769. 

—  Eeflexions  sur  la  resohition  algebrique  des  eqnations.  Nouv. 
mem.  des  sciences,  annee   1770  et  1771.   Berlin  1772  et  1773.  II. 

—  Le9ons  d'arithmetique  et  d'algöbre.  (Seances  des  ecoles  normales 
1794—1795.) 

—  Sur  la  resolution  des  eqnations  algebriques.  Note  XIII  et  XIV 
du  Traite  de  la  resolution  des   equations  numeriqnes.   Paris  1798. 

Vandermonde,  Memoire  sur  la  resolution  des  eqnations.  Mem. 
de  l'acad.  des  sciences.    (Annee  1771  et  1772.)   Paris  1773  et  1774. 

Mako  von  Kerek  Gede,  De  aritbmeticis  et  geometricis  aequa- 
tionum  resolntionibns.   Viennae   1770. 

Frisi,  De  resolntione  aeqnationnm  tertii  gradns.  Atti  Siena  IV.  1771. 

Mallet,  De  reductione  aequationis  cubicae.   Holmiae  1777. 

—  De  aequatione  biqnadratica.   Stockholm  1784. 

—  Nova  analysis  aeqnationnm  secimdi,  tertii  et  quarti  gradns. 
Nov.  act.   Upsal.  IH.   1780. 

Maseres,  A  method  of  extending  Cardan's  rule  for  resolving  one 
case  öf  a  cubic  eqnation  of  tbe  form  o(?  —  qx  =  r  to  the  irrednctible 
case.  Phil.  Trans.  1780. 

—  A  conjecture  concerning  the  method  by  which  Cardan's  rnles 
for  resolving  the  cubic  eqilation  x^  -]-  qx  =  r  in  all  cases  etc.  were 
probably  discovered  by  Scipio  Ferrens.   Ibid.   1780. 

—  Appendix  to  Frend's  Principles  of  algebra.   London   1798. 

—  Tracts  on  the  resolution  of  cnbick  and  biquadratick  algebraic 
equations.   London  1803. 

Riccati,  Della  risolnzione  Cardanica  dell"  eqnazione  del  terzo  grado. 
Nuovo  Giorno  de  Letterati  dltalia.   XXIV.    1782. 

Canterzani,  De  aequatione  cujus  radices  sunt  binarum  datae  ae- 
quationis radicum  summae.    Comm.  Bonon.  VI.   1783. 

Schaff got seh,  lieber  die  Auflösung  verschiedener  Gleichungen 
aller  Grade.  Abhandl.  der  Böhmischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften. 
L  1785. 

Lejonmarck,  Om  cnbiscka  och  biquadratiscka  equationers  jackade 
och  neckade  samt  imaginaria  eller  sa  kailade  orimliga  rötter.  Vetensk. 
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Druckfehler  und  Verbesserungen. 

te    37  Zeile  10  v.  u.  lies:  a^  +  b  statt:  a^  —  b  . 

257      „        1  V.  0.  hinzuzufügen:  =  0^^^{2^)  :C^^  ^{z^) . 
264       „      14    „    „  lies:  =  0  statt:  —  0. 
267      „      12  V.  u.     „     almokabalä  st.  almokabä. 
.,        „      20    „    ,,     „     ax  st.  cix . 

276  „        2  V.  0.     „     Talkhys  st.  Talkys. 

277  „        2    „    „     „     bilanx  st.  balanx, 

293  ],  3  V.  u.  „  Theoreme  st.  Theorie. 
296  „  11  ,,  „  „  erkennet  st.  erkennnt. 
329      „        3  V.  0.  voranzusetzen:    I,  III. 

)>  55  ^       55       55  5>  H  J     IW' 

355      „      16  V.  0.  lies:  die  linke  Seite  dieser  st.  diese. 

3 
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1  V.  u.    „     yx'—~pi<t.yx' 


-y^ 


522      „      12  V.  0.     „     D3  st.  D, 


618  „       8  V.  0.     „    ^2  st.  X^,  und  füge  rechts  den  Factor  z^  hinzu. 

732  „        5    „    „     „     —  ae  st.  +  ae . 

803  „  4,  5,  6  V.  0.  lies  ^05  ^i  5  ^2  st.  -^i,  ^25  -^3  • 

873  „       7  V.  0.  lies  (3)  st.  (2) . 

875  „  18  ,,    „     „     kann  st.  können. 
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